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作为 清华 大 学 出 版 社 的 21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 教材 之 一 必 离 散 数 学 并 第 2 
版 ) 已 经 出 版 5 年 了 .在 这 5 年 里 ,一 些 新 的 教育 理念 .教学 模式 不 断 提 出 并 加 以 实践 ,其 中 
最 重要 的 是 “计算 思维 (computational thinking)” 和 “大 规模 开放 式 在 线 课程 (massive open 
online course, MOOC)”, 计算 思维 是 数学 思维 与 工程 思维 的 互补 与 融合 ,不 但 是 从 事 计算 
机 科学 技术 工作 的 人 所 需要 的 专业 系 质 ,也 对 其 他 学 科 的 发 展 产 生 了 次 远 的 影响 ,计算 思维 
的 培养 已 经 成 为 大 学 计算 机 专业 的 重要 目标 之 一 . MOOC 教学 模式 近年 来 在 国外 迅速 增 
长 ,已 经 产生 了 巨大 的 影响 ;国内 也 把 优质 教学 质 源 共 吾 列 人 国家 计划 并 给 予 了 大 力 文 持 . 
这 些 新 的 教育 理念 和 教学 模式 对 教材 的 修订 有 着 重要 的 影响 . 

离散 数学 是 研究 离散 结构 及 其 性 质 的 学 科 , 大 量 用 于 计算 机 系统 及 其 应 用 领域 的 建 模 
及 分 析 . 离 季 数学 对 培养 计算 思维 起 者 重要 的 作用 ,不 但 被 列 人 计算 机 专业 的 核心 课程 ,而 
日 近年 来 电子 工程 .经 济 学 等 专业 领域 也 开始 在 教学 中 加 入 一 些 离 敌 数学 的 内 容 ， 如 何在 
离散 系统 建 模 中 体现 计算 思维 是 本 教材 修订 的 指导 思想 . 本 着 对 读者 负责 的 精神 ,我们 在 
这 次 修订 工作 中 认真 地 审阅 了 原 书 ,对 其 中 的 部 分 内 容 做 了 调整 ,更 正 了 茶 些 铺 误 和 下 漏 之 
处 ,并 对 文字 做 了 进一步 的 精细 加 工 . 内 容 上 主要 做 了 如 下 改动 : 

对 第 1 草 “ 数 学 语言 与 证 明 方 法 ”做 了 部 分 重 写 ,对 重要 的 数学 证 明 方 法 进行 了 分 类 和 
较 详 细 的 前 述 , 补 充 了 了 有关 递 归 和 定义 的 内 容 . 第 5 草 补 充 了 关系 与 归 数 在 数据 库 及 软件 工 
程 建 模 中 的 应 用 实例 . 第 6 曹 增 加 了 二 部 图 的 匹配 .着色 和 四 色 和 定理 . 第 7 章 删 除了 基本 回 
路 与 基本 割 集 系统 . 第 10 划 对 递 推 方程 在 算法 设计 与 分 析 中 的 应 用 加 以 补 元 . 

与 本 教材 同步 更 新 的 有 配套 的 教学 辅导 用 书 4 离 藤 数 学 习题 解答 与 和 学习 指导 六 第 3 版 ) 
和 用 于 诛 符 上 教学 的 PPT 演示 文稿 . 更 多 的 后 续 教学 资源 正在 开发 ,并 将 上 传 到 清华 大 学 
出 版 社 的 在 线 数字 资源 平台 上 ,为 使 用 本 书 的 读者 提供 更 大 的 支持 . 

对 广大 读者 所 提出 的 建议 和 意见 ,我 们 表示 衷心 的 感谢 ! 


作 者 
2013 年 8 月 于 北京 大 学 


作为 清华 大 学 出 版 社 和 中 国 计 算 机 学 会 共同 规划 的 “21 世纪 大 学 本 科 计 算 机 专业 系列 
教材 ”之 一 ,这 本 《离散 数学 已 经 出 版 两 年 多 了 .在 这 两 年 多 的 时 间 里 ,教育 部 高 等 学 校 计算 
机 科学 与 技术 教学 指导 委员 会 编制 了 “高 等 学 校 计算 机 科学 与 技术 专业 规范 ”, 教 育 部 更 推 
出 了 一 系列 为 提高 本 科 生 教育 质量 的 重要 举措 ,特别 是 2007 年 1 月 和 2 月 分 别 发 布 的 ( 教 
育 部 、 财 政 部 关于 实施 高 等 学 校本 科教 学 质量 与 教学 改革 工程 的 意见 》( 教 高 L2007]1 号 ) 和 
《教育 部 关于 进一步 深化 本 科教 学 改革 . 全 面 提高 教学 质量 的 若干 意见 》( 教 高 [2007]2 号 )， 
对 专业 设置 .教学 模式 .课程 建设 .师资 队伍 等 各 个 方面 不 但 提出 了 更 高 的 建设 目标 ,也 为 保 
证 这 一 工程 的 顺利 执行 提供 了 有 力 的 保证 . 

好 的 教师 和 好 的 教材 是 保证 教学 质量 的 前 提 条 件 . 本 着 对 读者 负 贡 的 精神 ,我 们 在 这 次 
修订 工作 中 认真 地 审阅 了 原 书 ,根据 教学 要 求 对 其 中 的 部 分 内 容 做 了 调整 ,更 正 了 某 些 错误 
和 下 淖 之 处 ,并 对 文字 做 了 进一步 的 精细 加 工 . 

本 版 在 内 容 上 主要 做 了 如 下 改动 : 去 择 了 数理 逻辑 中 有 关 ”一 阶 逻 辑 推 理 理 论 ” 的 内 
容 . 主要 原因 是 这 部 分 内 容 涉及 形式 系统 .形式 系统 在 系统 定义 和 推理 中 应 该 采用 完全 形式 
化 的 方法 , 通 稼 包含 形式 培 言 以 及 用 形式 培 言 表述 的 公理 和 推理 规则 . 在 形式 系统 中 ,符号 
串 本 号 是 没有 语义 的 ,只 能 通过 解释 赋予 它们 一 定 的 语义 ,但 在 讨论 系统 的 公理 或 推理 规则 
时 应 该 与 语义 无 关 . 本 书 在 第 1 版 的 叙述 中 没有 完全 采用 这 种 形式 化 的 方法 . 如 果 从 知识 体 
系 的 严谨 性 出 发 ,应 该 采用 这 种 完全 形式 化 的 表述 方法 .但 是 ,这 不 但 与 本 书 的 整体 写作 风 
格 不 够 协调 ,而 且 内 容 也 偏 深 ,超出 本 教材 的 要 求 ,因此 本 次 修订 决定 删 掉 这 部 分 内 容 . 

为 了 进一步 提高 本 书 的 质量 ,我 们 恳切 地 欢迎 读者 继续 提出 建议 和 意见 . 


作 者 
2007 年 月 于 下 环 天 学 


科学 技术 的 发 展 离 不 开 基 础 研究 和 创新 . 19 世纪 至 20 世纪 是 人 类 科学 技术 飞速 发 展 
的 时 代 ,其 中 作为 数学 基础 的 微 积 分 为 促进 物理 和 学 和 其 他 工程 学 科 的 发 展 起 到 至 关 重 要 的 
作用 . 21 世纪 是 信息 时 代 , 作 为 信息 科学 和 计算 机 科学 的 数学 基础 ,离散 数学 受到 越 来 越 多 
的 关注 . 在 美国 ACM 和 IEEE 最 新 推出 的 Computing Curricula 2005 课程 体系 和 我 国教 
育 部 高 等 教育 司 组 织 评审 通过 的 《中 国 计 算 机 科学 与 技术 学 科教 程 2002》(CCC2002) 中 ,高 
散 数 学 都 被 列 和 人 核心 诛 程 . 

离散 数学 全 究 各 种 离散 形式 的 对 象 , 人 研究 它们 的 结构 及 其 关系 ,在 数据 结构 、 算 法 设计 
与 分 析 ,操作 系统 编译 系统 、 人 工 智 能 、 软 件 工程 .网络 与 分 布 式 计算 ,计算 机 图 形 学 、 人 机 
交互 .数据库 以 及 计算 机 体系 结构 等 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 .除了 计算 机 科学 以 外 ,在 有 自 
动 化 .化 学 工程 .生物 学 .经济 学 等 各 个 学 科 领 域 中 ,都 广泛 使 用 数学 建 模 ,而 离散 数学 是 数 
学 建 模 的 重要 工具 之 一 . 离散 数学 已 经 成 为 计算 机 科学 技术 和 相关 专业 的 必修 课程 . 

除了 作为 多 门 课程 必需 的 数学 基础 之 外 ,离散 数学 中 所 体现 的 现代 数学 思想 对 于 加 强 
学 生 的 素质 教育 ,培养 学 生 的 抽象 思维 和 逻辑 表达 能 力 , 提 高 发 现 问题 .分 析 问 题 解决 问题 
的 能 力也 有 着 不 可 蔡 代 的 作用 . 

国内 外 现 已 出 版 了 各 种 版 本 的 4《 离 敬 数 和 学) 教材 ,取材 老 异 很 大 , 深 浅 不 一 ,风格 各 异 .本 
教材 是 以 《中国 计算 机 科学 与 技术 学 科教 程 2002》 中 制定 的 关于 离散 数学 的 知识 结构 和 体 
系 为 依据 撰写 的 ,主要 内 容 包 含 证 明 技 巧 、 数 理 逻 辑 、 集 合 与 关系 、 哨 数 、 图 和 树 、 组 合计 数 、 
初等 数论 .离散 概率 和 代数 系统 等 . 在 教材 编写 过 程 中 ,作者 力求 体系 严谨 .选材 适当 、 适 于 
教学 ,同时 在 素材 组 织 上 更 加 注重 在 计算 机 科学 技术 中 的 应 用 . 

全 书 共 分 14 童 . 第 1 草 介 绍 全 书 使 用 的 数学 语言 (主要 是 命题 逻辑 符号 和 集合 运算 ) 与 
证 明 方法 .第 2 草 和 第 3 童 分 别 介 绍 命题 逻辑 和 一 阶 逻 辑 的 基本 概念 、 等 值 演 算 和 推理 理 
论 .第 4 章 和 第 5 间 介 绍 离散 结构 的 集合 表示 一 一 关系 和 函数 ,讨论 关系 和 也 数 的 各 种 运 
算 、 性质、 表示 方法 以 及 应 用 .第 6 革 和 第 7 关 介 绍 离 散 结 构 的 图 形 表示 一 一 图 和 树 ,包括 图 
的 基本 概念 、 图 的 矩阵 表示 特殊 图 、 无 器 树 和 有 向 树 及 其 应 用 .第 8 章 到 第 10 章 介 绍 组 合 
计数 技术 及 其 在 计算 机 科学 技术 中 的 应 用 .第 11 章 到 第 13 章 介 绍 初等 数论 和 离散 概率 及 
其 在 密码 学 和 算法 分 析 中 的 应 用 .第 14 章 简 要 介绍 离散 系统 的 代数 模型 . 每 曹 除了 阐述 相 
关 的 概念 和 定理 之 外 ,还 配 有 典型 的 例题 ,并 且 选 用 或 编写 了 数 十 道 难 度 适当 的 习题 供 课 后 

为 了 更 好 地 为 使 用 本 教材 的 谈 痢 服务 ,作者 还 所 与 和 开发 了 与 本 教材 配套 的 教学 辅助 
用 书 和 电子 教案 . 


高 教改 学 (第 3 版 ) 


本 书 的 第 1 章 至 第 3 章 和 第 6 章 . 第 7 和 草 由 耿 素 云 编 与 ;第 4 章 . 第 5 章 . 第 8 和 曹 至 
第 10 章 和 第 14 章 由 屈 婉 玲 编写 :第 11 童 至 第 13 章 由 张 立 昂 编 与 . 

在 编写 过 程 中 ,作者 参考 了 国内 外 多 种 版 本 的 《离散 数学 ;教材 和 相关 的 文献 资料 ,从 中 
吸取 了 许多 好 的 思想 , 摘 取 了 不 少 有 用 的 素材 ,在 此 一 并 向 有 关 作 者 致谢 . 感谢 “21 世纪 大 
学 本 科 计 算 机 专业 系列 教材 ? 编 委 会 和 清华 大 学 出 版 社 对 本 书 出 版 的 大 力 文 持 , 特 别 要 感谢 
李晓明 教授 ,他 在 百 忙 之 中 认真 地 审阅 了 全 稿 ,并 提出 了 宝贵 的 修改 意见 ,使 作者 受益 菲 浅 . 
我 们 更 期 待 着 广大 读者 ,特别 是 用 本 书 作 教材 的 老师 和 学 生 , 对 本 书 的 批评 指正、 建议 和 评 
论 . 


作 者 
2005 年 2 月 于 北京 大 学 
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数学 语言 与 证 明 方 法 


1.1.1 集合 符号 


7 全 4A 一 一 过 是 4A 的 元 好 . 
TT 针 A 一 一 工 不 是 A 的 元 素 . 
ACB A 是 B 的 子 集 , 或 A 包含 于 B(B 包含 A). 


A 和 FB 一 一 A 不 是 B 的 子 集 ,或 B 不 包含 A 
ACB 一 一 A 是 B 的 真子 集 . 

A 二 B 一 一 A 与 B 有 相同 的 元 了. 
AUB 一 一 A 并 B. 

Ua TT Ai ,A A, 之 并 . 
ANMB 一 一 A 交 B. 

有 A A ;A a 之 
A 一 B 一 一 B 对 A 的 相对 补 . 
AgDB 一 一 A 与 B 的 对 称 差 . 
P(A) 一 一 A 的 短 集 . 

名 一 一 空 集 . 

N 一 一 自然 数 集 ( 含 0). 


-一 非 0 目 然 数 集 . 

-一 整数 集 . 

-一 正 整 数 集 . 

-有 理 数 集 . 
非 去 有 理 数 集 , 即 Q 一 
-一 实数 集 . 

-一 非 零 实 数 集 , 即 有 一 
一 复数 集 . 


AROONNZ 
] 
| 
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1.1.2 运算 符号 


ai 一 is0syvas 之 和 ;ai 二 as 二 T=. 
LT。 — a RM a ds a,. 


alb 一 一 a 整除 5. 例 如 ,319, 218,…. 

atb 一 一 a 不 能 整除 5. 例如 ,38，2 和 9,…. 

a 三 b(mod nn) 一 一 a 与 5 被 n 除 余数 相同 .例如 ,4 硅 7(mod 3), 1 硅 3(mod 2). 

(a 一 5b) 尘 0(mod nn) 一 一 n| (a 一 2). 例如 , (4 一 7) 寺 0(mod 3), (5 一 3) 寺 0(mod 2). 

max(a,0)( 或 max{a,0)) 一 一 为 a,b 中 的 大 者 .例如 ,max(5,7) 一 7，max( 一 5,8) 一 8. 

min(a,0) (或 min{a;0)) 一 一 为 a;b 中 的 小 者 .例如 ,min( 一 2;5) 王 一 2，min(5,7) 一 5. 

gcdCa,0) 一 一 4 与 的 最 大 公约 数 . 例如 ,gcd(5,7) 王 1,gcd(3,27) 王 3,gcd(6,8,10) 一 2. 

lcem(a,5) 一 一 a 与 5 的 最 小 公信 和 数 . 例如 , lem (5,7) 二 35, lcem (2,4,8) 二 8， 
lem(3,4,27)=108. 

|x| 一 一 Zz 的 绝对 值 (x 为 任意 实数 ), 即 

yk 当 zx 宇 0 时 
=| 
当 zx 二 0 时 

例如 ,| 一 2.5| 王 2.5,|3.3| 王 3.3,|0| 一 0. 

[z 上 一 大 于 等 于 zx 的 最 小 整数 . 例如 ,| 一 2.2 | 一 2, [一 2 | 六 一 2, [一 1.5 上 一 1， 
| 一 0.3 |F0, 10.7 |F=1,13.4 六 4, 15 =5. 称 |z 坟 天 花 板 函数 或 上 限 函 数 . 

Iz 上 一 小 于 等 于 zx 的 最 大 整数 . 例如 ,| 一 2.2 | 二 一 3, [一 2 |= 一 2, | 一 1.5 |= 一 2， 
[一 0.3 片 一 1, 10.7 上 0, 13.4 片 3, [5 睛 5. 称 |Lz 塘 地 板 函 数 或 下 限 函 数 . 

1A| 一 一 有 穷 集 合 A 中 的 元 素 个 数 . 

注 : 这 里 使 用 的 符号 仅 为 一 些 基 本 的 数学 符号 ,后 面 各 章 还 会 根据 不 同 内 容 的 需要 引 
入 相关 的 数学 符号 ,在 此 没有 一 并 列 出 . 


1.1.3 逻辑 符号 


7p 一 一 非 bp 或 p 的 否定 ,一 称 为 否定 联结 词 ,了 p 为 真 当 日 仅 当 p 为 假 . 

PAg 一 一 p 并 且 g，, 八 称 为 合 取 联结 词 ,pAg 为 真 当 且 仅 当 户 与 9 同时 为 真 . 

PVg 一 一 p 或 q,V 称 为 析 取 联结 词 ,pVg 为 假 当 且 仅 当 p 与 g 同时 为 假 . 

p 产 gq 一 一 如 果 p, 则 gq, 一 称 为 蕴涵 联结 词 ,p>g 为 假 当 且 仅 当 p 为 真 而 g 为 假 . 

bd 一 一 访 当 且 仅 当 5 ,一 称 为 等 价 联 结 词 ,2*>d 为 丰 当 且 仪 当 p 与 g 同时 为 中 或 同时 
为 假 . 

4 全 8 一 一 表示 A 一 B 恒 真 , 即 如 果 A 为 真 , 则 B 一 定 为 真 . 


4 后 B 一 一 表示 AB 和 恒 趴 , 即 A 与 B 要 么 同时 为 具 , 要 么 同时 为 假 . 

今后 常用 A 过 B 表示 由 A 可 推出 B, 用 A 令 B 表示 A 当 且 仅 当 吾 , 或 4 的 充分 必要 条 
件 是 B. 

Vz 一 一 对 每 一 个 ,或 对 所 有 的 X,Y 称 为 全 称 量词 . 

了 xz 一 一 存在 zx, 或 有 一 个 zx, 了 称 为 存在 量词 . 


1.2 集合 及 其 运算 


1.2.1 集合 及 其 表示 法 


自从 19 世纪 末 著 名 德国 数学 家 康 托 (G. Cantor) 为 集合 论 做 奠基 工作 以 来 ,集合 已 经 
发 展 成 为 数学 及 其 他 各 学 科 不 可 缺少 的 摘 述 工具 ,并 且 成 为 数学 中 最 为 基本 的 概念 . 
合 论 分 为 两 种 体系 ,一 种 是 朴素 集合 论 体系 ,也 即 康 托 集 合 论 体 系 . 在 这 个 体系 中 , 康 
托 从 抽象 原则 出 发 ,概括 出 :满足 某 条 性 质 的 个 体 放 在 一 起 组 成 集合 .在 这 个 系统 中 存在 某 
种 逻辑 隐患 ,罗素 导论 指出 了 这 种 好 辑 隐患 ,所谓 迟 论 是 自 相 矛盾 的 命题 ,罗素 悖 论说 : 
“ 设 R 是 一 切 不 属于 日 号 的 集合 ( 即 不 含 日 丑 作 为 元 系 的 集合 ) 所 组 成 的 集合 ”. 在 朴 系 集合 
论 中 这 样 定 义 的 R 是 合法 的 . 现在 问 : R 是 否 属于 R? 硅 R 属于 R, 即 R 是 R 的 元 系 ,根据 
R 的 定义 ,R 不 属于 日 和 后 , 即 RR 不 属于 RR, 刻 盾 ; 反之 , 硅 R 不 属于 R, 即 R 不 属于 日 垣 ,根据 
R 的 定义 ,R 是 R 的 元 系 , 即 R 属 于 R, 也 矛盾 . 因此 ,这 是 一 个 尾 论 . 为 了 消除 这 种 逻辑 隐 
患 ,产生 了 公理 集合 论 体 系 . 公理 集合 论 属 于 数理 逻辑 范畴 . 
本 书 所 介绍 的 集合 论 内 容 属于 朴 系 集合 论 范 畴 ,我 们 不 给 集合 下 严格 的 定义 ,但 这 丝 训 
不 影 啊 对 集合 这 一 基本 概念 的 理解 ,也 不 影响 集合 已 经 成 为 数学 中 最 为 基本 的 概念 的 事实 . 
人 们 第 用 大 与 英文 字母 A,B,C,… 表 示 和 集合 ,并 用 xE A 表示 x 是 集合 A 中 的 元 素 , 讯 
作 “xz 属于 A”, 而 用 zEA 表 示 工 不 是 A 中 的 元 素 , 读 作 “z 不 属于 A”. 只 有 有 限 个 元 素 的 
集合 称 作 有 穷 集 或 有 限 集 , 有 无 限 个 元 素 的 集合 称 作 无 穷 集 . 
一 般 来 说 ,集合 有 两 种 表示 法 : 列举 法 和 描述 元 素性 质 法 . 
列举 法 ” 列 出 集合 中 的 元 系 ,元 系 之 间 用 逗号 分 开 , 然 后 用 花 括 号 括 起 来 . 例如， 
太一 人 apcy 达 ) 
刀 一 !{ 书 ,办 公 困 , 门 , 黑 板 )} 
C 一 {1,V2 ,一 5) 
D 二 {北京 ,地球 ,宇宙 } 
等 ,都 是 用 列 出 集合 中 全 体 元 素来 表示 的 集合 . 
通常 有 穷 集 可 以 用 列 出 其 所 有 元 奈 的 方式 来 表示 ,有 的 无 穷 集 也 能 用 列举 法 表示 . 如 ， 
FE 二 {1,3,5,7,…}) 是 由 所 有 奇数 组 成 的 集合 ,这 时 要 求 通过 列 出 的 元 素 能 够 看 出 属于 集合 


的 元 系 的 规律 . 
描述 元 素性 质 法 用 P(x) 表 示 x 具有 性 质 P, 用 {x|P(x)} 表 示 具 有 性 质 P 的 全 体 元 
系 组 成 的 集合 . 例如， 
A 二 {x|z 是 英文 字母 ) 


As 二 {xz|z 是 偶 系 数 } 


好 | 泪 
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A; 二 {xz|z 是 自然 数 ) 
等 ,都 是 用 描述 集合 中 元 系 性 质 表 示 的 集合 . 
关于 集合 及 表示 法 应 注意 以 下 几 点 : 
(1) 集合 中 的 元 素 各 不 相同 . 例如 ,{1,2,3,4},{1,1,2,3,4} 是 相同 的 集合 ,它们 都 是 含 
元 系 1,2,3,4 的 集合 ,因而 是 一 个 集合 , 即 {11,2,3,4} 二 {1,1,2,3,4}. 
(2) 集合 中 的 元 系 不 规定 次 序 .例如 ,{a,b,c} 二 10,c,a). 
(3) 同一 个 集合 可 以 有 多 种 不 同 的 表示 方法 . 例如 ， 
Ai 二 {zx|z 是 英文 字母 } 二 {a,b,*…,y,z) 
A 二 {zz 是 偶 素 数 }= 二 {2)} 
A: 二 {北京 ,地球 , 宇 宙 ) 
二 {zx|z 是 北京 Vz 是 地 球 Vz 是 宇宙 )} 
可 见 ,Ali,A;,A, 都 可 以 用 两 种 表示 法 表示 ,但 A, 最 好 用 列举 法 表示 . 实数 集 等 只 能 用 摘 述 
法 表示 .下 面 给 出 一 些 篆 用 集合 的 表示 法 : 
一 伺 | 二 为 目 然 娄 10 2 | 
Z 一 {z|z 为 整数 } 一 {(…， 一 2, 一 1,0,1,2,…)} 
dA A 
Q 二 {zr|z 为 有 理 数 ) 
OQ*={zr|rEQANzrAO) 
R 二 {x|zx 为 实数 } 
R*={r|rERAzrAO) 
C= {x|z 为 复数 )} 
区 间 [a,6|={z|zrERAaEzrEb} 


区 间 (a ,0) 王 (zlzERAa 一 一 0) 
1.2.2 集合 之 间 的 包含 与 相等 


定义 1.1 设 A,B 为 两 个 集合 , 奢 B 中 的 元 厅 都 是 A 中 的 元 泰 , 则 称 B 是 A 的 子 集 ， 
也 称 A 包含 B, 或 B 包含 于 A, 记 作 BSA, 并 用 B 生 A 表示 B 不 是 A 的 子 集 . 
设 A={asb,c} ,B= 二 (tasb,cyd} ,C= 二 {asc); 则 ACA,ACB,BCB,CCA,CCB,CEEC, 
而 BA,BC. 
从 定义 不 难看 出 ,对 于 任意 的 集合 A, 均 有 ACA, 对 于 任意 的 集合 A,B 与 C, 知 ASB 
日 BCC, 则 A CC. 
定义 1.2 设 A,B 为 两 个 集合 ,大 ASCB 且 BCA, 则 称 A 与 B 相等 , 记 作 A==B. 而 A 
不 等 于 B, 记 作 A 冯 B. 
设 A 二 {rz|xERA(zr 二 zx—6=0))} 
B={x|xERA(r 3r —4r—12=0)) 
C= {—3,2)} 
由 于 十 x 一 6 二 (zx 十 3) (zx 一 2) ,zs 十 3z2 一 4r 一 12 一 (rz 十 3)(z 一 2)(z 十 2) ,可 知 A 一 C, 而 
B 关 C( 当 然 ,A 关 B). 
定义 1.3 设 A,B 为 两 个 集合 , 厂 ASB 有 日 A 关 B, 则 称 A 为 B 的 真子 集 , 记 作 ACB. 


易 知 NCZCOQOCR. 

定义 1.4 称 不 拥有 任何 元 素 的 集合 为 空 集 , 记 作 儿 . 

定理 1.1 空 集 是 一 切 集合 的 于 集 . 

证 明 只 需 证 明 , 对 于 任意 的 集合 A, 均 有 名 导 A. 采 用 归 雇 法 ( 见 1. 3.1 节 ) 证 明 . 否 
则 ,存在 集合 A, 有 包 和 4A, 即 了 zzEOAzEA),zE 世 与 空 集 定 义 相 了 矛盾 ,所 以 定 
理 1. 1 为 真 . 

推论 空 集 是 唯一 的 . 

证 明 采用 归 诬 法 . 假设 空 集 不 唯一 , 则 存在 多 1, 名， 都 是 空 集 且 名 1 闫 多;. 由 是 
理 1.1 可 知 ,名 1 守 名 ;人 Bs, 导 B11, 再 由 定义 1.2 可 知 ,名 | 二名; ,这 与 名 1 闫 名 , 相 矛 盾 . 

空 集 虽 然 是 唯一 的 ,但 可 以 有 各 种 不 同 的 表示 形式 . 例如 ， 

{tT|ITXERArAAr ={r|reEeRAri+l=0= 

空 集 是 一 切 集 合 的 子 集 , 从 这 个 意义 上 讲 , 可 以 形象 地 说 : 名 是 “最 小 ”的 集合 . 有 没有 
最 大 的 集合 ? 答案 是 否定 的 ,但 当 讨 论 某 些 具体 问题 时 ,可 以 定义 一 个 具有 相对 性 的 “最 大 ?” 
的 集合 , 见 下 面 定义 . 

定义 1.5 如 果 限 定 所 讨论 的 集合 部 是 某 一 集合 上 的 子 集 , 则 称 为 全 集 . 

从 定义 可 以 看 出 ,不 同 的 实际 问题 可 以 定义 出 不 同 的 全 集 , 因 而 无 统一 的 全 集 , 这 与 空 
集 的 唯一 性 是 完全 不 同 的 . 就 是 同一 个 实际 问题 ,也 可 以 给 出 不 同 的 全 集 . 例如 ,讨论 区 间 
(a,b) 上 实数 性 质 时 ,El 二 (a,6),E,= 二 [a,6),E; 二 (a,b],E,= 二 [a,b5j,E; 二 (a, 十 cO)… 都 可 
以 当 作 全 集 ,“ 最 小 ”的 是 Ei ,可 见 就 是 对 同一 个 问题 ,全集 也 是 不 唯一 的 . 


1.2.3 集合 的 笑 集 


定义 1.6 设 A 为 一 个 集合 , 称 由 A 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 为 A 的 需 集 , 记 作 P(CA)， 
即 P(A) 王 {zlz CA). 

称 k(k 宇 0) 个 元 素 的 集合 为 k 元 集 , 并 用 |A| 表 示 A 中 元 素 个 数 . 

设 |A|==n, 求 A 的 大 集 ， 

> re ed ee 即 忆 ， 

求 1 元 了 于 集 : C ;个 ; 

2 元 于 集 : Ci: 个; 


求 n 元 子 集 : C* 个 . 
然后 将 A 的 所 有 子 集 集 合 在 一 起 , 即 得 A 的 备 集 . 设 A={a,5,c), 则 
A 的 0 元 子 集 : 也 
A 的 1 元 子 集 :; {a} ,16},(c}; 
A 的 2 元 子 集 ， a :CD 
A037 A 
A 的 究 集 为 {名 ,1 a EE A a 
定理 1.2 a A 和 n 元 集 , 则 P(A) 有 2” 个 元 系 . 
证 明 |jP(CA)1=C* 十 C 十 … 十 CC 一 (1 十 1) 一 2". 
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1.2.4 集合 的 运算 

定义 1.7 设 A,B 为 两 个 集合 ， 

(1) 称 由 A 与 B 的 全 体 元 素 组 成 的 集合 为 A 与 B 的 并 集 , 记 作 AUB, 即 AUB= 
{rr|rEAVrEB)}; 

(2) 称 由 A 与 B 的 公共 元 素 组 成 的 集合 为 A 与 B 的 交集 , 记 作 A[f1B, 即 A[11B= 
{rzEAAzEEBT 

(3) 称 属 于 A 而 不 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 为 召 对 A 的 相对 补 集 , 记 作 A 一 B, 即 
A—B={zx|xEAAz FB)}; 

(4) 称 属于 A 而 不 属于 B, 或 属于 B 而 不 属于 A 的 元 素 组 成 的 集合 为 A 与 B 的 对 称 差 
集 , 记 作 ADB, 妈 ADB={r|(xEAArEB)V(rEBArEA)!; 

(5) 设 玉 为 全 集 ,ACE, 称 EF 一 A 为 A 的 绝对 补 集 , 记 作 一 A, 即 一 A 二 {zx|xFA}. 

设 A 二 {a,b,c,d,e},B 一 {a,c,e,g)}, 则 

AUB={a,b,c,d,e,g)} 


pi (oye ue 
一 PC 
ee 

a {bd ,2g)} 


取 全 二 E= 二 (asbsts d,e,f,g,h}, 则 
~A={f,g,h} 
~B={b,d,f,h)} 
例 1.1 设 EE 是 某 中 学 融 中 一 年 级 学 生 集 合 ,A,B 是 FE 的 子 集 , 日 A 二 {xlz 是 男生 )， 
ee. 试用 描述 法 表示 AUB,ANMnB,A 一 B,B 一 A,ADB,~A,~B. 
解 AUB= 二 {riz 是 男生 或 是 足球 队员 ) 
A[1B = " [ 工 是 男生 并 且 是 足球 队员 ) 
{zlz 是 男生 中 的 足球 队员 )} 
A 一 B= 二 {zlz 是 男生 ,但 不 是 足球 队员 } 
{zlz 是 非 足 球 队 员 的 男生 )} 
{ 并 | 工 是 足球 队员 ,但 不 是 男生 ) 
二 {x|z 是 女生 中 的 足球 队员 } 
ADB = 二 {zlz 是 非 足 球 队 员 中 的 男生 或 是 女生 中 的 足球 队员 )} 
一 A 二 {xz|z 是 女生 ) 
一 B 二 {rz|z 不 是 足球 队员 } 
定义 1.8 设 A， ne 与 妃 是 不 交 的 . 
设 A=(zlzENAz 为 奇数 }， zlzENAz 为 偶数 }, 则 A 与 B 是 不 交 的 . 名 与 任何 
集合 都 是 不 区 的 . 
集合 之 间 的 关系 与 运算 结果 可 以 用 文 氏 图 直观 地 表示 . 文 氏 图 的 构造 如 下 : 
用 一 个 矩形 内 部 的 点 表示 全 集 上 ,在 矩形 内 用 闭 曲 线 ( 可 以 是 多 条 ,也 可 以 是 矩形 的 边 
界 ) 围 成 的 区 域 表 示 F 的 子 集 . 


B—A= 
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设 A,B 均 为 全 集 E 的 子 集 ,图 1. 1 中 给 出 了 AUB,A[(1B,A 一 B,B 一 A,ADB,~A 的 
文 氏 图 ， 


AZ 


集合 的 并 和 交 均 可 以 推广 到 多 个 或 无 穷 多 个 集合 上 . 设 Ai ,A:，…，,A, 为 寺 个 集合 , 它 
们 的 并 集 简 记 为 【 A; , 即 
UA=A4AU4AU…UA=(zlzE4AVrEA4AV…VzrEA 
它们 的 交 简 记 为 门 A; , 即 


(|A:=ANAN…NA={rIrEA ArEA NANzrEA,) 
对 于 无 穷 个 集合 ,有 
UA =A4 UA, U … 
[14;= A 门 A， 门 … 


例 1 . 2 设 A=[0, 二 ]， B;= (0,1),， sl Wp 求 : 


(1) UA (J A;. 


解 (1) a; = [0,1); UA = Fo 
i 二 1 =1 


2 门 4 = [oi); NA = to). 


十 | 
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(3 ) JB = (0,n); JB. 一 (0, 十 co). 
i 二 1 一 ] 


(4) 站 B; = (0,1); 门 B; = (0,1). 
i=] i=1 


例 1.3 设 E=={xlz 是 北京 某 大 学 一 年 级 学 生 },A,B,C,D 是 E 的 子 集 : 
A 二 {zz 是 北京 人 ) 
B 二 {x+|zx 是 走读 生 ) 
C 二 {x1z 是 数学 系 学 生 ) 
D= 二 {zlz 言 欢 听 音乐 } 

试 摘 述 下 列 各 集合 中 学 生 的 特征 . 

(1) (AUD) 站 一 C; 

(2) 一 A 门 B; 

(3) (A—B)[ID:; 

(4) ~D{|~B. 

解 (1) (AUD)[1~~C 二 {zlz 是 北京 人 或 喜欢 听 音 乐 ,但 不 是 数学 系 学 生 }; 

(2) 一 A[1B 二 {xlz 是 外 地 人 并 且 是 走读 生 ); 

(3) (A 一 B) 人 1D={x|z 是 北京 的 住 校生 ,并 且 喜 欢 听 首 乐 }; 

(4) 一 人 一 B={zlz 是 不 喜欢 听 音 乐 的 住 校生 )}， 


1.2.5 基本 集合 恒等式 及 其 应 用 


上 节 给 出 了 集合 之 间 的 基本 运算 ,这 些 运算 都 满足 一 定 的 运算 规律 ,下 面 列 出 常用 的 基 
本 集合 恒等式 . 这 里 设 已 为 全 集 ，A,B,C 等 为 E 的 子 集 . 


(1) 才 等 律 AUA=A; 4AfiIA=A. 

(2) 交换 律 AUB=BUA; A(I1B—=BI[\A. 

(3) 缩合 (AUB)UC=AU (BUO); 
(AfIB)NIC=AN(GBNO). 

(4) 分 配 律 4AUCBfTiC)=(AUB)ITICAUC)， 


ANMN(BUOC= (ANMB)U ANMO). 
(5) 德 摩 根 律 


绝对 形式 ~(AUB)=~ANM~B; 
~(ANMB)=~AU~B. 
相对 形式 A—(BUC)=(A—B)NMN(A—O); 
A 一 (BmC)=(A 一 B)U(CA 一 C)， 
(6) 吸收 律 AUUANMB)=A; ANN(AUB)=A. 
(7) 零 律 AUE=E; AMNGY=Y. 
(8) 同一 律 AU 忆 =A; ATiE=A. 
(9) 排 中 律 AU~A=E. 
(10) 蔬 盾 律 ANMN~A= 8. 


(11) 余 补 律 ~O=E; ~E=. 
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(12) 双重 否定 律 ~(~A)=A. 第 
(13) 补 交 转换 律 pp 本 
(14) 关于 对 称 差 运算 有 以 下 恒等式 ，: 

GO 交换 律 AYWDB=BOA. 

@ 结合 律 A ODNc 


G3) 门 对 外 的 分 配 律 ANMN(BODBCO=ANBOANO. 

dAWDL=A;AOWE=~A. 

©OADBDA=2;AOG@~A=E. 

此 外 ,还 有 下 述 第 用 性 质 : 

(15) ACAUB;BEAUB. 

(16) A 门 BSA;A 站 BESEEB. 

(17) A 一 BSA. 

(18) AUB=BSEACBSANMNBCASGA— B= Y. 

(19) ABB==A@8C 二 A==B, 即 外 有 消去 律 . 

下 面 挑选 部 分 基本 集合 恒等式 和 性 质 给 予 证 明 ,其余 的 请 读者 自行 证 明 . 

根据 定义 ,要 证 明 A 伺 有 ,只 需 证 明 Yrzr,zEA 一 rrEB; 要 证 明 A= 忆 ,只 需 证 明 ASCBA 
BCA, 即 Yrx,reA=xEBAzEB=xXEA, 订 即 Yzx,rEASOrEB. 

例 1.4 证 明 : 对 于 任意 的 集合 A,B, 有 

(1) 吸收 律 AU (A[(1B)=A. 

(2) 同一 律 ”A[f1E=A. 

(3) 下 导 律 AN 门 ~~A=. 

证 明 (1) 显然 ,ACAU(ANMB). 

Vx, 右 XTEAU(ANMB), 则 zxXEA 或 TEA[IB. 而 当 xEA[1B 时 ,有 xEA 有 HrEB,， 
自然 有 xEA. 因此 总 有 xEA. 故 AU(ANMB)CA. 得 证 AU(ANMB)=A. 

(2) 显然 ,A[1ECA. 

Vx, 石 TEA, 因为 E 是 全 集 , 恒 有 xEE, 从 而 TEA 有 是 xXEE, 即 xEAfNIE. 故 AC 
ANMmE. 得 证 ANMnE=A. 

(3) 用 反 证 法 . 假设 不 然 ,存在 zEA 人 一 A. 于 是 ,XEA 有 HxXxE~A, 即 xEAHzxE 
A ,矛盾 . 所 以 ,A 门 ~~A= 8. 

例 1.5 证 明 : 车 ASB, 则 P(A)SP(B). 

证 了 明 Vx, 硅 xXEP(A), 根 据 窜 集 的 定义 ,有 xCA. 已 知 ACB, 因 而 有 x 乞 B, 从 而 
XEP(B). 得 证 P(A) 和 CP(B). 

例 1.6 证 明 : AUB=BSACB. 

证 明 “二 ”Vx,XxEA 二 TEAUB 

>xEB (因为 AUB=B) 

得 证 AESB. 

“< 一 ”显然 BCAUB. 

Vrx, 因 为 ACB, 有 xXxEA 二 TEB. 于 是 ,TEAUB= 二 xEA 或 TEB 二 TEB 或 TEB, 即 
XEB. 从 而 AUBSB. 得 证 AUB=B. 
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证 明 集 合 等 式 和 性 质 的 五 一 种 方法 是 集合 演算 , 即 利 用 已 知 的 集合 等 式 ( 最 常用 的 是 基 


本 集合 恒等式 ) 和 性 质 , 通 过 演算 推出 要 证 明 的 结论 . 


例 1.7 假设 已 经 证 明基 本 恒等式 (1) 一 (14), 试 证 明 关 于 对 称 差 的 恒等式 . 


(1) 站 对 图 的 分 配 律 ANm(B@@0)=(ANB)@(ANO). 

(2) ABB= (AUB)— (ANB). 

证 明 (1) 证 明 从 右边 开始 演 自 : 

右 =(AnmB) 四 (AncC) 
=((ANB)—(ANCYU ANO — ANB)) 
=((ANBDN~ANCOIU CANON~ANMB)) 
=((ANBDNG~AU~ONU ANON~AU~B)) 
=((ANBN~A)U UANBN~CO) UANCN~A) 

UAfCN~B)) 

=(AfIB(\~OC)U ANCN~B) 

=AN(UBN~OU CN~B)) 

=ANCB—C) UC—B)) 

= 二 ANn(B@0)= 左 

(2) A®BB = (A 一 B)U(CB 一 A) 

=(AN~B)U (BN~A) 
=((AN~B)UB NAN~B)U~A) 
=((AUBN (~BUBYN AU~AN ~BU~A)) 


=(AUB)N(~AU~B) 
=(AUB)N(~(ANMB)) 
一 (AUB) 一 (4 门卫) 
注意 : 和 站 对 由 有 分 配 律 , 但 U 对 由 没有 分 配 律 , 即 
4UCBdC) 和 关 (AUB) 中 (AUC) 


反例 如 下 ， 设 全 集 下 一 ia | ,A 一 ‘a st ,B= 人 ;C= {c, 


AUCBGdC) 王 fa:pc) Ut{b,e}={a,b,c,e) 
而 
(AUB)DAUO={a,b,c,d} DB{a,b,c,d,e}= {e) 
两 者 不 相等 . 
其 实 ,(AUB)D(AUC)= (BOOC)—A. 
证 了 明 (AUB) 申 (AUC) 
一 ((4AUB) 一 (AUC))UCCAUC) 一 (AUB)) 
=((AUB)N~ANMN~OUAUON~ANMN~B) 
=(BN~ANM~OU CN~ANM~B) 
~ANMNCB—C UC—B)) 
一 (BC) 一 A 
例 1.8 利用 关于 对 称 差 的 恒等式 山 一 包 证 明 : 由 满足 消去 律 , 即 
ABB=ADBC=>B=C 


(对 称 差 定义 ) 
( 补 交 转换 律 ) 
〈 德 摩根 律 ) 


(分 配 律 ) 
(矛盾 律 \ 同 一 律 ) 
(分 配 律 ) 

( 补 交 转换 律 ) 


(定义 ) 

( 补 交 转换 律 ) 
(对 门 分 配 律 ) 
(UU 对 门 分 配 律 ) 
( 排 中 律 , 同 一 律 ) 
( 德 摩根 律 ) 

( 补 交 转换 律 ) 
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证 明 由 A@®®B==A@C, 有 
ADADB-ADPDUADO) 


(ADBA)MBB=(ADA)ODC (©) 
ZPDB=GLODC (©) 
了 四 和 =C 中 他 ((D) 
B=C (由 ) 


例 1.9 利用 基本 集合 恒 等 怀 化 商 
CU 一) 
解 (CAUBUOCONI AUB))— (AUB O(NA) 


OU (交换 律 ,吸收 律 ) 
Bl ( 补 交 转换 律 ) 
tA B=) (分 配 律 ) 

BU BN~A) ( 玫 届 人 律 ) 
| (交换 律 , 同 一 律 ) 
==B 一 A ( 补 交 转换 律 ) 


1.3 证 明 方 法 概述 


在 数学 中 ,为 了 说 明 一 个 命题 是 真 命题 需要 进行 证 明 . 要 证 明 的 命题 有 3 种 形式 : 

形式 1 阁 A, 则 B. 可 表示 成 A 一 B, 其 中 A 是 前 提 或 已 知 条 件 ,B 是 结论 . 

形式 2 A 的 充分 必要 条 件 是 B, 或 A 当 旧 仅 当 B. 可 表示 成 A=B. 

形式 3 B( 即 B 恒 真 ). 

由 于 “A 的 充分 必要 条 件 是 B” 等 价 于 “ 奉 A, 则 B, 并 且 奎 B, 则 A.” 即 A=BS 
(A 一 B)A( B 一 A), 故 形式 2 可 以 化 成 形式 1. 而 形式 3 可 以 看 成 形式 1 的 特殊 情况 一 一 
没有 前 提 A, 也 可 以 把 它 表 示 成 1 一 B, 即 前 提 恒 真 . 要 证 形式 1 的 命题 为 真 , 是 要 证 明 当 A 
为 真 时 ,B 一 定 为 真 . 而 对 于 形式 3 的 命题 ,是 要 证 B 一 定 为 真 ,这 里 没有 前 提 A. 可 见 , 后 
两 种 形式 都 可 以 归结 为 形式 1. 

“ 寿 A, 则 B. ”的 证 明 是 在 假设 前 提 A 为 真 的 情况 下 ,利用 已 知 的 定义 、 定 理 . 引 理 和 推 
论 ,按照 推理 规则 推导 出 结论 B 为 真 的 过 程 ， 所 谓 定 理 是 已 经 被 证 明 的 真 命题 .当然 ,只 有 
那些 重要 的 真 命题 才能 成 为 定理 . 引 理 和 推论 也 是 已 被 证 明 的 真 命 题 ,区 别 在 于 引 理 是 为 
了 证 明 某 个 定理 而 预先 证 明 的 真 命题 ,而 推论 是 由 定理 能 够 立即 得 到 的 真 命题 . 在 证 明 中 
有 时 还 要 使 用 公理 . 数学 中 的 公理 方法 是 古 硕 腊 欧 几 里 得 首创 的 . 他 在 《4 几何 原本 》 中 从 少 
数 几 个 定义 .公理 出 发 ,通过 逻辑 推理 获得 一 系列 的 几何 定理 ,建立 起 几何 学 的 公理 系统 . 
公理 系统 不 仅 使 知识 系统 化 ,而 且 也 是 为 了 消除 数学 中 的 逻辑 隐患 . 公理 是 公理 系统 中 的 
原始 假设 , 即 不 加 证 明 地 承认 它们 . 它们 中 的 绝 大 多 数 是 被 人 们 普遍 接受 的 事实 . 但 是 ,也 
有 例外 ,如 在 欧 几 里 得 几何 中 有 一 条 平行 公理 :“ 如 果 两 条 直线 和 第 三 条 直线 相交 上 且 在 同一 
侧 所 构成 的 两 个 内 角 之 和 小 于 二 直角 ,那么 这 两 条 直线 回 这 一 侧 适 当 延 长 后 一 定 相 交 ”, 它 
等 价 于 另 一 种 大 家 所 熟悉 的 叙述 :“ 在 平面 上 ,过 一 直线 外 的 一 点 可 引 一 条 而 且 只 有 一 条 和 
这 直线 不 相交 的 直线 ”平行 公理 并 不 明显 ,人 们 一 直 想 用 其 他 公理 推出 它 , 但 都 失败 了 . 直 


地 上 汇 
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到 19 世纪 中 叶 ,高 斯 . 罗 巴 切 夫 斯 基 等 数学 家 认识 到 这 种 努力 是 不 可 能 实现 的 ,也 就 是 说 平 
行 公理 独立 于 其 他 公理 ,并 且 可 以 用 不 同 的 “平行 公理 ”代替 它 而 建立 不 同 的 几何 学 . 罗马 
切 夫 斯 基 和 波 尔 约 用 一 条 新 的 公理 “在 平面 上 ,过 一 直线 外 的 一 点 可 引 无 数 条 和 这 直线 不 相 
交 的 直线 ”代替 欧 几 里 得 平行 公理 ,创建 了 一 种 新 的 非 欧 几何 ,现在 称 为 罗 巴 切 夫 斯 其 几何 ， 
又 称 双 曲 几何 . 接着 , 歼 曼 又 创建 了 男 一 个 不 同 的 非 欧 几何 ,他 用 来 代替 平行 公理 的 公理 是 
“在 平面 上 ,过 一 直线 外 的 一 点 所 引 的 任何 直线 都 与 这 直线 相交 ”. 这 就 是 歼 曼 几何 ,又 称 彬 
圆 几 何 . 

证 明 方 法 不 仪 是 数学 研究 中 不 可 或 缺 的 ,而 且 在 计算 机 科学 中 有 广泛 的 应 用 ,例如 计算 
机 推理 所 用 的 规则 ,程序 正确 性 证 明 的 技术 .人 工 智 能 中 的 推理 等 . 本 节 非 形式 地 介绍 常用 
证 明 方 法 ,在 2.4 节 将 做 进一步 的 说 明 . 


1.3.1 直接 证 明 法 和 归 裹 法 


直接 证 明 法 ” 设 命 题 P; 奇 A, 则 B, 即 A 一 B. 直接 证 明 法 是 假设 A 为 真 ,利用 已 知 的 
定义 ,定理 . 引 理 和 推论 ,可 能 还 有 公理 ,推出 B 为 真 的 结论 ,从 而 证 明 P 为 真 ， 直接 证 明 法 
是 最 常用 的 证 明 方 法 . 例 1.5 ~1.8 都 是 用 直接 证 明 法 进行 证 明 的 . 

归 廖 法 ( 反 证 法 ) 归 雇 法 是 从 假设 A 为 真 .B 为 假 , 推 出 予 盾 . 这 就 说 明 当 A 为 真 时 ， 
B 必 为 真 ,从 而 证 明 P 为 真 , 归 诬 法 也 是 常用 的 证 明 方 法 . 例 1.4(3) 就 是 用 归 雇 法 证 明 的 . 
下 面 再 举 一 个 用 归 廖 法 证 明 的 例子 . 

例 1.10 证 明 : 不 存在 最 大 的 系数 . 

证 明 使 用 归 凑 法 .假设 不 然 , 即 假设 存在 最 大 的 素数 , 设 为 p, 则 所 有 系数 均 大 于 等 于 
2, 并 且 小 于 等 于 p. 邻 S 为 所 有 素数 之 积 , 即 

S 一 2。3。5。…。 旋 
又 设 
~ 
易 知 ,用 2 到 p 的 所 有 素数 去 除 S' ,所 得 余数 全 是 1. 这 说 明 S 的 正 因 子 只 有 1 与 自己 , 故 
S 是 素数 . 可 是 S 放 p, 这 与 p 是 最 大 的 素数 矛盾 . 得 证 不 存在 最 大 的 素数 . 

间接 证 明 法 ”把 P 的 道 否 命题 记 作 P': 若非 B, 则 非 A, 即 了-B 一 一 A. P 与 P' 同 时 为 
真 ,或 同时 为 假 , 即 P 仿 P . 因此 可 以 通过 证 明 P' 来 证 明 P. 这 就 是 间接 证 明 法 . 

例 1.11 证 明 : 完 全 效 不 是 系数 . 

等 于 际 本 号 外 所 有 正 因 子 之 和 的 正 整 数 称 作 完全 数 . 例如 ,6 二 1 十 2 十 3,28 一 1 十 2 十 
4 十 7 十 14, 均 为 完全 数 . 

证 明 用 间接 证 明 法 证 明 . 它 的 逆 否 命题 是 : 素数 不 是 完全 数 . 设 n 是 素数 ,显然 
1 三 2. 除 本 身 外 ,7 只 有 一 个 正 因 子 1. 而 n 关 1;, 故 nn 不 是 完全 数 .得 证 原 命 题 成 立 , 即 完全 数 
不 是 系数 . 

间接 证 明 法 可 以 看 作 是 归 雇 法 的 特殊 形式 . 假设 ” 忆 为 真 ,推出 ”A 为 真 , 即 A 为 假 . 
这 与 假设 A 为 真 矛 盾 . 


1.3.2 分 情况 证 明 法 和 构造 性 证 明 法 
分 情况 证 明 法 ( 穷 举 法 ) 若 前 提 A 可 以 分 成 若干 种 情况 A ,A ,… ,A ,那么 只 要 证 明 
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对 每 一 个 i(1 硅 ik), 当 A; 为 其 时 ,B 为 真 ,就 可 得 到 当 A 为 真 时 ,B 为 中. 这 是 因为 A 为 
真 , 上 必 有 一 个 A; 为 真 . 这 样 就 把 证 明 “ 硅 A, 则 B” 转 化 为 证 明 个 命题 “大 A;, 则 B”,i 王 1 
Doe. 

例 1.12 证 明 ;max(a,max(b,c)) 二 max(max(a ,0),c). 

证 明 a,b,c 的 大 小 关系 有 并 且 只 有 下 面 6 种 情况 : 

情况 1 < 和 2 过 c; 

情况 2 ac 过 c 和 0; 

情况 3 2 和 <a 达 c; 

情况 4 “pp 二 c 生 a 3; 

情况 5 c 夺 a6; 

情况 6 cb 二 a. 

次 于 从 训 1 ,max(Cay max(Co:c)) 一 max(ayc) 一 cy max(maxGayp)，c) 一 maxkCpyc) 一 c, 两 

对 于 情况 2,max(a,max(b,c))=max(a,b)=6b6,max(max(a,0),c)= 二 max(b,c) 一 5, 两 
者 相等 . 

类 似 可 证 明 情 况 3 至 情况 6, 结 合 律 都 成 立 . 得 证 原 命 题 成 立 . 

例 1.13 证 明 : 若 3f, 则 和 守 =1Cmod 3). 

证 明 若 3+2, 则 存在 玉 , 使 得 2 一 3 十 1 或 2 一 3 十 2， 当 7 一 3 有 十 1 时 ， 

三 (3k 十 1)* 三 9k 十 6k 十 1 三 3(3k* 十 2k) 十 1 

由 此 式 可 知 ,n: 寺 1] (mod 3). 

当 n= 二 3k 十 2 时 ， 

二 (3k 十 2)* 二 9k* 十 12k 十 4 二 3(3k* 十 4k 十 1) 十 1 

同样 有 x? 二 1(mod 3). 得 证 原 命 题 成 立 . 

构造 性 证 明 法 有 时 要 证 明 存 在 一 种 具有 某 种 性 质 的 客体 . 对 此 有 两 种 证 明 方 法 . 
种 是 构造 出 具有 所 需 性 质 的 客体 ,从 而 证 明了 它 的 存在 性 ,这 种 证 明 方 法 称 作 构造 性 . 另 一 
种 是 仅仅 证 明了 它 的 存在 ,而 没有 具体 的 给 出 它 , 称 这 种 证 明 方 法 为 非 构造 性 的 . 

例 1.14 对 于 任意 的 目 然 数 ”存在 大 于 了 的 素数 . 

证 明 这 是 例 1. 10 的 推论 ,这 里 给 出 它 的 独立 的 证 明 . 类 似 前 面 的 证 明 , 令 S 等 于 所 
以 小 于 等 于 nn 的 素数 之 积 加 1. 于 是 ,要 人 么 S 是 素数 ,要 人 么 S 被 大 于 nn 的 素数 整除 . 总 之 , 存 
在 大 于 nn 的 素数 . 

这 是 非 构 造 性 证 明 . 这 个 证 明确 实证 明了 存在 大 于 nn 的 系数 ,但 是 它 并 没有 提供 找到 
这 样 的 系数 的 方法 . 

下 面 是 构造 性 证 明 的 例子 . 

例 1.15 证 明 : 对 于 每 个 正 整 数 n, 痢 存在 n 个 连续 的 正 合 数 . 

证 明 设 x=(n 十 1)! 十 1, 考 虑 如 下 的 个 连续 的 正 整数 

a Bd a 

对 于 i(i 二 1,2,"…* ,nn) ,ZX 十 i 二 (nn 十 1) 1 十 (十 引 ,注意 到 (xn 十 1)! 中 含有 因子 十 让 ,所 以 zz 十 
i 中 含 因子 民 十 让 .而 1 十 i 不 等 于 1, 也 不 等 于 十 i, 故 区 十 i 是 合 数 .所 以 ,Zz 十 1 ,十 2,… 
ZX 十 n 是 nn 个 连续 的 正 合 数 . 
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这 个 证 明 是 构造 性 的 . 它 不 仅 证 明了 存在 这 样 的 正 合 数 ,而 且 根 据 证 明 可 以 对 任 给 的 
正 整 数 ”构造 出 ?个 连续 的 正 合 数 . 例如 , 当 2 一 3 时 ,z 一 (3 十 1)! 十 1 一 25. 26,27,28 是 
3 个 连续 的 正 合 数 . 

下 面 介 绍 两 种 比较 特殊 的 证 明 方 法 ,它们 可 能 会 在 将 要 介绍 的 数学 归纳 法 的 归纳 基础 
中 使 用 . 

前 提 假 证 明 法 ( 空 证 明 法 ) 如 果 前 提 A 为 假 , 则 命题 “大 A, 则 B” 为 真如 某 人 人 发誓 : 
如 果 太 阳 从 西边 出 来 ,我 就 把 脑袋 给 你 . 其实, 由 于 太阳 永远 不 会 从 西边 出 来 ,所 以 不 省 他 
把 不 把 脑袋 给 你 都 没 错 . 也 就 是 说 ,如 果 前 提 不 成 立 ,你 说 什么 都 可 以 . 因此, 如果 能 证 明 
前 提 为 假 , 也 就 证 明了 命题 为 真 ,而 不 必 管 结论 是 否 为 真 . 这 种 通过 证 明 前 提 为 假 来 证 明 命 
题 为 真 的 证 明 方 法 称 作 前 提 假 证 明 法 或 空 证 明 法 . 

例 1.16 设 nEN, 记 PO2); 夺 nn 广 1; 则 x 二 1. 试 证 明 P(0) 为 真 . 

证 明 P(0): 右 0>1, 则 0 二 1. 因为 此 蕴涵 式 前 件 0 二 1 为 假 ,所 以 前 涵 式 为 真 , 即 
P(0) 为 真 . 

结论 真 证 明 法 (平凡 证 明 法 ) 如果 能 证 明 结 论 为 真 ,而 不 管 前 提 真 假 ,那么 命题 一 定 为 
真 . 这 种 通过 在 不 假设 前 提 为 真 的 情况 下 证 明 绪 论 为 真 来 证 明 命 题 为 真 的 方法 称 作 结论 真 
证 明 法 或 平凡 证 明 法 . 

例 1.17 设 2EGN,a 二 0,2 二 0, 记 P(n); 夺 a 三 6b, 则 a 三". 试 证 明 P(0) 为 真 . 

证 明 P(0); 车 a 宇 5, 则 a? 宇 BP. 因为 @ 三 太 王 1, 所 以 P(0) 为 真 . 

在 这 个 证 明 中 ,并 没有 用 到 条 件 a 三 b. 


1.3.3 数学 归纳 法 


通过 观察 ,发现 规律 给 出 猜想 ,进而 进行 严格 的 数学 证 明 , 使 猜想 成 为 定理 ,是 数学 人 研 
究 的 一 种 方法 . 例如 ,观察 到 
ee 
1 二 3 二 2? 
1 十 3 十 5 一 33 
1 十 3 十 5 十 7 一 4 


狂想 ; 前 ?个 奇数 之 和 等 于 2 , 即 
二 

此 时 还 不 能 认为 这 个 式 子 一 定 成 立 ,需要 证 明 . 对 于 这 类 与 正 整数 有 关 的 性 质 , 数 学 归 
纳 法 是 常用 的 证 明 方 法 . 

数学 归纳 法 原理 设 命题 PCz),zEN 且 7 三 xz. 若 

(1) P(rno) 为 其 ， 

(2) Yn(nEN 且 nn 三 m0) ,假设 P(n) 为 丰 , 则 PC2z 十 1) 为 页 ， 
那么 , YnC(nEN 有 nn 宇 no),P(n) 为 真 . 

最 常 遇 到 的 是 no 二 0 和 mx 王 1, 即 要 证 的 命题 是 YzEN,PGOD 和 VPzEZ ,PCz). 

百 观 上 ,已 知 PCn) 为 真 , 由 POno) 真 推出 PC 十 1) 真 ,由 PC 十 1) 真 推出 PC 十 2) 
真 ,… ,所 以 对 所 有 的 目 然 数 2 三 mo ,P(Cz) 真 . 
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严格 地 说 ,数学 归纳 法 原理 的 基础 是 自然 数 集 N 的 良 序 性 , 即 N 的 任何 非 空 子 集 都 有 
最 小 的 数 . 如 N 的 最 小 数 是 0,Z 的 最 小 数 是 1 ,偶数 集 的 最 小 数 是 2,110,15,16,21) 的 最 
小 数 是 10. 
假设 数学 归纳 法 原理 不 正确 ,那么 存在 n(n€EN 有 目 nn 三 no) ,使 得 P(n) 为 假 . 令 
下 二 {nl|P(n) 为 假 , 其 中 nEN 有 n 宇 no，) 
则 天 名. 由 NN 的 良 序 性 ,FF 有 最 小 数 , 设 为 a. 若 a 一 mw ,由 原理 的 (1),P(no) 为 真 ,这 与 
noCEF 于 眉 . I a~>no ,那么 CC 一】 EF Ha—l>no ,从 而 Pl(a—1) 为 真 . 于 证 ， 由 原理 的 (2) ， 
可 推出 P(a) 为 真 . 这 与 aEF 矛 盾 . 
数学 归纳 法 的 证 明 步 又 
(1) 归纳 基础 : 证 明 P(no) 为 真 ; 
(2) 归纳 步骤 : 对 任意 的 自然 数 nn 三 mw ,假设 P(n) 为 真 ,证 明 P(n 十 1) 为 真 ， 
其 中 “假设 P(n) 为 真 ” 称 作 归 纳 假设 ,注意 在 这 里 n 是 一 个 任意 固定 的 自然 数 . 
现在 证 明 前 面 提 出 的 猜想 . 
例 1.18 证 明 : 1 十 3 十 5 十 … 十 (2n 一 1) 二 nn. 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 
归纳 基础 . n= 二 1 时 ,1 二 17. 
归纳 步骤 : 假设 当 n 三 1 时 等 式 成 立 , 考 虑 n 十 1 的 情况 ， 
1 十 3 十 5 十 一 十 (2n 一 1) 十 (2n 十 1) 二 ni 十 (2n 十 1) 
一 (2 十 1)” (归纳 假设 ) 
即 当 nn 十 1 时 等 式 也 成 立 . 得 证 对 任意 的 正 整数 ”等 式 成 立 . 
例 1.19 证 明 : n(n 三 0) 元 集 A 的 客 集 P(A) 有 2" 个 元 素 . 
证 明 这 是 定理 1.2, 在 1.2 节 已 证 明 过 ,现在 用 数学 归纳 法 证 明 . 
归纳 基础 : 当 7z= 王 0 时 ,4 一 包 ,P(A) 王 (已 ) ,| P(A)| 王 1 王 20.， 结论 成 立 . 
归纳 步骤 : 假设 对 任意 的 n 宇 0, 当 |A|=n 时 ,|P(A)|==2*. 现 考 虑 |A|==n 十 1 的 情 
况 ， 因 为 n 十 1] 宝 0,A 关 人 如, 任 取 aEA, 令 A' = 一 A 一 {a), 则 |A'|==n. 根据 归纳 假设 ,| P(A”)| 
一 2". A 的 子 集 或 者 不 含 a( 即 是 A 的 子 集 ) ,或 者 含 a. 不 难看 出 , 含 a 的 子 集 和 不 含 a 的 
子 集 一 一 对 应 ,从 而 这 两 个 子 集 的 个 数 相 等 . 根据 归纳 假设 ,不 含 a 的 子 集 , 即 A 的 子 集 共 
有 2” 个. 因此 
| P(A) |== 售 a 的 子 集 数 十 不 含 a 的 子 集 数 = 2" 十 2" 一 25 
得 证 对 结论 n 十 1 也 成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 , 原 命 题 成 立 . 
例 1.20 证 明 : 可 以 仅 用 4 分 和 5 分 邮票 组 成 等 于 或 超过 12 分 的 所 有 邮资 . 
证 明 用 数学 归纳 法 证 明 . 设 n 分 邮资 ,其 中 nn 三 12. 
归纳 基础 : 当 ?z= 王 12 时 ,可 用 3 张 4 分 邮票 组 成 12 分 邮资 , 故 结论 成 立 . 
归纳 步骤 :假设 当 ?人 12 时 结论 成 立 ,要 证 明 对 2 十 1 结论 也 成 立 . 根据 归纳 假设 ,可 用 
4 分 邮票 和 5 分 邮票 组 成 nn 分 邮资 , 分 情况 讨论 如 下 : 
(1) 7 分 邮资 中 含有 4 分 邮票 . 此 时 用 1 张 5 分 邮票 代 奉 1 张 4 分 邮票 ,得 到 ?十 1 分 
邮资 . 
(2) n 邮资 中 不 舍 4 分 邮票 .因为 n 三 12, 因 而 至 少 含 3 张 5 分 邮 轩 . 用 4 张 4 分 邮 暴 
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取代 3 张 5 分 邮 暴 ,得 到 2 十 1 分 邮资. 

得 证 对 "十 1 结论 也 成 立 . 由 数学 归纳 法 原理 ,命题 成 立 . 

数学 归纳 法 还 有 为 一 种 形式 一 一 第 二 数学 归纳 法 . 相对 应 地 ,也 称 前 面 介绍 的 数学 归 
纳 法 为 第 一 数学 归纳 法 . 

第 二 数学 归纳 法 原理 设 命 题 P(n),nEN 有 日 nn 三 mo. 者 

(1) PCzo) 为 真 ; 

(2) Yn(nEN 且 nn 之 no) ,假设 POno),POno 十 1),…,P(n) 为 真 , 则 P(n 十 1) 为 真 ， 
那么 , Yn(nEN 且 nn 三 no),P(n) 为 真 . 

可 以 类 似 地 利用 日 然 数 集 的 民 序 性 证 明 第 二 数学 归纳 法 原理 . 

第 二 数学 归纳 法 的 证 明 步 又 

(1) 归纳 基础 : 证 明 P(no) 为 真 ， 

(2) 对 任意 的 n 三 mo ,假设 POno),POmw6 十 1),… ,Pn) 为 真 ,证 明 P(2 十 1) 为 真 . 

例 1.21 证 明 : 所 有 大 于 等 于 2 的 整数 都 可 以 写成 素数 之 积 . 

证 明 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 . 

归纳 基础 :2 是 素数 ,2 一 2, 这 表明 2 可 以 写成 素数 之 积 . 

归纳 步骤 .对 任意 的 目 然 数 n 三 2, 假设 2,3,…,n 都 可 以 写成 双 数 之 积 , 要 证 明 2 十 1 也 
可 以 写成 素数 之 积 . 分 情况 讨论 如 下 : 

(1) ?十 1 为 素数 . 此 时 n 十 1 本 身 就 是 素数 之 积 的 形式 . 

(2) 2 十 1 为 合 数 . 此 时 存在 整数 ac,p, 且 2 过 ac,g 近 7, 使 得 2 十 1= 王 aa。p% 因为 
2 三 wa, 二 2, 由 归纳 假设 ,a 与 都 可 以 写成 系数 之 积 . 于 是 ,n 十 1 也 可 以 写成 系数 之 积 . 

由 第 二 数学 归纳 法 原理 可 知 , 原 命题 成 立 . 


1.4 递归 定义 


用 上 月 身 定 义 目 身 称 作 递 归 定 义 或 归纳 定义 . 
例如 ,a” 可 以 递归 定义 如 下 : 
,| 
aa 一 Cr ad， n=1,2,.… 
对 任意 给 定 的 &, 从 0 开始 ,依次 对 n= 二 1,2,… 耳 到 ,重复 计算 第 二 个 式 子 即 可 得 到 a. 如 
求 2 ,计算 如 下 : 
| 
a 
2 X= RZ2=4 
2 
“== 1 
= 
下 面 举 几 个 例子 . 
例 1.22 非 波 那 契 数列 {,}) 弟 归 定 义 如 下 : 


fo=1 
| 
f= ft fra nL" 

不 难 求 得 fo 二 1,i 二 1,f; 二 2,f3 一 3,f4 二 5,fs 二 8,f6 二 13,…. 

例 1.23 集合 A 的 递归 定义 如 下 : 

(1) 3EA; 

(2) 大 xXx,yEA, 则 zx 十 yEA; 

(3) 只 有 有 限 次 使 用 (1) 和 (2) 得 到 的 数 属 于 A. 

可 以 看 出 A 是 3 的 所 以 正 整 数 倍 组 成 的 集合 , 即 A 王 (32z|mzEZ-)}. 

证 明 如 下 . 首先 ,VPnrEZ- ,由 (1),3EA; 用 (2) ,因为 3EA,3EA, 得 3 十 3 一 2X3EA; 
再 用 (2),6E A,3EA, 得 6 十 3 二 3X3EA; 如 此 重复 用 nn 一 1 次 (2) 得 到 3n € A. 得 证 
{3n|nEZt }CA. 

反之 ,YXEA, 设 工 是 使 用 k& 次 (2) 得 到 的 ,对 k& 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 . 

归纳 基础 ==0, 此 时 z==3. 3 是 3 的 正 整 数 倍 . 

归纳 步骤 Yt:EN, 假 设 当 0 三 k 三 t 时 ,zx 是 3 的 正 整 数 倍 ， 要 证 当 有 =t 十 1 时 ,zx 是 3 的 
正 整 数 倍 . 设 在 最 后 一 次 用 (2) 得 到 工时 ,z= 二 y 十 z, 其 中 y,zE A. 显然 ,得 到 vy 和 zz 使 用 
(2) 的 次 数 小 于 等 于 zt. 根据 归纳 假设 ,> 和 x 都 是 3 的 正 整数 们 ,因而 xz 也 是 3 的 正 整 数 倍 . 
得 证 AC137217EZ+ 

例 1.24 算术 表达 式 的 归纳 定义 如 下 : 

(1) 任何 实数 和 变量 都 是 算术 表达 式 ; 

(2) 如 果 f,g 是 算术 表达 式 , 则 (ff 十 g),(f 一 g),(f*g) 是 算术 表达 式 ; 

(3) 如 果 f,g 是 算术 表达 式 且 g 关 0, 则 (f/g) 是 算术 表达 式 ; 

(4) 如 果 是 算术 表达 式 , 则 YnEZVY,(f 人 nn) 是 算术 表达 式 ; 

(5) 只 有 有 限 次 使 用 (1) 一 (4) 得 到 的 式 子 是 算术 表达 式 . 
其 中 个 是 客运 算 . 

例如 ,((3x*zx) 一 1),(C((2¥*x (zx42)) 十 (5¥* 工 )) 一 4),(((z 十 y) 一 z)/(5 十 zx)) 都 是 算术 
表达 式 . 根据 运算 的 优先 级 别 , 删 去 不 必要 的 圆 括号 (包括 最 外 层 的 加 括号) 就 是 通常 形式 
的 算术 表达 式 . 

递归 定义 是 一 种 重要 的 定义 形式 ,在 后 面 有 多 处 用 到 . 


习 题 


1.1 用 列举 法 表示 下 列 各 集合 . 
(1) {zlz 是 方程 2z2 十 3z 一 2 一 0 的 根 }. 
(2) {z| 并 是 方程 一 27z 十 5 一 0 的 实 根 }. 
(3) {zlz 是 完全 数 八 5 二 x 夸 10). 
(4) {zx|z 是 整数 人 x 二 3}. 
(5》{xz|z 是 空 集 }. 

1.2 用 描述 法 表示 下 列 各 集合 . 


地 上 坟 


敲 才 数学 (种 3 版 ) 


Cl) yo 
(2) {—3,—2,—1,0,]1,2,3}. 
(3) {2 , {GO}}. 
(4) 2. 
1.3 判断 下 列 每 组 的 两 个 集合 是 否 相等 . 
(1Y A=19,11s55},B—{1 ;45}. 
(2) A= 2 ,B= {2}. 
(3) A 二 名 ,B= 二 {zlz 是 有 理 数 并 且 是 无 理 数 }. 
人 
1.4 判断 下 列 命题 是 否 为 真 . 
(1) CY. 
(2) GC. 
CI 
(4) BG E {GG}. 
(5) GE{Y). 
(6) {GB}. 
(DD ND 
1.5 设 A 为 任意 集合 ,判断 下 列 命 题 是 否 为 真 . 
(1) GS EP(A). 
(2) CP(A). 
(3) {BG}E P(A). 
(4) {GG}CEP(A). 
(5) {BG}EP(PCOA)). 
(6) {BG ,{2}}EP(P(A)). 
1.6 求 下 列 集合 中 的 元 系 个 数 . 
(1) {xz|zEZA—3<zr2}. 
(2) {xX|xENAZz 是 侦 系 数 }). 
(3) (zzENAz 是 柯 数 人 z 是 偶数 }. 
(4) 【条 {GG}}}. 
(5) 《信用 小 
(6) P(A),A={8 ,{2}}. 
1.7 设 A={a,2,13},4),B 二 (4(a},4,3,1). 判断 下 列 命 题 是 否 为 真 . 
(1)aEA. 
(2} aEtB. 
(3) ta} EA. 
(4) {a}EB. 
(5) fa} CA. 
(6) {ta}OB. 
(7) {a,{3),4} SA. 
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。 10 
| 


,12 


4 


. 14 
1» 
;16 
| 
.18 
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(8) {a,13} 4 一 已. 

(9) GA. 

(10) GC{{a}} SB. 

已 知 A,B 为 两 个 集合 , 且 ASCB, 则 A B 一 定 为 真 吗 ? 


圳 上 四 


设 A 二 {2 ,a), 求 出 A 的 全 部 子 集 . 
求 下 列 集合 的 上 项 集 . 
(1) 全. 
(2) {1,{a,0}1. 
(3) {B ,{B}}. 
二 
设 全 集 已 = (1,2,3,4,5,6)}, 其 子 集 A=(1,4),B=(1,2,5},C 一 (2,4)}. 求 下 列 集合 . 
(1) A(\|~B. 
(2) (ANB)U~C. 
(3) ~ (ANB). 
(4) P(A) NP(B). 
(5) PCA)T|~P(B). 
画 出 下 列 集合 的 文 开 图 . 
(1) A (BUO). 
2 ed Bie 
(3) (A— (BUOCO) UBUO—A). 
EC 
设 ACBACCD, 证 明 AUCCBUD. 
设 ACBACCD,AUCCBUD 一 定 为 真 吗 ? 
设 A,B 为 两 个 集合 ,已 知 ASCB,BCA 可 能 吗 ? 为 什么 ? 
试 确定 下 列 集合 之 间 的 包含 或 属于 关系 . 
A={r|rERAr>0Nzr:=4) 
B={x|xrERAx—5zx+6=0)} 
C= 二 {1{x}|xENAZz 为 偶数 )} 
D={{2}),{4},{3},2,3) 
对 于 上 题 中 的 A,B,C,D, 计 算 下 列 各 式 . 
(1) AUBUD. 
(2) Af|BND. 
(3) AWB. 
(4) (A(| BDA. 
(5) AWC. 
设 A 二 {zlz 是 北京 大 学 文科 学 生 ) 
B= 二 {x|lz 是 北京 大 学 理科 学 生 ) 
C 二 {zlz 喜欢 看 小 说 )} 


高 族 数 学 (和 争 3 瞩 ) 


一 


| 


,ZL 


可 
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DD 一 {x1|z 训 欢 数学 )} 
已 知 : 北京 大 学 文科 学 生 都 爱 看 小 说 ,北京 大 学 理科 学 生 都 喜欢 数学 , 试 确定 A,B， 
C,D 之 间 的 包含 关系 . 
设 A;= 二 {1,2,…,i) ,i 二 1,2,…, 求 


UA: 
i 二 1] 


(2) {| A;. 
一 ] 
(1) (JA.. 


(2) 站 A;. 
下 列 集合 中 ,哪些 是 彼此 相等 的 ? 


A={34), 二 43 区， C={3,4} UU {2}, 
D={x|zxERAzx—7zx+12=0)},， E={ ,3,4}, 
P= {dd G={4,@ ,0 ,3) 
设 全 集 是 某 中 学 全 体 学 生 集 合 , 它 的 子 集 : 

A 二 {x|z 是 男生 )} 


B 二 {zlz 是 初 三 学 生 ) 

C= 二 {zlxz 是 科普 队 的 )} 

用 谓词 摘 述 法 表示 下 面 集合 . 

(1) 一 C. 

(2) A(IBN~C. 

(3) 一 Afi 一 BTiC. 

设 A 为 任 一 集合 ,证 明 : {2 ,{B}}EP(P(P(A))). 

设 A,B,C 为 3 个 集合 ,证 明 : 

(1) 若 ASGEBABSEC, 则 ASC. 

(2) 若 AEBABCC, 则 AEC. 

设 A,B,C 为 3 个 集 台 ,已 知 (AmCISE(CBMnc),(A 站 一 C)ES(CB 盖 C), 证 
明 : ACB. 

设 A,B 为 集合 ,证 明 : A[1(B 一 A)= 二 儿 . 

设 A,B 为 集合 ,证 明 ; (AM 站 B)U(CA 一 B) 王 A. 

用 和 直接 证 明 法 证 明 ; 奉 对 于 任意 的 集合 B, 均 有 AUB=B, 则 A= 多. 
用 归 廖 法 证 明 题 1. 30 中 的 命题 . 

化 向 下 列 集合 表达 陈 . 

(1) (CAUB)ImB) 一 (AUB)， 

(2)((4UBUGC) 一 (BEUC7D)UA， 

(3) (BE 一 (ACID)UCAPBPC)， 
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化 向 下 列 集合 表达 式 . 

(1) (A(1B)U (A—B). 

(2) (AU(B—A))—B. 

(3)〈(A 一 号 ) 一 CUCCA 一 B)TICIUCCNATIB) 一 C)UCATIBITIC)， 

(4) (ATTB[IIOUCATI~BIICO UC ANBIIO). 

定理 1.1 的 推论 改写 为 :“ 耕 多 1, 久 ;是 任意 两 个 空 集 , 则 久 ,二 名，”, 试 用 直接 证 明 法 
与 间接 证 明 法 证 明之 . 

用 数学 归纳 法 证 明 : 若 Ai ,A, ,…,A, 为 某 全 集 的 子 集 , 则 


(N Ai)= Lo 
| 一 


用 数学 归纳 法 证 明 : VzEN ， 


] 十 22 十 … 十 n: 一 
用 数学 归纳 法 证 明 : VnEN ， 
9 之 
| 


用 数学 归纳 法 证 明 : VnEN ,3|(n 一 n). 


地 上 汇 


n(n 二 1)(2n1) 
6 


co 三 1] 
| 
通过 观察 给 出 a, 的 值 ,并 证 明之 . 
递归 定义 集合 A 如 下 : 
(1) 3€EA; 
(2) 硅 xX,yEA, 则 xzyEA; 
(3) 只 有 有 限 次 应 用 (1) 和 (2) 得 到 的 数 属于 A. 
递归 定义 集合 B 如 下 : 
(1) ( )EB; 
(2) 者 ryEB;, 则 (xz) (ry ECA; 
(3) 只 有 有 限 次 应 用 (1) 和 (2) 得 到 的 符号 串 属于 B. 
问 下 述 和 从 号 串 是 人 否 属 于 B: 
(3) COC 70 )) 
(2) (( )( )) 
(3) 《外 
(4) (( )( ))) 
(5) (CC OC DD )). 


二 
恒 
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命题 远 和 辑 


辑 包含 : 人 逻辑 演算 (命题 演算 与 谓词 演算 ) ,公理 集合 论证 明 论 ,递归 也 数论 模型 论 等 . 其 
中 逻 和 糙 壮 算是 其 他 各 部 分 的 基础 . 

数理 逻辑 不 仅 是 各 数学 学 科 的 基础 ,而 且 导 人 工 和 镶 能 .语言 学 等 和 学科, 特别 是 计算 机 科 
学 有 着 非常 密切 的 关系 ,因而 逻辑 演算 (主要 是 命题 演算 与 一 阶 谓词 逻辑 演算 ) 已 成 为 计算 
机 专业 的 基础 诛 程 " 离 敢 数学 "的 重要 组 成 部 分 . 

本 章 介绍 命题 逻辑 (也 称 命题 演算 ) 的 基本 概念 、 等 值 演算 以 及 推理 理论 . 


2.1 命题 逻辑 基本 概念 


2.1.1 命题 与 联结 词 


推理 是 数理 逻辑 的 主要 研究 内 容 , 粗 略 地 说 ,推理 是 从 前 提出 发 ,推出 结论 的 逻辑 思维 
过 程 .下 面 给 出 两 个 推理 ,从 中 寻找 构成 推理 的 最 基本 成 分 , 即 命 题 . 

推理 1 在 华威 顿 是 美国 的 首都 , 则 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 . 华盛顿 是 美国 的 首都 ,所 
以 ,多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 ， 

推理 2 ” 若 今 年 是 2004 年, 则 明年 是 2005 年 .明年 是 2005 年 ,所 以 今年 是 2004 年 . 

现在 先 不 讨论 以 上 两 个 推理 是 否 正 确 ( 在 2.4 节 将 可 以 证 明 , 推 理 1 正确 ,而 推理 2 不 
正确 ) ,主要 讨论 它们 的 组 成 成 分 . 除了 奉 …… 则 、 所 以 等 联结 词 外 ,其 余部 分 全 是 陈述 语句 ， 
在 这 些 陈述 句 中 ,“ 华 盛 顿 是 美国 首都 ”是 真 的 ,“ 多 伦 多 是 加 拿 大 首都 ”是 假 的. 在 今天 (2004 
年 1 月 31 日 ) 说 “今年 是 2004 年 ?明年 是 2005 年 ,它们 也 都 是 雁 的 . 

从 以 上 两 个 推理 可 以 看 出 ,构成 推理 的 基本 要 系 , 除 联结 词 外 就 是 陈述 名 了 .在 数理 人 逻 
辑 中 , 称 所 表达 的 判断 是 真 ( 正 确 ) 或 假 ( 错 误 ) 但 不 能 可 真 可 假 的 陈述 句 为 命题 ,命题 是 推理 
的 最 基本 的 成 分 . 在 命题 逻辑 中 ,对 命题 的 成 分 (如 主语 ,谓语 等 ) 不 表 细 分 ,也 就 是 说 命题 是 
命题 逻辑 中 最 小 的 研究 单位 . 

作为 命题 的 陈述 句 所 表达 的 判断 结果 称 为 命题 的 真 值 , 真 值 只 取 两 个 值 ; 真 或 假 . 真 值 
为 真 的 命题 称 为 真 命 题 , 真 值 为 假 的 命题 称 为 假 命 题 . 任何 命题 的 真 值 都 是 唯一 的 . 

判断 给 定语 句 是 否 为 命题 ,要 分 两 步 : 首先 判断 它 是 否 为 陈述 名 , 即 先 淘 汰 感叹 句 、 祈 
使 句 、 疑 问 句 ;其 次 判断 它 是 否 有 了 唯一 的 真 值 , 即 不 是 可 真 可 假 的 陈述 句 . 概括 起 来 可 以 这 样 
说 ,陈述 句 是 命题 的 必要 条 件 ,并 不 是 充分 条 件 . 只 有 有 具有 唯一 真 值 的 陈述 句 才 是 命题 . 


命题 全 天 


例 2.1 判断 下 列 句子 是 否 为 命题 . 

(1) 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 . 

(2) V2 是 无 理 数 . 

(3) z 十 2 三 5. 

(4) 火星 上 有 生命 . 

(5) 2050 年 元 旦 北京 是 晴天 . 

(6) 你 会 开车 吗 ? 

(7) 请 关上 门 ! 

(8) 这 个 操场 真 大 呀 1 

(9) 我 正在 说 许 话 . 

解 ” 在 9 个 句子 中 ,首先 找 陈述 句 . (1) ,(2),(3),(4),(5),(9) 均 为 陈述 名 .在 陈述 句 中 
再 找 具 有 唯一 真 值 的 陈述 名 ,它们 才 是 命题 . 

因为 多 伦 多 不 是 加 拿 大 的 首都 ,因而 (1) 为 命题 .并且 是 假 命 题 . 

因为 V2 真是 无 理 数 , 故 (2) 为 真 命题 . 

ZX 十 2 宇 5 是 陈述 句 , 但 它 无 确定 的 真 值 ( 当 x 三 3 时 , 它 为 真 , 而 了 二 2 时 , 它 为 假 ), 故 (3) 


(4) 是 命题 . 它 有 确定 的 真 值 ,只 是 在 2004 年 2 月 1 日 的 今天 还 不 知道 而 已 . 随 着 美国 
勇气 号 和 机 遇 号 火星 车 登 上 火星 ,火星 上 有 无 生命 很 可 能 很 快 就 会 知道 了 , 那 时 (4) 的 真 值 
也 就 大 相 大 日 了 . 

(5) 也 是 命题 ,到 2050 年 元 旦 它 的 真 值 就 知道 了 . 

(9) 虽 然 是 陈述 句 ,但 它 不 是 命题 ,原因 是 它 既 不 能 为 真 , 也 不 能 为 假 . 各 (9) 的 真 值 为 
真 , 即 "我 正在 说 谎话 ?是 句 真 话 ,因而 我 正在 说 和 话 , 这 与 “我 正在 说 详 话 ”下 丰 . 反之 , 磊 
(9) 的 真人 为 假 , 即 "我 正在 说 诉 话 ”为 假 , 也 就 是 “我 正在 说 话 话 ?是 假 的 ,因而 我 是 在 说 真 
话 . 这 也 与 “我 正在 说 谎话 ”矛盾 . 这 是 一 个 悖 论 ,凡是 悖 论 都 不 是 命题 . 

9 个 句子 中 ,不 是 陈述 句 的 为 (6),(7),(8) ,它们 分 别 为 疑问 句 、 祈 使 句 和 感叹 句 , 当然 
它们 都 不 是 命题 . 

在 数理 逻辑 中 ,将 命题 和 它 的 真 值 用 抽象 的 符号 表示 , 称 为 命题 符号 化 . 在 本 书 中 ,用 小 
写 的 英文 字母 jn,q,r,…,piqir 表示 命题 ,用 数字 1 表示 真 , 数 字 0 表示 假 . 这 样 规定 
后 ,命题 的 真 值 只 取 两 个 值 , 即 1 或 0. 在 例 2.1 中 ,用 p,qg,r,s 分别 表示 (1),(2),(4),(5) 中 
的 命题 , 称 为 对 这 些 命题 的 符号 化 . 其 表示 法 为 

PP: 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 . 

gd: v2 是 无 理 数 . 

r: 火星 上 有 生命 . 

s: 2050 年 元 旦 北京 是 晴天 . 

其 中 ,p 的 在 值 为 0,g 的 夏 值 为 1,7 与 ;的 丰 值 现在 不 知道 . 

在 例 2.1 中 ,p,g,r,s 所 表示 的 命题 都 是 简单 的 陈述 句 , 在 这 些 陈述 句 中 均 无 联结 词 出 
现 , 称 它 们 为 简单 命题 或 原子 命题 . 但 在 各 种 推理 中 ,所 出 现 的 命题 多 数 是 由 简单 命题 通过 
联结 词 的 联结 而 成 的 陈述 句 , 称 这 样 的 命题 为 复合 命题 . 下面 讨论 联结 词 及 复合 命题 的 符号 


= 


才 忆 让 


高 族 数 学 (和 争 3 版 ) 


化 形式 . 为 此 , 先 看 例 2. 2. 
例 2.2 将 下 列 各 复合 命题 中 的 简单 命题 符号 化 ,然后 再 与 出 各 复合 命题 . 
(1) 多 伦 多 不 是 加 拿 大 的 首都 ， 
(2) 华盛顿 是 美国 的 首都 并 且 滥 太 华 是 加 拿 大 的 首都 . 
(3) 华 局 顿 是 美国 的 首都 或 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 . 
(4) 如 果 2 是 系数 , 则 3 也 是 系数 . 
(5) 2 是 素数 当 且 仪 当 3 也 是 素数 . 
解 ” 设 p: 多 伦 多 是 加 拿 大 的 首都 . 
g: 华盛顿 是 美国 的 首都 . 
r: 滥 太 华 是 加 拿 大 的 首都 . 
s: 2 是 系数 . 
i: 3 是 系数 . 
(1) 不 是 p. 
(2) g 并且. 
(3)g 或 p. 
(4) 如 果 , 则 世 
(5) 5 当 且 公堂 去 
数理 逻辑 的 主要 特征 是 用 符号 语言 来 代 蔡 日 然 语 言 . 在 例 2.2 中 ,还 没有 达到 这 一 点 . 
为 此 还 应 将 “不 是 ( 非 )”“ 并 有 昌 ”“ 或 “如 果 , 则 ”“ 当 且 仅 当 ”等 联结 词 也 符号 化 . 下面 讨论 
这 5 种 联结 词 的 符号 化 ,以 及 由 它们 联结 的 基本 复合 命题 和 复合 命题 . 
定义 2.1 设 户 为 命题 ,复合 命题 “ 非 p”( 或 “p 的 否定 ”) 称 为 p 的 否定 式 , 记 作 一 p, 符 
号 一 称 作 否定 联结 词 . 并 规定 ” 记 为 芮 当 且 仅 当 思 为 假 . 
由 定义 可 知 ,” 户 的 逻辑 关系 为 户 不 成 立 , 因 而 当 为 真 时 ,一 p 为 假 ,反之 当 p 为 假 
时 ,一 为 真 . 
右 设 p:2 是 合 数 , 则 一 p:2 不 是 合 数 . 由 于 p 为 假 命题 ,所 以 ,一 为 真 命题 . 
定义 2.2 设 p,g 为 两 个 合 题 ,复合 命 辐 “p 并 有 日 g”( 或 “p 与 g”) 称 为 p 与 gq 的 合 取 式 ， 
记 作 pA 人 g, 信 称 作 合 取 联结 词 . 并 规定 pg 为 中 当 且 仪 当 p 与 gq 同时 为 只. 
由 定义 可 知 ,pAg 的 逻辑 关系 为 bp 与 g 同时 成 立 , 因 而 只 有 p 与 gq 同时 为 真 ,pAg 才 
为 芮 ,其 他 情况 pg 均 为 假 . 


使 用 联结 词 人 需要 注意 两 点 : 其 一 是 八 的 灵活 性 .日 然 语 言 中 的 “ 既 …… ,又 ……”,“ 不 
但 ee ,和 而 日 .……: 9 ， “虽然 ……: ,但 是 ……… “9 “一面 ……: ,一 面 ……” 等 联结 词 都 可 以 符号 化 为 


八 .其 二 ,不 要 见 到 “与 ”或 “和 ”就 使 用 联结 词 A. 
例 2.3 将 下 列 命题 符号 化 . 
(1) 2 既是 偶数 又 是 素数 . 
(2) 6 不仅 能 被 2 整除 ,而 且 能 被 3 整除 . 
(3) 8 能 被 2 整除 ,但 不 能 被 6 整除 . 
(4) 5 是 奇数 ,6 是 偶数 . 
(5) 2 与 3 的 最 小 公 倍 数 是 6. 
(6) 王 丽 和 王 娟 是 亲 姐 妹 . 


命题 地 者 


解 在 6 个 命题 中 ,(1),(2),(3),(4) 为 复合 命题 ,而且 都 是 合 取 式 . (5),(6) 都 是 简单 
命题 . 

(1) pAg, 其 中 ,p:2 是 偶数 ,gq:2 是 系数 . 

(2) pAg, 其 中 ,p:216,g:316. 

(3) pA 一 g, 其 中 ,p:218,g:61|8. 

(4) pAg,， 其 中 ,p:5 是 哥 数 ,g:6 是 偶数 . 

(5) pp:2 和 3 的 最 小 公 售 数 是 6. 

(6) p: 王 丽 与 王 娟 是 亲 姐 妹 . 

本 例 说 明 合 取 联 结 词 在 应 用 中 叙述 方法 的 灵活 性 . 同时 注意 “和 ”与 “与 ”联结 的 是 两 个 
句子 ,还 是 一 个 句子 的 某 个 成 分 .在 (5) 和 (6) 中 “和 ”与 “与 ”联结 的 是 主语 成 分 ,因而 它们 都 
是 简单 命题 . 

定义 2.3 设 p,g 为 两 命题 ,复合 命题 “p 或 g” 称 作 p 与 g 的 析 取 式 , 记 作 pVg,V 称 作 
析 取 联结 词 . 并 规定 pVg 为 假 当 日 仅 当 zp 与 gq 同时 为 假 . 

pVg 的 逻辑 关系 是 与 gq 中 至 少 一 个 成 立 , 因 而 只 有 zp 与 q 同时 为 假 时 ,pVg 才 为 
假 ,其 他 情况 下 ,pVg 均 为 真 . 

自然 语言 中 的 “或 ”具有 二 义 性 ,用 它 联 结 的 命题 有 时 具有 相 容 性 ,有 时 具有 排斥 性 ,对 
应 的 联结 词 分 别称 为 相 容 或 和 排斥 或 . 当 联 结 的 两 个 命题 同时 为 真 时 , 相 容 或 为 真 , 而 排斥 
或 为 假 . 也 就 是 说 ,只 有 当 联 结 的 两 个 命题 一 真一 假 时 ,排斥 或 才 为 真 , 上 面 定 义 的 析 取 是 相 
容 或 . 

例 2.4 将 下 面 命 题 符 号 化 . 

(1) 王冬梅 学 过 日 语 或 俄语 . 

(2) 张 晓 燕 生 于 1977 年 或 1978 年 . 

(3) 小 元 元 只 能 拿 一 个 苹果 或 一 个 巢 . 

解 ” 先 将 简单 命题 符号 化 . 

(1) 令 p; 王冬梅 学 过 日 语 . 
因为 王冬梅 可 能 只 学 过 日 语 , 也 可 能 只 学 过 俄语 ,还 可 能 日 语 、 俄 语 都 学 过 ,也 还 可 能 这 两 种 
语言 都 没 学 过 . 因而 (1) 中 “或 ?为 相 容 或 , 故 符号 化 为 

pVg 
(2) 令 r: 张 晓 燕 生 于 1977 年 . 
s: 张 晓 燕 生 于 1978 年 . 
由 于 张 晓 燕 若 生 于 1977 年 ,就 不 能 生 于 1978 年 ;同样 若 她 生 于 1978 年 ,就 不 能 生 于 1977 
年 . 所 以 x,s 不 能 同 为 真 ,当然 可 以 同 为 假 . 因而 (2) 中 “或 ”为 排斥 或 .但 由 于 7 与 ;不 能 同时 
为 真 , 所 以 (2) 依 然 可 符号 化 为 
rVs 
当 张 晓 燕 生 于 1977 年 (此 时 ,7 为 真 ,s 必 为 假 ) 时 ,或 张 晓 燕 生 于 1978 年 (此 时 ,r 必 为 假 ,s 
为 真 ) 时 ,rVs 为 真 . 当 她 既 不 是 生 于 1977 年 ,也 不 是 生 于 1978 年 (此 时 ,r,s 均 为 假 ) 时 ,rV 
s 为 假 . 
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:小 元 元 拿 一 个 巢 . 
不 难看 出 (3) 中 “或 ” 受 “ 只 能 ”的 限制 ,应 为 排斥 或 .但 它 与 (2) 中 排斥 或 不 同 , 不 同 点 在 于 (3) 
中 ,xz 可 同时 为 真 , 不 同 于 (2) 中 ~,s 不 能 同时 为 真 , 因 而 (3) 中 “或 ”不 能 符号 化 为 :Vu. 用 
联结 词 ”,V ,A 可 达到 不 使 1,w 同时 为 真 的 目的 ,应 符号 化 为 
(tA Tu V (TtAw) 

易 知 ,只 为 真 w 为 假 或 只 w 为 真 1 为 假 时 上 面 复合 命题 为 真 ,而 i,u 同 真 或 同 假 时 ,上 面 复 
合 命题 为 假 , 这 就 达到 了 表示 小 元 元 只 能 拿 一 种 水 果 的 目的 . 

当然 (2) 也 可 以 符号 化 为 (r 人 一 s) VC- 了 -rrAs). 而 (1) 则 不 能 符号 化 为 (pA -gqg)V 
(一 pAg), 夺 如 此 ,就 排除 了 王冬梅 同时 学 过 日 语 和 俄语 的 可 能 . 

定义 2.4 设 p,g 为 两 命题 ,复合 命 蚜 “如 果 p, 则 g” 称 作 p 与 g 的 蕴涵 式 , 记 作 p 一 g， 
并 称 p 是 缠 涵 式 的 前 件 ,g 为 歼 涵 式 的 后 件 , 一 称 作 列 涵 联结 词 . 并 规定 ,pp 一 g 为 假 当 且 仅 
当 p 为 中 9 为 假 . 

pg 的 逻辑 关系 为 g 是 p 的 必要 条 件 (p 是 g 的 充分 条 件 ). 

在 使 用 联结 词 一 时 ,要 特别 注意 以 下 几 点 : 

(1) 在 日 然 语 言 里 ,特别 是 在 数学 中 ,g 是 p 的 必要 条 件 (p 是 g 的 元 分 条 件 ) 有 许多 不 
同 的 叙述 方式 ,例如 ,“ 只 要 pp, 就 g”,“ 因 为 p, 所 以 g”,“p 仅 当 gqg”,“ 只 有 g 才 p”, “除非 g 才 
p”, “除非 g, 否 则 非 p”, 等 等 . 以 上 各 种 斤 述 方式 表面 看 来 有 所 不 同 ,但 都 表达 的 是 g 是 p 
的 必要 条 件 , 因 而 所 用 联结 词 均 应 符号 化 为 一 ,各 种 叙述 方式 都 应 符号 化 为 p 王 gq. 

(2) 在 自然 语言 中 ,“ 如 果 p, 则 g” 中 的 前 件 p 与 后 件 g 往往 具有 某 种 内 在 联系 ,而 在 数 
理 人 逻辑 中 ,p 与 gq 可 以 无 任何 内 在 联系 . 

(3) 在 数学 或 其 他 自然 科学 中 ,“ 如 果 p, 则 g” 往 往 表 达 的 是 前 件 p 为 真 ,后 件 g 也 为 丰 
的 推理 关系 .但 在 数理 逻辑 中 ,作为 一 种 规定 , 当 p 为 假 时 ,无 论 g 是 其 是 假 ,pg 均 为 贡 ， 
也 就 是 说 ,只 有 p 为 真 g 为 假 这 一 种 情况 ,使 得 复合 命题 p>g 为 假 . 

例 2.5 将 下 列 命题 符号 化 ,并 指出 各 复合 命题 的 真 值 . 

(1) 如 果 3 十 3==6, 则 雪 是 白色 的 . 

(2) 如 果 3 十 3 关 6, 则 雪 是 白色 的 . 

(3) 如 果 3 十 3 二 6, 则 雪 不 是 日 色 的 . 

(4) 如 果 3 十 3 闭 6, 则 雪 不 是 白色 的 

以 下 命题 中 出 现 的 a 是 给 定 的 一 个 正 整 数 . 

(5) 只 要 a 能 被 4 整除, 则 4 一定 能 被 2 整除 . 

(6) a 能 被 4 整除 , 仅 当 a 能 被 2 整除 . 

(7) 除非 a 能 被 2 整除 ,a 才能 被 4 整除 . 

(8) 除非 a 能 被 2 整除 ,否则 a 不 能 被 4 整除 . 

(9) 只 有 a 能 被 2 整除 ,a 才能 被 4 整除 . 

(10) 只 有 < 能 和 被 4 整除 ,a 才能 被 2 整除 . 

解 令 p: 3 二 3=6: 记 的 中 值 为 1. 

gq: 雪 是 日 色 的 ,9 的 丰 值 也 为 1. 
(1) 一 (4) 的 符号 化 形式 分 别 为 pg, 一 pq,p 阅 了 "了 g, 一 p 阅 了 gqg. 这 4 个 复合 命题 的 真 


命题 逻 帮 


值 分 别 为 1,1,0,1. 
以 上 4 个 蕴涵 式 的 前 件 p 与 后 件 g 没有 什么 内 在 联系 . 
令 r: a 能 被 4 整除 . 
s: a 能 被 2 整除 . 

仔细 分 析 可 知 ,(5) 一 (9) 这 5 个 命题 均 叙 述 的 是 a 能 被 2 整除 是 a 能 被 4 整除 的 必要 
条 件 , 只 是 在 叙述 上 有 所 不 同 , 因 而 都 符号 化 为 ”一 *. 由 于 a 是 给 定 的 正 整数 ,因而 ~ 与 s 的 
真 值 是 客观 存在 的 ,但 是 我 们 不 知道 . 可 是 7 与 ; 是 有 内 在 联系 的 , 当 7 为 真 (a 能 被 4 整除 ) 
时 ,s 必 为 真 (a 能 被 2 整除 ) ,于 是 ~ 一 * 不 会 出 现 前 件 真 后 件 假 的 情况 ,因而 ~ 一 * 的 真 值 
为 1. 

而 在 (10) 中 ,将 a 能 被 4 整除 看 成 了 a 能 被 2 整除 的 必要 条 件 , 因 而 应 符号 化 为 s 一 x. 
由 于 a 能 被 2 整除 不 保证 a 一定 能 被 4 整除 ,所 以 当 我 们 不 知道 给 定 的 a 为何 值 时 ,也 不 能 
知道 * 一 r 会 不 会 出 现 前 件 真 后 件 假 的 情况 ,因而 也 不 知道 * 一 r 的 真 值 . 

定义 2.5 设 p,g 为 两 命题 ,复合 命题 “p 当 且 仅 当 gq” 称 作 p 与 g 的 等 价 式 , 记 作 pg， 
全 称 作 等 价 联结 词 . 并 规定 pg 为 丰 当 日 仅 当 p 与 g 同时 为 真 或 同时 为 假 . 

pg 的 逻辑 关系 为 pb 与 gq 互 为 充分 必要 条 件 . 

不 难看 出 (pg) 八 (g 习 p) 与 bed 的 逻辑 关系 完全 一 致 , 即 都 表示 p 与 g 互 为 充分 必 
要 条 件 . 

例 2.6 将 下 列 命题 符号 化 ,并 讨论 它们 的 真 值 . 

(1) 雪 是 日 色 的 当 且 仅 当 法 国 的 首都 是 里 己 . 

(2) n 是 奇数 的 必要 上 且 充分 条 件 是 n? 是 奇数 . 

(3) 硅 两 圆 O; ,O; 的 面积 相等 , 则 它们 的 半径 相等 .反之 , 夺 O ,0O; 的 半径 相等 , 则 它们 
的 面积 也 相等 . 

(4) 设 角 1 与 角 2 是 对 顶 角 , 则 角 1 等 于 角 2. 反之, 若 角 1 等 于 角 2, 则 它们 是 对 顶 角 . 

解 (1) 令 p: 雪 是 日 色 的 . 

g: 法 国 的 首都 是 里 昂 . 
(1) 中 命题 符号 化 为 pg. 由 于 为 真 ,g 为 假 , 所 以 pe>d 为 假 .这 里 ,p 与 g 无 内 在 联系 . 

(2) 邻 p, nn 是 奇数 . 

g: n” 是 柯 数 . 
(2) 符 号 化 为 (p 一 gq) 和 人 (g 一 p) 或 peg, 不 难 证 明 p 与 gq 同 为 真 或 同 为 假 , 因 而 pg 为 真 . 这 
里 ,p 与 gq 有 内 在 联系 . 
(3) 令 p: Oi 与 0; 面积 相等 . 
g: OO 与 0; 半径 相等 . 
(3) 中 命题 符号 化 为 pg. 真 值 为 1(p 与 g 真 值 总 相同 .p 与 9 有 内 在 联系 ). 
(4) 令 p: 角 1 与 角 2 是 对 顶 角 . 
g: 角 1 等 于 角 2. 
(4) 符 号 化 为 (pg) 八 (g 习 Pp) 或 peg. 由 于 pg 为 真 ,而 g 一 户 不 一 定 为 真 (两 相等 的 角 不 
一 定 是 对 顶 角 ) ,所 以 prmg 为 假 . 与 9 有 内 在 联系 . 

以 上 定义 了 5 种 最 基本 、 最 常用 、 也 是 最 重要 的 联结 词 卫 ,人 ,V ,一 , 喇 , 将 它们 组 成 一 

个 集合 {一 ,A 人 A,V ,一 ,全 }, 称 为 一 个 联结 词 集 . 其 中 一 为 一 元 联结 词 ,其 余 的 都 是 二 元 联结 
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词 . 对 于 这 个 联结 词 集 需 要 作 以 下 几 点 说 明 . 

(1) 由 联结 词 集 1” ,人 A,V ,一 ,一 } 中 的 一 个 联结 词 联结 一 个 或 两 个 原子 命题 组 成 的 复 
合 命题 是 最 简单 的 复合 命题 ,可 以 称 它们 为 基本 的 复合 命题 . 为 帮助 读者 记忆 ,将 基本 复合 
命题 的 取 值 情况 列 于 表 2. 1. 


表 2.1 
0 0 1 ) 0 1 1 
0 1 1 1 1 0 
1 0 0 1 0 0 
1 1 0 1 I | 


(2) 多 次 使 用 联结 词 集中 的 联结 词 ,可 以 组 成 更 为 复杂 的 复合 命题 . 求 复杂 复合 命题 的 
真 值 时 , 除 依据 表 2. 1 外 ,还 要 规定 联结 词 的 优先 顺序 . 将 括号 也 算 在 内 ,本 书 规定 的 联结 词 
优先 顺序 为 :O 〇 ,一 , 八 ,V ,一 :全 ,对 于 同一 优先 级 的 联结 词 ,从 左 到 右 顺 序 执行 . 
例 2.7 令 p: 北京 比 天 津 人 口 多 . 
gq: 2 十 2 一 4. 
r: 乌鸦 是 日 色 的 . 
求 下 列 复合 命题 的 真人 值 . 
((TpPpAgq)V (pA Tq))—r. 
(g Vn (pp—> -rr). 
(TPPVNEpA Tr7). 
解 p,g,r 的 真 值 分 别 为 1,1,0, 容 易 算 出 由, 书 ,3 的 真 值 分 别 为 1,1,0. 
(3) 从 例 2.7 可 以 看 出 ,今后 我 们 关心 的 是 复合 命题 中 命题 之 间 的 呐 值 关系 ,而 不 关心 
命题 的 内 容 ， 
现在 , 回 过 头 来 可 以 将 例 2. 2 中 的 5 个 复合 命题 完全 符号 化 ,它们 分 别 是 : -= 上 p， 
gArgqgV p,s>t 和 set. 


2.1.2 命题 公式 及 其 分 类 


2.1.1 节 中 讨论 的 是 简单 命题 (原子 命题 ) 和 复合 命题 ,以 及 它们 的 符号 化 形式 . 由 于 简 
单 命题 是 命题 逻辑 中 最 基本 的 研究 单位 ,所 以 也 称 简单 命题 为 命题 常 项 或 命题 常 元 . 从 本 节 
开始 对 命题 进一步 抽象 ,首先 称 真 值 可 以 变化 的 陈述 句 为 命题 变 项 或 命题 变 元 . 也 用 p,g， 
rr， 表示 命题 变 项 , 当 p,g,r,… 表 示 命 题 变 项 时 ,它们 就 成 了 取 值 0 或 1 的 变 项 ,因而 命题 
变 项 已 不 是 命题 . 这 样 一 来 ,p,g,r,… 既 可 以 表示 命题 常 项 ,又 可 以 表示 命题 变 项 ,这 就 需 
要 由 上 下 文 确定 它们 表示 的 是 稼 项 还 是 变 项 了 . 

将 命题 变 项 用 联结 词 和 圆 括 号 按 一 定 的 逻辑 关系 联结 起 来 的 符号 串 称 为 合式 公式 或 命 
题 公 式 . 当 使 用 联结 词 集 {一 , 八 ,V ,一 ,一 } 中 的 联结 词 时 ,合式 公式 递归 定义 如 下 . 

定义 2.6 (1) 单个 命题 变 项 和 命题 常 项 是 合式 公式 ,并 称 为 原子 命题 公式 . 

(2) 右 A 是 合式 公式 , 则 (一 A) 也 是 合式 公式 . 

(3) 若 A,B 是 合式 公式 , 则 CAAB),C(AVB),(A 一 B),(A=B) 也 是 合式 公式 . 
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(4) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (3) 形 成 的 符号 串 才 是 合式 公式 . 

合式 公式 也 称 为 命题 公式 或 命题 形式 ,并 简称 为 公式 . 

对 于 定义 2.6 ,要 作 以 下 说 明 . 

(1) 定义 中 引进 了 A,B 等 符号 ,用 它们 表示 任意 的 合式 公式 ,而 不 是 某 个 具体 的 公式 ， 
这 与 p,pAg,(pAg) 一 r 等 具体 的 公式 是 有 所 不 同 的 . 前 者 A,B 等 符号 被 称 作 元 语言 入 
号 ,后 者 被 称 作 对 象 语言 符号 . 在 这 里 ,所 谓 对 象 语言 是 指 用 来 描述 研究 对 象 的 语言 ,而 元 语 
言 是 指 用 来 描述 对 象 语 言 的 语言 ,这 两 种 语言 是 不 同 层次 的 语言 . 例如 ,中 国人 学 习 天 请 时 ， 
身 语 为 对 象 语 言 ,而 用 来 学 习 身 语 的 汉 请 卓然 就 成 了 元 语言 了 .在 下 文 的 讨论 中 还 要 不 断 地 
引进 元 语言 符号 ,用 来 描述 数理 逻辑 中 的 公式 、 论 述 或 推理 等 . 

(2) 为 方便 起 见 ,(”A),(AAB) 等 公式 单独 出 现时 ,外 层 括号 可 以 省 去 ,写成 ”A， 
AAB 等 .另外 ,公式 中 不 影响 运算 次 序 的 插 号 可 以 省 去 ,如 公式 (pVg)V (mr) 可 以 写成 
pVagV BE 汪 、 

由 定义 可 知 ,(p 一 g) A (gor),(pAg) 八 一 r,pA(gA 人 一 r) 等 都 是 合式 公式 ,而 pg 一 r， 
(73 一 (7 一 0)) 等 不 是 合式 公式 . 

为 了 讨论 公式 的 真 值 变化 情况 ,下面 给 出 公式 层次 的 定义 . 

定义 2.7 (1) 在 公 式 A 是 单个 的 命题 变 项 或 命题 常 项 , 则 称 A 为 0 层 公 式 . 

(2) 称 A 是 n 十 1(n 宇 0) 层 公式 是 指 下 面 情况 之 一 . 

A 一 B,B 是 nn 层 公 式 . 

A 一 BAC, 其 中 B,C 分 别 为 i 层 和 ;7 层 公 式 , 有 目 n 一 max(i,j). 

@ A 二 BVC, 其 中 B,C 的 层次 及 n 同 @. 

@ A 一 BC, 其 中 B,C 的 层次 及 nn 同 @. 

@ A==BeC, 其 中 B,C 的 层次 及 n 同 多 . 

(3) 在 公 式 A 的 层次 为 k, 则 称 A 是 & 层 公 式 . 

上 面 定 义 中 的 = 为 普通 意义 的 等 号 ,在 这 里 , 它 是 元 语言 符号 . 

易 知 ,了 pAg) 一 r,( 了 了 (pp 王 卫 gqg)) 人 (GrVs) 一 p) 分 别 为 3 层 和 4 层 公 式 . 

在 命题 公式 中 ,由 于 有 命题 变 项 的 出 现 , 因 而 真 值 是 不 确定 的 . 当 将 公式 中 出 现 的 全 部 
命题 变 项 都 解释 成 具体 的 命题 之 后 ,公式 就 成 了 真 值 确定 的 命题 了 . 例如 ,在 公式 
(pVg) 一 r 中 ,车 将 p 解释 成 . 2 是 素数 ,9 解释 成 :3 是 偶数 ,r 解释 成 :y2 是 无 理 数 , 则 与 
r 被 解释 成 了 真 命题 ,g 被 解释 成 假 命题 了 ,此 时 公式 (pV g) 一 r 被 解释 成 : 若 2 是 素数 或 3 
是 偶数 , 则 v2 是 无 理 数 . 这 是 一 个 真 命题 . 若 p,g 的 解释 不 变 ,r 被 解释 为 :y2 是 有 理 数 , 则 
(pVg) 一 r 被 解释 成 : 若 2 是 素数 或 3 是 偶数 , 则 V2 是 有 理 数 . 这 是 个 假 命题 . 还 可 以 给 出 
上 述 会 式 各 种 不 同 的 解释 ,其 结果 不 是 得 到 真 命题 就 是 得 到 假 命题 . 其 实 ,将 命题 变 项 p 解 
释 成 芮 命题 ,相当 于 指定 p 的 真 值 为 1 ,解释 成 假 命题 ,相当 于 指定 p 的 丰 值 为 0. 

定义 2.8 设 记 ,ps，…,p， 是 出 现在 公式 A 中 的 全 部 的 命题 变 项 ,给 pi ,ps，…,p, 各 
指定 一 个 破 值 , 称 为 对 A 的 一 个 赋值 或 解释 . 硅 指 定 的 一 组 值 使 A 的 破 值 为 1, 则 称 这 组 值 
为 A 的 成 真 赋值 ,大 使 A 的 破 值 为 0, 则 称 这 组 值 为 A 的 成 假 赋 值 . 

在 本 书 中 ,对 售 n 个 命题 变 项 的 公式 A 的 赋值 情况 作 如 下 规定 . 

(1) 右 A 中 出 现 的 命题 变 项 为 pi ,ps,…,pn; 给 定 A 的 赋值 aias…a, 是 指 pi 二 ai， 
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办 8 一 0 办 一 Cs。 

(2) 硅 A 中 出 现 的 命题 变 项 为 p,qg;r，,… ,给 定 A 的 赋值 aias…a, 是 指 户 =o ,dg 王 
ax,… ,最 后 字母 赋值 a,. 

上 述 w 取信 为 0 或 1,;z 一 1,2.…… ,7 

例如 ,在 公式 (一 py A 一 ps A 一 ps3)V CpiAp;) 中 ,000(pi1= 二 0,ps= 二 0, ps 二 0),110(pi= 二 
1,ps 二 1,ps 二 0) 都 是 成 真 赋值 ,而 001(p1 = 二 0,ps= 二 0,ps 二 1),011(pi = 二 0,p; 二 1,p; 二 1) 都 
是 成 假 赋 值 . 在 (p 信 一 g) 一 rr 中 ,011(p= 二 0,g= 二 1,7 二 1) 为 成 真 赋值,100(p= 二 1,g 二 0,r 二 0) 
为 成 假 赋值 . 

不 难看 出 , 含 n(n 三 1) 个 命题 变 项 的 公式 共有 2” 个 不 同 的 赋值 . 

定义 2.9 将 命题 公式 A 在 所 有 赋值 下 取 值 情况 列 成 表 , 称 作 A 的 真 值 表 . 

构造 真 值 表 的 具体 步骤 如 下 . 

中 找 出 公式 中 所 含 的 全 体 命题 变 项 pi ,ps，…,p,( 硅 无 下 角 标 就 按 字 典 顺序 排列 ), 列 
出 2” 个 赋值 . 本 书 规定 ,赋值 从 00…0 开始 ,然后 按 二 进 制 加 1 依次 与 出 各 赋值 ,直到 11…1 
为 上 . 

按 从 低 到 高 的 顺序 写 出 公式 的 各 个 层次 . 

对 应 各 个 赋值 计算 出 各 层次 的 在 值 ,直到 最 后 计算 出 公式 的 夏 值 . 

还 必须 指出 ,下 文中 所 谈 公 式 A 与 B 具有 相同 的 或 不 同 的 真 值 表 , 是 指 真 值 表 的 最 后 
一 列 是 否 相 同 , 而 不 考虑 构造 真 值 表 的 中 间 过 程 . 

按照 以 上 步骤 ,可 以 构造 出 任何 含 n(n 三 1) 个 命题 变 项 的 公式 的 真 值 表 . 

例 2.8 求 下 列 公 式 的 在 值 表 , 并 求 成 页 赋 值 和 成 假 赋值 . 

(1 《一 旋 八 四 一 一 了 

(2) (pA Tp OC(gA 7 9). 

(3) (p>g)AgAMr. 

解 公式 (1) 是 含 3 个 命题 变 项 的 3 层 合式 公式 . 它 的 真 值 表 如 表 2. 2 所 示 . 


表 2.2 
0 0 0 ) 
0 0 1 1 
0 1 0 1 
0 1 1 0 
1] 0 0 1 
1 0 1 1 
1] 1 0 1 
1 1 1 1l 


从 表 2. 2 可 知 ,公式 (1) 的 成 假 赋值 为 011, 其 余 7 个 赋值 都 是 成 真 赋值 . 
公式 (2) 是 含 2 个 命题 变 项 的 3 层 合式 公式 , 它 的 真 值 表 如 表 2. 3 所 示 . 从 表 2. 3 可 以 
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看 出 ,该 公式 的 4 个 赋值 全 是 成 其 冉 值 , 即 无 成 假 赋值 . 


表 2.3 
0 0 1 1 0 0 1 
0 1 1 
1 0 1 
] 1 1 


公式 (3) 是 含 3 个 命题 变 项 的 4 层 合式 公式 . 它 的 真 值 表 如 表 2.4 所 示 . 不 难看 出 ,该 公 
式 的 8 个 赋值 全 是 成 假 赋值 ,无 成 中 赋值 . 


表 2.4 
pa r "7(p>qg) 人 Ar 
0 0 0 () 
0 0 1 () 
0 1 0 () 
0 1 1 0 
1] 0 0 () 
] 0 1 0 
1 1 0 0 
| 1 1 0 


表 2. 2 一 表 2. 4 都 是 按 构造 真 值 表 的 步骤 一 步 一 步 地 构造 出 来 的 ,这 样 构造 真 值 表 不 
易 出 错 . 如 果 构 造 的 思路 比较 清楚 ,有 些 层 次 可 以 省 略 . 

在 例 2.8 中 ,对 于 公式 (1), 仅 当 将 户 解释 成 假 命题 ,而 将 g,r 都 解释 成 真 命题 时 ,复合 
命题 (了 pAg) 习 了 -rr 才 是 假 命题 ,其 余 情况 下 复合 命题 均 为 真 命题 . 对 于 公式 (2) ,无 论 对 
p,q 赋予 怎样 的 解释 ,所 得 复合 命题 都 是 真 命题 . 而 对 于 公式 (3) 来 说 ,恰恰 相反 ,无 论 对 p， 
q,7 怎样 解释 ,所 得 复合 命题 都 是 假 命题 . 

根据 公式 在 各 种 赋值 下 的 取 值 情况 ,可 按 下 述 定 义 将 命题 公式 进行 分 类 . 

定义 2.10 设 A 为 任 一 命题 公式 . 

(1) 若 A 在 它 的 各 种 赋值 下 取 值 均 为 真 , 则 称 A 是 重 言 式 或 永 真 式 . 

(2) 大 A 在 它 的 各 种 赋值 下 取 值 均 为 假 , 则 称 A 是 矛盾 式 或 永 假 式 . 

(3) 若 A 不 是 矛盾 式 , 则 称 A 是 可 满足 式 . 

从 定义 不 难看 出 以 下 几 点 . 

(1) A 是 可 满足 式 的 等 价 定义 是 : A 至 少 存 在 一 个 成 真 赋值 . 

(2) 重 言 式 一 定 是 可 满足 式 , 但 反之 不 真 . 车 公式 A 是 可 满足 式 , 且 它 至 少 存在 一 个 成 
假 赋值 , 则 称 A 为 非 重 言 式 的 可 满足 式 . 
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(3) 真 值 表 可 用 来 判断 公式 的 类 型 ， 

大 真 值 表 最 后 一 列 全 为 1, 则 公式 为 重 言 式 . 

硅 真 值 表 最 后 一 列 全 为 0, 则 公式 为 也 盾 式 . 

右 真 值 表 最 后 一 列 中 至 少 有 一 个 1, 则 公式 为 可 满足 式 . 

从 表 2. 2 一 表 2.4 可 知 , 例 2.8 中 ,公式 (1)(-pAg) 一 一 r 为 韭 重 言 式 的 可 满足 式 , 公 
式 (2)(pA 人 A 一 pp) 叶 (gqg 人 一 gq) 为 重 言 式 , 而 公式 (3) (bp 一 gog) AdoA 人 Ar 为 歼 届 式 . 

从 以 上 的 讨论 可 知 , 真 值 表 不 但 能 准确 地 给 出 公式 的 成 真 赋值 和 成 假 赋值 ,而 且 能 判断 
公式 的 类 型 . 

给 定 n 个 命题 变 项 , 按 合式 公式 的 形成 规则 ,自然 可 以 形成 无 穷 多 种 形式 各 异 的 公式 . 
现在 要 问 这 样 的 问题 ; 这 些 公 式 的 真 值 表 是 否 也 有 无 穷 多 种 不 同 的 情况 呢 ? 答 案 是 否定 
的 .n 个 命题 变 项 共产 生 2” 个 不 同 的 赋值 ,而 任何 公式 在 每 种 赋值 下 只 能 取 两 个 值 ,0 或 1， 
于 是 含 nn 个 命题 变 项 的 公式 的 真 值 表 只 有 2 种 不 同 的 情况 ,因而 必 有 无 穷 多 种 公式 具有 相 
同 的 破 值 表 . 

例 2.9 下 列 各 公式 均 含 两 个 命题 变 项 户 与 q, 它 们 中 哪些 具有 相同 的 真 值 表 ? 

(1) p—>g. 

(2) pog. 

(3) -7 (ph 7 9). 

(4) (pg) MN\ (g—p). 

(5) TgV pp. 

解 ” 构 造 过 程 不 写 , 表 2.5 给 出 了 5 个 公式 的 真 值 表 . 从 表 中 可 看 出 ,(1) 和 (3) 具 有 相 
同 的 真 值 表 ,(2) 和 (4) 具 有 相同 的 真 值 表 . 


表 2.5 

p gq "TgVp 
0 0 1 

0 1 0 

1 0 1 
本 1 


设 公 式 A,B 中 共 含 有 命题 变 项 pi ,ps;,…,p, ,而 A 或 B 不 全 舍 这 些 命 题 变 项 ,比如 A 
中 不 含 Di 六 + ,pr，i 宇 2, 称 这 些 命题 变 项 为 A 的 哑 元 ,A 的 取 值 与 哑 元 的 取 值 无 关 , 因 
而 在 讨论 A 与 B 是 否 有 相同 的 真 值 表 时 ,可 以 将 A,B 都 看 成 含 pi ,ps ,…,p, 的 命题 公式 . 

例 2.10 下 列 公 式 中 ,哪些 具有 相同 的 真 值 表 ? 

LL Dg 

(2) TgqVr. 

(3) (7pVag NACpAr)—p). 

(4) (g—>r) A (p>p). 

解 ” 本 例 中 给 出 的 4 个 公式 ,共同 含有 3 个 命题 变 项 ,r 是 公式 (1) 中 的 哑 元 , 是 公式 
(2) 中 的 哑 元 ,讨论 它们 是 否 有 相同 的 真 值 表 时 , 均 按 3 个 命题 变 项 写 出 它们 的 真 值 表 . 
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表 2.6 列 出 4 个 公式 的 真 值 表 ,中 间 过 程 省 略 了 . 从 表 中 看 出 ,(1) 与 (3) 有 相同 的 黄 值 表 ， 
(2) 与 (4) 有 相同 的 真 值 表 . 
表 2.6 


2.2 命题 逻辑 等 值 演算 


2.2.1 等 值 式 与 等 值 演算 


设 公 式 A,B 共同 含有 个 命题 变 项 ,可 能 对 A 或 B 有 哑 元 , 若 A 与 B 有 相同 的 真 值 
表 , 则 说 明 在 2” 个 赋值 的 每 个 赋值 下 ,A 与 B 的 真 值 都 相同 . 于 是 等 价 式 A 一 B 应 为 重 
言 式 . 

定义 2.11 设 A,B 是 两 个 命题 公式 ,车 A,B 构成 的 等 价 式 Ae>B 为 重 言 式 , 则 称 A 
与 BB 是 等 值 的 , 记 作 A 仿 8. 

定义 中 给 出 的 符号 令 不 是 联结 词 , 它 是 用 来 说 明 A 与 B 等 值 (A=B 是 重 言 式 ) 的 一 种 
记 法 ,因而 令 是 元 语言 符号 . 此 记号 在 下 文中 频繁 出 现 , 千 万 不 要 将 它 与 舍 混 为 一 谈 , 同 时 也 
要 注意 它 与 一 般 等 号 二 的 区 别 . 

下 面 讨论 判断 两 个 公式 A 与 B 是 否 等 值 的 方法 ,其 中 最 直接 的 方法 是 用 真 值 表 法 判断 
AB 是 否 为 重 言 式 . 

例 2.11 判断 下 面 两 个 公式 是 否 等 什 : -(pVg) 与 "pA 人 一 gq. 

解 ” 用 真 值 表 法 判断 了 (pV gq)= (了 -pA 一 g) 是 否 为 重 言 式 . 此 等 价 式 的 真 值 表 如 
表 2.7 所 示 , 从 表 可 知 它 是 重 言 式 , 因 而 了 (pVg) 与 "~p 八 "9g 等 值 , 即 了 (pVg) 售 (了 -pp 人 
和 


表 2.7 

2 COVoCT2A ng 
0 0 1 i 0 1 1 1 

0 1 0 1 

1 0 0 1 

1 1 0 1 


= 
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其 实 ,在 用 真 全 表 法 判断 AB 是 否 为 重 言 式 时 , 真 值 表 的 最 后 一 列 ( 即 AB 的 真 值 
表 的 最 后 结果 ) 可 以 省 略 . 硅 A 与 B 的 其 值 表 相同 , 则 ASB; 否 则 ,A 护 B( 用 来 表示 A 与 B 
不 等 值 , 汰 也 是 篆 用 的 元 培 言 符号 ). 
例 2.12 判断 下 列 各 组 公式 是 否 等 值 . 
(1) 一 (9q 一 门 与 ( 力 人 gg) 一 
(2) (p>q)—>r 与 (pAg)—r. 
解 表 2.8 中 列 出 了 pp 一 (g 习 7),(pAg) 一 r,(p 习 gqg) 一 r 的 丰 值 表 , 不 难看 出 p 一 
(dg 一 r) 与 ( 户 人 Ad) 一 等 值 , 即 
p>(g>r Op Ag)—r 
而 (pq) 一 r 与 (pA 人 g) 一 r 的 丰 值 表 不 同 ,因而 它们 不 等 值 , 即 
(pg)—r 人 PpAg)—r 


表 2.8 
六 9 7 (pq)—r 
0 0 0 0 
0 0 1 1 
0 1 0 中 
0 1 1 1 
] 0 0 1 
] 0 1 1 
] 1 0 0 
1 1 1 1 


证 明 两 个 命题 公式 等 值 的 另 一 种 方法 是 等 值 演算 . 根据 已 知 的 等 值 式 推演 出 与 原 命题 
公式 等 值 的 新 的 命题 公式 的 过 程 称 作 等 值 演算 . 下 面 给 出 24 个 重要 的 等 值 式 ,希望 读者 牢 
牢记 住 它们 . 在 下 面 公式 中 出 现 的 A,B,C 仍然 是 元 语言 符号 ,它们 代表 任意 的 命题 公式 . 


(1) - -A SOA. 双重 否定 人 律 
(2) A OAVA. | 加 
(3) A SAAA. i 
(4) AVB SOBVA. | 
(5) AAB SBAA. 交 据 各 
(6) (AVB)VC SAV(BVO). , 
本 结合 律 
(7) (AAB)ACSAAN(BAOC). 
(8) AV(BAOS(UAVBA(AVO). 加 有 

ee | 分 配 律 
(9) AA(BVOS(AANBYV (AANCO). 
(10) ~- (AVB) 人 -~AA-B. , 
(11) - (AAB)S -AV-—B. | 短 摩 很 律 
(12) AV (AAB)SA. | 本 

pe ly: 

(13) AACAVB)SA. RC 


命题 雇 故 


(14) AV1SOLl. , 

ea 上 堆 律 
(15) AAA 人 0 所 0 
(16) AVO0OSOA. 

加 上 同一 律 
(17) AA1lSGA. 
(18Y AV =A. 排 中 律 
(19) AA-—A SOO. 政 导 人 律 
(20) A 一 眉 人 对 mAVEB. 理 涵 等 值 式 
(21) A<> 忆 全 (4A 一 B)A(B 一 A)， 等 价 等 值 式 
(22) A 一 已 全 一 B 一 一 人 A. 假 言 多 位 
(23) A<> 忆 全 一 Ac， 一 也. 等 价 否 定 等 值 式 
(24) (A—B) A (A—-—-B)S -A. 归 恋 论 


上 述 24 个 等 值 式 都 不 难 用 真 值 表 验 证 . 这 里 略 去 ,请 读者 自己 验证 .在 以 上 给 出 的 24 
个 重要 等 值 式 中 ,由 于 A,B,C 可 以 代表 任意 的 公式 ,因而 以 上 各 等 值 式 都 是 用 元 声言 符号 
书写 的 , 称 这 样 的 等 值 式 为 等 值 式 模式 ,每 个 等 值 式 模 式 都 给 出 了 无 穷 多 个 同类 型 的 具体 的 
等 值 式 . 例如 ,在 理 秋 等 值 式 中 , 取 A= 训 ,B=d 时 ,得 等 全 式 

pq DVI 
当 取 A= 二 pVgqVr,B= 二 pAg 时 ,得 等 值 式 
(pVaVn pAg)SO (pVaVrV (ph a) 

还 可 以 构造 蕴涵 等 值 式 的 其 他 具体 的 等 值 式 . 这 些 具体 的 等 值 式 被 称 为 原来 的 等 值 式 模 式 
的 代入 实例 . 

在 等 值 演算 过 程 中 ,要 不 断 地 使 用 一 条 重要 的 规则 , 它 的 内 容 如 下 . 

置换 规则 设 B(A) 是 含 公式 A 的 命题 公式 ,B(B) 是 用 公式 B 置换 了 @B(A) 中 所 有 的 
A 后 得 到 的 命题 公式 ,车 B 售 A, 则 8(B) 售 @(A). 

例如 ,在 公 云 (一 q) 一 中 ,可 用 训 Vg 置 换 其 中 的 户 一 g, 由 列 涵 等 值 式 可 知 ， 
pq 今 TPVg,; 有 所 以 ， 

(pqg)—>rSE(pV aoa)—r 
在 这 里 ,使 用 了 置换 规则 . 如 果 骨 一 次 地 用 纺 涵 等 值 式 及 置换 规则 ,又 会 得 到 
(TPpV qrSO 777TpPpVY gq Vr 
如 条 峙 用 德 摩根 律 及 置换 规则 ,又 会 得 到 
7(TpVag)VrSEOpA Tq)Vr 
骨 用 分 配 律 及 置换 规则 ,又 会 得 到 
( 户 人 了 9)VT7Fr 挟 (人 ppVP ACTOMV 7 
将 以 上 过 程 连 在 一 起 ,得 到 


(pao)-—*r 
后 《一 力 V gg) 一 三 (一 涵 等 值 式 、. 置 所 规 则 ) 
OT(TpVg Vr ( 冀 泣 等 值 式 、 置 换 规 则 ) 


SpA Tg) Vr ( 德 摩 根 律 .置换 规则 ) 
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SO(pVr (TqVr) (分 配 律 .置换 规则 ) 

公式 之 间 的 等 值 关 系 具 有 目 反 性 、 对称 性 和 传递 性 ,所 以 上 述 演 算 中 得 到 的 5 个 公式 和 披 
此 之 间 都 是 等 值 的 . 在 演算 的 每 一 步 都 用 到 了 置换 规则 ,因而 在 以 下 的 演算 中 ,置换 规则 均 
不 标 出 . 

下 面 用 实例 说 明 等 人 演算 的 用 途 . 

例 2. 13 用 等 值 演算 法 验证 等 值 式 ， 

( 户 V gog) 一 太 人 (太一 站) 人 (gg 一 三 ) 
证 明 可 以 从 左边 开始 演算 ,也 可 以 从 右边 开始 演算 . 现在 从 右边 开始 演算 . 
(pr)hN (0*r) 


S(TpVr) A(TgVr) (蕴涵 等 值 式 ) 
S(TpA mg) Vr (分 配 律 ) 
ST(pVg) Vr ( 德 摩根 律 ) 
SpVAr (蕴涵 等 值 式 ) 


所 以 , 原 等 值 式 成 立 . 读者 亦 可 从 左边 开始 演 拭 验证 . 

例 2. 13 说 明 ,用 算 值 演算 法 可 以 验证 两 个 公式 等 值 .但 一 般 情况 下 ,不 能 用 等 值 演算 法 
耳 接 验证 两 个 公式 不 等 值 . 

例 2.14 证 明 : 

( 访 一 0) 一 7 的 力 一 《9 一 7) 

证 明 方法 一 : 真 值 表 法 .读者 日 己 证 明 . 

方法 二 : 观察 法 . 易 知 ,010 是 (pq) 一 r 的 成 假 赋值 ,而 010 是 p 一 (g 习 7r) 的 成 页 赋值 ， 
所 以 原 不 等 值 式 成 立 . 

方法 三 : 设 A 一 (pg) 一 r,B 二 pp 一 (gr). 

先 将 A,B 通过 等 值 演算 化 成 容易 观察 丰 值 的 情况 , 表 进 行 判 断 . 


A= (p>g)—>r 
SO(TPVg >r (蕴涵 等 值 式 ) 
OT7(TpVg) Vr (蕴涵 等 值 式 ) 
SS(pA Tq) Vr ( 德 译 根 律 ) 
B=p*(gy™r) 
OpV(TgVr) (蕴涵 等 值 式 ) 
STpV rqgVr (结合 律 ) 


容易 观察 到 ,000,010 是 A 的 成 假 赋 值 ,而 它们 是 B 的 成 破 赋 值 . 
例 2.15 用 等 值 演算 法 判断 下 列 公 式 的 类 型 . 
(1) (p>gq) NM pg. 
(2) (p>(pVoq) Nr. 
(3) pA((PVAON TH). 
解 ”在 以 下 的 演算 中 没有 与 出 所 用 的 基本 等 值 式 ,请 读者 自己 填 上 . 
(1) (p>g)N\ p>oq 
OO(TPVg9)Np>g 
OT((TpVg) Np)yVoa 


命题 全 大 


OO(T(TPVgV Tp)Vg 
SO ((pA Tg)V Tp)Vg 
SO((pV Tp)A(TqV 7p)VG 
OO(lN\(TgqV Tp))Vg 
OO(TgVgV nip 
Ol1IVTIp 
Ol 
最 后 结果 说 明 (1) 中 公式 是 重 言 式 . 
(2) "(p>(pVg)))Ar 
OO TTpVPVA)MNr 
On(lVag)ANr 
ONr 
< 一 
最 后 绪 采 说明 (2) 中 公式 是 于 眉 式 ， 
(3) pA(((pVag) AD 力 ) 一 gg) 
合力 人 (mpVo)An bp)VO) 
SpACTpPATPIV(gAN Tp VYg) 
SpA(T(OV(gA Tp))Vg) 
SpA\(TgVpVg) 
合力 人 1 
pp 
最 后 结果 说 明 (3) 中 公式 不 是 重 言 式 ,00,01 都 是 成 假 研 值 .并 且 也 不 是 矛盾 式 , 因 为 
10,11 都 是 成 其 赋值 . 
等 值 演算 中 各 步 得 出 的 等 值 式 所 含 命 题 变 项 可 能 不 一 样 多 ,如 (3) 中 最 后 一 步 不 含 g， 
此 时 将 gw 看 成 它 的 哑 元 ,考虑 赋 信 时 将 哑 元 也 算 在 内 ,因而 赋值 的 长 度 为 2, 这 样 , 可 将 (3) 
中 各 步 的 公式 都 看 成 含 命题 变 项 p,g 的 公式 ,在 写真 值 表 时 已 经 讨论 过 类 似 的 问题 . 


2.2.2 联结 词 完 备 集 

1. 真 值 函 数 

定义 2.12 称 f:(10,1)”* 习 {0,1) 为 n 元 真 值 函数 . 

在 这 个 定义 中 ,五 的 自 变 量 为 n 个 命题 变 项 ,定义 域 为 {0,1})" 二 {00…0,00.…1,…， 
11…1), 即 所 有 由 0,1 组 成 的 长 为 的 符号 串 , 值 域 为 {0,1).n 个 命题 变 项 共 可 构成 2 个 
不 同 的 真 值 图 数 . 1 元 其 全 图 数 共 有 4 个 , 见 表 2.9 所 示 . 2 元 丰 值 子 数 共有 16 个 , 见 
表 2. 10 所 示 . 3 元 真 值 函数 共有 2* 一 256 个 . 


表 2.9 
p F , 1y FF 1) Fs 1» F 1 
0 0 ] 1 
1 0 | 0 | 
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表 2.10 

p g Fi 2) FI) FS 2) FS 2 2) Fs Fs 2) FF 2) 
(0) 0 0 [MN 0 0 0) 0) [| 0) 
0 1 0 0 0 0 ] 1 | ] 
1 0 0 0 ] 1 0 0 | ] 
1 1 0 1 0 1 0 1 0 ] 
p q F's” Fs Fi FiY’ F123 下 人 Fi4’ FI 
0 0 1 1 ] 1 ] 1 | 1 
0 1 0 0 0 0 ] 1 | ] 
1 0 0 0 ] 1 0 0 1 ] 
1 1 0 1 0 1 0 1 0 ] 


对 于 每 个 丰 值 函数 ,都 可 找到 许多 与 之 等 值 的 命 因 公式 . 以 2 元 真 值 限 数 为 例 , 所 有 逆 
盾 式 都 与 Fo2 等 值 , 所 有 的 重 言 式 都 与 Fi? 等 值 , 又 如 Fi 舍 p 一 gqg 售 (了 TpVg) 人 全 
7(pAT0)SOCTpA TOV TPA VY (pAg) SO…. 

2. 联结 词 完 备 集 

定义 2.13 设 S 是 一 个 联结 词 集 合 , 如 果 任 何 zz 二 1) 元 真 值 图 数 都 可 以 由 仅 含 S 中 
的 联结 词 构成 的 公式 表示 , 则 称 S 是 联结 词 完 备 集 . 

定理 2.1 S 一 {一 , 八 ,V) 是 联结 词 完备 集 . 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 : 任 间 的 nn 元 下 值 也 数 都 可 以 用 仪 含 {一 ,A ,V} 中 联结 词 的 
公式 表示 . 

归纳 基础 : 当 n= 二 1 时 ,有 4 个 1 元 真 值 函数 : Fo 合 一 pA 人 ps Fi Op, FO "pp， 
Fs? 合 了 了 pVp,; 它 们 虱 可 以 用 仅 含 {一 ,人 ，V } 中 联结 词 的 公式 表示 . 

归纳 步骤 : 假设 任何 n(n 三 1) 元 具 值 限 数 部 可 以 用 仪 含 ( 一 , 八 ,V} 中 联结 词 的 公 玫 
表示 , 设 G 是 任意 一 个 nn 十 1 元 真 值 图 数 . 令 Go (四 jp pi) 二 GCpi, pis," ,p,,0)， 
GiCpiypas spr) 一 G(pi;p2，… ,pas1). Go。 和 Gi 是 两 个 元 真 值 水 数 , 根 据 归纳 假设 , 它 
们 都 可 以 用 仪 含 (一 ,A ,Vi} 中 联结 词 的 公式 表示 , 即 存 在 仪 售 ( 一 ,A ,V} 中 联结 词 的 公式 
a 和 BB, 使 得 Go。 人 Sa,G1 售 B， 于 是 

Gpis pe ,pas prt1D Oa 7 pr) V (BA prri) 

因此 ,任何 ?十 1 元 真 值 图 数 都 可 以 用 仅 人 台 {(” ,人 A,V } 中 联结 词 的 公式 表示 . 得 证 {一 ,人 \， 
V } 是 联结 词 完备 集 . 

推论 ”以 下 联结 词 集 都 是 完备 集 : 

(1) Si:—={7, 人 人 ,V,—™)}. 

(2) 一 

(3) S$; 二 (7 了 ,A 人 人}. 

(4) 9 一 人 一 ，V 1) 

人 

证 明 1) 和 (2) 的 成 立 是 显然 的 ， 

(3) 由 于 S={1”，,，A,V 1) 是 联结 词 宛 备 集 ,因而 任何 中 值 图 数 都 可 以 由 仅 含 $ 中 的 联 
结 词 的 公式 表示 . 同时 对 于 任意 公式 A,B,AVB 人 名 -了 -了 (AVB) 合 "(了 "AA 一 B), 因 而 任 
意 真 值 图 数 都 可 以 由 仅 含 5S; 二 {一 , 八 } 中 的 联结 词 的 公式 表示 ,所 以 S; 是 联结 词 完备 集 . 


命题 逻 帮 


类 似 可 以 证 明 (4) 与 (5). 
现在 考虑 联结 词 集 {人 ,V } 是 不 是 完备 的 . 对 于 {A,V ) 上 的 命题 公式 , 奇 公式 中 含有 
常 元 0 或 1, 总 可 以 用 同一 律 和 零 律 消去 0 和 1, 最 后 得 到 的 等 值 的 公式 只 有 3 种 可 能 : 
(1) 0; 
(2) 1s 
(3) 不 含 0 和 1 的 仅 含 联结 词 人 和 V 的 公式 . 
前 两 种 显然 不 与 2? 今 卫 pp 等 值 ， 对 于 (3) ,给 所 有 的 变 元 赋值 0, 公 式 的 值 为 0; 给 所 
有 的 变 元 赋值 1 ,公式 的 值 为 1, 因 此 它 也 不 可 能 与 F2 等 值 . 可 见 ,F2 不 能 用 仅 含 { 和 A， 
V } 中 联结 词 的 公式 表示 . 所 以 ,{ 人 , V } 不 是 联结 词 完 备 集 . 显然 { 八 } 和 {VV} 也 不 是 联结 
词 完 备 集 . 
在 实际 应 用 中 ,必须 采用 联结 词 完备 集 . 可 以 根据 不 同 的 需要 选择 不 同 的 联结 词 完 备 
集 ,甚至 专门 设计 出 所 需要 的 联结 词 完 备 集 . 例如 ,在 计算 机 硬件 设计 中 用 与 非 门 或 者 用 或 
非 门 设计 逻辑 线路 ,它们 对 应 两 个 新 的 联结 词 一 一 与 非 联 结 词 和 或 非 联 结 词 . 
定义 2.14 设 户 d 为 两 个 命题 ,复合 命题 “ 与 g 的 否定 式 ”(“p 或 g 的 否定 式 ”) 称 作 
p,g 的 与 非 式 ( 或 非 式 ) , 记 作 pp 人 和 glpyg). 符 号 个 (y ) 称 作 与 非 联 结 词 ( 或 非 联结 词 ). pg 
为 真 当 有 旦 仪 当 p 与 g 不 同时 为 真 (p yg 为 真 当量 仪 当 p 与 gq 同时 为 假 ). 
由 定义 不 难看 出 
ptgS-7(pAg), plg 人 ST(pV og) 
定理 2.2 {个 },{y) 都 是 联结 词 完 备 集 . 
证 明 已 知 {一 ,人 A) 为 联结 词 完 备 集 ,因而 只 需 证 明 一 和 八 都 可 以 由 表示 即 可 .而 
“» 
SO 一 ( 力 八 力 ) 
SO pp (2. 1) 
pAg 
7 (phog) 
人 (定义 ) 
SO (ptha) tp g) (由 式 (2. 1)) (2. 2) 
得 证 {个 } 是 联结 词 完备 集 . 此 外 
pVgq 
SO 7 "(pV9g) 
OT(Tph 7 9g) 
Op 人 -gq (定义 ) 
SS (pitp) 个 (个 9) (由 式 (2. 1)) (2. 3) 
类 似 可 证 {v } 是 联结 词 完 备 集 . 


2.3.1 析 取 范式 与 合 取 范式 


本 节 通 过 等 值 演 算 将 命题 公式 等 值 地 化 成 联结 词 集 { 一 ,人 入,V} 中 两 种 规范 化 的 形式 ， 
即 主 析 取 范式 与 主 合 取 范 式 . 这 种 规范 形式 能 给 出 公式 的 中 值 表 所 给 出 的 一 切 信息 . 
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定义 2.15 命题 变 项 及 其 否定 统称 作文 字 . 仅 由 有 限 个 文字 构成 的 析 取 式 称 作 简单 析 
取 式 . 仅 由 有 限 个 文字 构成 的 合 取 式 称 作 简单 合 取 式 . 
p，7g 等 为 1 个 文字 构成 的 简单 析 取 式 ,pV ”zzpVvad 等 为 2 个 文字 构成 的 简单 析 
取 式 ,了 pV TgVr,pV -pVr 等 为 3 个 文字 构成 的 简单 析 取 式 . 
了 7p,g 等 为 1 个 文字 构成 的 简单 合 取 式 , pAp,pA 人 A mg 等 为 2 个 文字 构成 的 简单 合 
取 式 ,pAg 人 一 rr, 了 "pApAg 等 为 3 个 文字 构成 的 简单 合 取 式 . 
应 该 注意 ,一 个 文字 既是 简单 析 取 式 , 又 是 简单 合 取 式 . 为 方便 起 见 , 有 时 用 A ,As,…， 
A, 表示 ;s 个 简单 析 取 式 或 个 简单 合 取 式 . 
设 A; 是 含 n 个 文字 的 简单 析 取 式 , 若 A; 中 既 含 某 个 命题 变 项 让 ,又 含 它 的 否定 式 
-pp; ,由 交换 律 、 排 中 律 和 零 律 可 知 ,A; 为 重 言 式 .反之 , 奇 A; 为 重 言 式 , 则 它 必 同时 含 某 个 
命题 变 项 及 它 的 否定 式 , 否 则 , 若 将 A; 中 的 不 带 否 定 号 的 命题 变 项 都 取 0 值 , 带 否 定 号 的 命 
题 变 项 都 取 1 值 , 此 赋值 为 A; 的 成 假 赋值 ,这 与 A; 是 重 言 式 相 矛 盾 . 类似 的 讨论 可 知 , 若 
A; 是 含 ” 个 命题 变 项 的 简单 合 取 式 , 且 A; 为 矛盾 式 , 则 A; 中 必 同 时 含 某 个 命题 变 项 及 它 
的 否定 式 , 反 之 亦 然 . 由 以 上 讨论 可 得 出 下 面 定 理 . 
定理 2.3 (1) 一 个 简单 析 取 式 是 重 言 式 当 且 仅 当 它 同 时 含 某 个 命题 变 项 及 它 的 否 
定式 . 
(2) 一 个 简单 合 取 式 是 刻 导 式 当 且 仅 当 它 同时 含 某 个 命题 变 项 及 它 的 否定 式 . 
定义 2.16 (1) 由 有 限 个 简单 合 取 式 构 成 的 析 取 式 称 为 析 取 范式 . 
(2) 由 有 限 个 简单 析 取 式 构 成 的 合 取 式 称 为 合 取 范式 . 
(3) 析 取 范式 与 合 取 范 式 统称 为 范式 . 
设 A;(i 二 1,2,…,s) 为 简单 合 取 式 , 则 A 二 AjV A,; V…V A, 为 析 取 范式 . 例如 , 取 A = 
pA7g;,As 二 了 TqgA 人 一 rr,A; 二 Pp; 则 由 Ali ,A;,A; 构成 的 析 取 范式 为 
A=A.IV AV A;=(pA Tg)V (TgA Tr)yVp 
类 似 地 , 设 A; (i 二 1,2,…,s) 为 简单 析 取 式 , 则 A 二 Al 信 A; 和信 …A 人 A, 为 合 取 范式 . 例如， 
取 Ai 二 pVgVr,As 二 了 pV 了 Tg,A; 二 rr, 则 由 Ai,A;s ,As 构成 的 合 取 范式 为 
A=AAA:AAs=(pVaVr)AmpV no Ar 
形 如 一 pAgAr 的 公式 既是 一 个 简单 合 取 式 构 成 的 析 取 范式 ,又 是 由 3 个 简单 析 取 式 
构成 的 合 取 范式 . 类 似 地 , 形 如 pV moVvr 的 公式 既是 含 3 个 简单 合 取 式 的 析 取 范式 ,又 是 
含 一 个 简单 析 取 式 的 合 取 范式 . 
析 取 范式 和 合 取 范式 有 由 下 面 定 理 给 出 的 性 质 . 
定理 2.4 (1) 一 个 析 取 范式 是 矛盾 式 当 且 仅 当 它 的 每 个 简单 合 取 式 都 是 矛盾 式 . 
(2) 一 个 合 取 范式 是 重 言 式 当量 仅 当 它 的 每 个 简单 析 取 式 都 是 重 言 式 . 
任何 公式 都 可 以 化 成 等 值 的 析 取 范式 和 合 取 范式 . 首先 ,我 们 观察 到 在 范式 中 不 出 现 联 
结 词 一 与 全 . 由 蕴涵 等 值 式 与 等 价 等 值 式 可 知 
A—BSE-.AVB | 
z : (2. 4) 
Ac 有 B 人 (4AVB)ACAV -BB) 
因而 在 等 值 的 条 件 下 ,可 消去 任何 公式 中 的 联结 词 一 和 全 >. 
其 次 ,在 范式 中 不 出 现 如 下 形式 的 公式 : 
A"(AA B,CAY B) 


命题 本 


对 其 利用 双重 否定 律 和 德 摩根 律 ,可 得 
了 了 了 AAA 和 
nm(AAB) 人 和 ”4AV 也 
mAVB) 全 ”AAA 了 也 
再 次 ,在 析 取 范 式 中 不 出 现 如 下 形式 的 公式 : 
AA(BYV CI) 
在 合 取 范 式 中 不 出 现 如 下 形式 的 公式 : 
AV(BA LC) 


才 C 汕 


利用 分 配 律 ,可 得 
AA(BVOSO(AAMB)YV CA AC) | go 
AV(BAC)SO(AVB)A(AV OC) 

由 去 (2.4) 一 式 (2.6)3 步 ,可 将 任 一 公 式 化 成 污 之 等 值 的 析 取 范 去 或 合 取 范 式 . 于 是 ,下 面 
定理 是 正确 的 . 

定理 2.S( 范 式 存 在 定理 ) 任 一 命题 公式 都 存在 者 与 之 等 值 的 析 取 范式 与 合 取 范 式 . 

下 面 给 出 求 给 定 公 式 范 式 的 步 又 . 

消去 联 绪 词 一 ,人 一， 

否定 所 的 诊 去 (利用 双重 否定 律 ) 或 内 移 ( 利 用 德 摩根 律 ). 

利用 分 配 律 : 利用 人 A 对 Y 的 分 配 律 求 析 取 范 式 ,V 对 和 A 的 分 配 律 求 合 取 范 式 ， 

例 2.16 求 下 面 公 式 的 析 取 范式 与 合 取 范 去: 

下 

解 ”为 了 清晰 和 无 误 ,演算 中 利用 交换 律 ,使 得 每 个 简单 析 取 式 或 简单 合 取 式 中 命题 变 
项 的 出 现 都 是 按 字 典 顺序 ,这 对 下 文中 求 主 泡 式 更 为 重要 . 

中 昕 先 求 析 取 弛 式 . 


7(p>g)V ir 
SS TCTPVAOV Tr Lo 
SO (pA Tq)V mr (否定 号 内 移 ) 
经 过 两 步 演 算 , 就 得 到 了 含 2 个 简单 人 台 取 陈 的 析 取 范式 . 
四 求 合 取 范 式 . 
"(prq 7r 
SO TC(TPVGV Tr LH 
SO (pA TqV mr (否定 号 内 移 ) 


SO(pV mr 人 ngV 7 7) (VY 对 人 分 配 律 ) 
经 过 3 步 演算 ,得 到 了 含 2 个 简单 析 取 式 的 合 取 范式 . 
在 山 与 书 的 演算 中 , 头 两 步 是 相同 的 . 演算 中 都 用 到 了 殖 涵 等 值 式 和 德 摩 根 律 . 急 中 用 
到 了 分 配 律 . 
易 知 ,(pATODV -orV(gA 人 Dg,CpV nr)ACnoV nr)ACGrYV nr) 等 也 分 别 是 
(pqg)V ”7r 的 析 取 范式 和 合 取 范式 ,这 说 明 公 式 的 析 取 范式 与 合 取 范 式 是 不 唯一 的 . 
2. 3. 2 太 导 找 公 式 的 唯一 的 范式 形式 ,这 就 是 主 析 取 红 式 与 主 合 取 范式 . 
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2.3.2 主 析 取 范 式 与 主 合 取 范式 

1. 概念 

定义 2.17 在 含有 7 个 命题 变 项 的 简单 合 取 式 (简单 析 取 式 ) 中 , 知 每 个 命题 变 项 和 它 
的 否定 式 不 同时 出 现 , 而 二 者 之 一 必 出 现 且 仅 出 现 一 次 , 且 第 i 个 命题 变 项 或 它 的 否定 式 出 
现在 从 左 算 起 的 第 i 位 上 (寿命 题 变 项 无 角 标 ,就 按 字 典 顺 序 排列 ), 称 这 样 的 简单 合 取 式 
(向 单 析 取 式 ) 为 极 小 项 ( 极 大 项 ). 

由 于 每 个 命题 变 项 在 极 小 项 中 以 原形 或 否定 式 形式 出 现 且 仅 出 现 一 次 ,因而 nn 个 命题 
变 项 共 可 产生 2” 个 不 同 的 极 小 项 . 其 中 每 个 极 小 项 都 有 且 仅 有 一 个 成 真 赋 值 . 厨 成 真 赋值 
所 对 应 的 二 进 制 数 转化 为 十 进 制 数 为 了 ,就 将 所 对 应 极 小 项 记 作 mi. 类似 地 ,2 个 命题 变 项 
共 可 产生 2 个 不 同 的 极 大 项 ,每 个 极 大 项 只 有 一 个 成 假 赋 值 ,将 其 对 应 的 十 进 制 数 i 作 极 
大 项 的 角 标 , 记 作 ML,. 

为 了 便于 记忆 ,将 p,g 与 p,qsr 形成 的 极 小 项 与 极 大 项 分 别 列 在 表 2.11 和 表 2. 12 中 . 


表 2.11 
极 小 项 
-ph\ -0 和 M, 
"pAMg Mn 
力作 ”4 M: 
力 人 1 M: 
表 2.12 
极 小 项 
"pATgA Tir \ 7 NM 
"7pAToAr Mi 
"pAgqA mr NA， 
起 AgAr Mi: 
力作 一 9gA 一 M, 
pAgAr Ms; 
pAgA 一 Ms 
pAgqAr M 


容易 验证 极 小 项 与 极 大 项 有 下 面 定 理 中 给 出 的 关系 . 
定理 三 0 设 mm; 与 AM . 是 命题 变 项 pi 和. ps ss pn 形成 的 极 小 项 和 极 大 项 和. 则 
-mM, M.SOm, 


定义 2.18 寿 由 7 个 命题 变 项 构成 的 析 取 范式 ( 合 取 范 式 ) 中 所 有 的 简单 合 取 式 (简单 


命题 地 者 


析 取 式 ) 虱 是 极 小 项 ( 极 大 项 ), 则 称 该 析 取 范式 ( 合 取 范式 ) 为 主 析 取 范式 ( 主 合 取 范式 ). 

下 面 介 绍 求 与 给 定 公 式 等 值 的 主 析 取 范 式 和 主 合 取 范式 的 方法 . 

设 所 给 定 公 式 为 含 n 个 命题 变 项 的 公式 A , 求 A 的 主 析 取 范式 , 按 下 面 步骤 进行 . 

Oa 求 A 的 析 取 范式 A = 二 B1V B,V…VB,, 其 中 B; 为 简单 合 取 式 ,j 二 1,2,*…，,s. 

@ 若 A 中 的 某 简单 合 取 式 B; 中 既 不 含 命 题 变 项 p;, 又 不 含 一 p;, 则 将 B; 如 下 展开 : 

BS BAl1SB,A (pV -p.) 
SS (BA pp) VV (BA 7 p;) 

继续 这 一 过 程 ,直到 Bi ,B;,…,B, 都 被 展 成 长 度 为 n 的 极 小 项 的 析 取 式 为 止 . 

G) 将 重复 出 现 的 命题 变 项 . 歼 导 式 、 重 复出 现 的 极 小 项 都 按 晕 等 律 、 同 一 律 等 消去” 
即 用 pp 代替 pVp,0 代替 pA 一 ,mi 代替 7 V770i， 

@ 将 极 小 项 按 角 标 从 小 到 大 的 顺序 排列 , 并 可 以 用 >, 表示 ,如 mV ms V ms 记 为 
》) (1,3,5) ,当然 也 可 以 不 用 表示 . 

求 A 的 主 合 取 范 式 的 步骤 与 求 主 析 取 范 式 的 步骤 类似 , 催 单 叙述 如 下 . 

QD 求 A 的 合 取 范 式 A' 二 Bi 人 B, 人 …AB,, 其 中 B; 为 简单 析 取 式 ,一 1,2，…，r. 

利用 B;= 二 B;V0 售 B;V (p; Np;) 

OB;V pi) M(B;V -7p) 

将 Bi ,B,,…,B, 痢 转 化 成 长 度 为 n 的 极 大 项 的 合 取 式 . 

将 重复 出 现 的 命题 变 项 . 重 言 式 、 重 复出 现 的 极 大 项 按 蝴 等 律 . 排 中 律 等 “消去 ” 

@ 将 极 大 项 按 角 标 从 小 到 大 顺 订 排 序 ,并 可 以 用 下 简单 表示 .例如 Mo AM AM; 可 向 
记 为 1(0,3,7). 

定理 2.7 任何 命题 公式 都 存在 与 之 等 值 的 主 析 取 范 式 和 主 合 取 范 式 , 并 且 是 唯一 的 . 

证 明 上 面 用 述 的 求 主 析 取 范式 和 求 主 合 取 范 式 的 方法 实际 上 已 经 证 明了 主 析 取 荡 式 
和 主 合 取 范 式 的 存在 性 . 现在 证 明 主 析 取 范式 的 唯一 性 . 注意 到 公式 A 的 主 析 取 范式 中 的 
每 一 个 极 小 项 mm; 的 下 标 i 的 二 进 制 表示 是 A 的 一 个 成 夏 赋 值 . 假设 A 有 两 个 不 同 的 主 析 
取 范 式 D; 和 DD; ,不 妨 设 Di 中 包含 极 小 项 mm; ,而 D; 中 不 包含 极 小 项 m;. 那么 ,i 的 二 进 制 
表示 是 Di 的 成 真 赋值 和 D; 的 成 假 赋值 . 这 与 D 和 D; 都 是 A 的 主 析 取 泡 式 予 盾 , 所 以 公 
式 A 只 可 能 有 唯一 的 一 个 主 析 取 范式 . 主 合 取 范式 的 唯一 性 可 以 类 似 证 明 , 只 需 把 极 小 项 
换 成 极 大 项 ,并 交换 成 基 赋 值 写 成 假 赋 值 . 

例 2.17 求 例 2.16 中 公式 (po)V mr 的 主 析 取 范 式 与 主 合 取 范 式 . 

解 ” 先 求 主 析 取 范式 . 

由 例 2.16 已 求 出 该 公式 的 析 取 范式 为 

7(p>q)V 一 7 
SS (pAToOV 7 

其 中 简单 合 取 式 p 人 人 ”mg 与 ”都 不 是 极 小 项 . 按 步 又 凶 将 它们 都 化 成 极 小 项 的 析 取 式 : 


(pA 一 9) 
后 《力作 一 0D) 人 1 (同一 律 ) 
全 〔( 户 人 9)ACmrVr) ( 排 中 律 ) 


SS (pA TgA Tr)V (ppAm IAA7) (分 配 律 ) 


才 C 汕 
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由 此 可 知 ,(pA 一 gq) 派 生 两 个 长 度 为 3CA 中 命题 变 项 数 ) 的 极 小 项 mm 与 m;. 


而 
7 
Ol1AlA -mr (同一 律 ) 
OpV np)A 人 (CoV Tg) A mr ( 排 中 律 ) 
SS (pAgqgA DV PATGATNVTpAgGATAV(TPpA TqgA mr) (人 分配 律 ) 
OmVm Vm Vmo 
于 是 , 按 步 又 号 和 中 可 得 


7(p>q)V ir 

OmVm VmVm Vm Vm 

Om Vm VmVm Vm 

© 》 (0,2,4,5,6) 

由 例 2. 16 中 名 可 知 ,公式 的 合 取 范 式 已 求 出 , 即 

7 (p™>g) V ir 

SPV TNA(TgY 了 7 

其 中 的 简单 析 取 式 都 不 是 极 大 项 , 求 主 合 取 范式 ,应 将 它们 派生 成 极 大 项 . 


pV 一 
SO pVOV mr 〈 同 一律) 
OpV(gA Tq)V mr (下 眉 律 ) 
SS (pVgV ir)A(pV mgV 77) (分 配 律 ) 
SO Mi 人 NM 

mdV 了 mr 
OS OV mgV a (同一 律 ) 
SO (pATPpV TGV mr ( 逆 厦 律 ) 
SS (pV TigV ir A(TPV TqgV 7 7) 
二 AM 人 NM， 

于 是 , 主 合 取 范式 为 
Co-=d)V mr 


全 Mi AM,AM,SI,3,7) 
由 上 面 的 计算 可 以 看 出 ,长 度 为 有 (含有 个 文字 ) 的 简单 合 取 式 派生 出 主 析 取 范 式 中 的 
2 个 极 小 项 .例如 ,n= 二 3 时 ,由 gq,(pA 一 7 派生 的 极 小 项 分 别 为 
gO (TpAMgqgA Tr VTpAgqgAr VpAagAN Tr)V (DAAr) 
mo Vm V me Vm 
pA7TrSO (pA TgA mr)V (AAA 7r) 
OD mV me 
在 以 上 演算 中 省 去 了 利用 同一 律 . 排 中 律 等 步 又 ,这 样 加 能 很 快 地 求 出 主 析 取 范 式 了 . 同样 
地 ,也 能 很 快 地 求 出 主 合 取 范 式 来 . 
例 2.18 (1) 已 知 公式 A 含 两 个 命题 变 项 p,qg, 且 析 取 范式 为 pV -gq, 求 主 析 取 范式 . 
(2) 已 知 公式 B 含 两 个 命题 变 项 p,g, 且 合 取 范 式 为 ~pAg, 求 主 合 取 范 式 . 


命题 人 逻 帮 


(3) 已 知 公式 C 售 3 个 命题 变 项 p,g,r, 且 析 取 范式 为 (了 pAMg)V(7TpA TgAr)Vr， 
求 主 析 取 范式 . 
(4) 已 知 公式 万 合 3 个 命题 变 项 p,g,r, 且 合 取 范式 为 了 pA (pVgqV 一 7), 求 主 合 取 
解 ” 用 快速 方法 求解 . 
(1)ASOPpV -og 
SS (pATV pADDV (TPA Tq)V (pA 7 9) 
Om Vm Vmo Vm 
mo Vm Vm 3 (0.2:3) 
(2) BO "phNg 
一 (pvVnqACnpV9AGCnpV9)ACDYVG) 
全 Ma 人 NM 人 NM 人 Mn 
SO AM AM,AM,SI 0,2,3) 
(3) CONpADV (TpA TgqgAr) Vr 
OC(TphaN nVCTpAMagVvr Vn pA mgANr) 
VCTpA TgAr VTpAgAr IV (pA TqANr) 
V(pAagAr) 
Om VmVmVmV mV ms Vm 
OmVm Vm Vm Vm > (1 pe 
(4) DSO TpA(pVgV mr) 
STPpV TgV rr ACTpV TigqgVr A(TpVgV Tr) 
Vl(T7TpVagVr A(pVaV mr) 
SM;AMAM:AM,AM, 
全 MAM AM 人 MA 人 AM) 全 有 (1,4,5,6,7) 
2. 讨论 
下 面 讨论 主 析 取 范式 的 用 途 ( 主 合 取 范式 可 类 似 讨论 ). 公式 的 主 析 取 范式 像 公 式 的 夏 
值 表 一 样 ,可 以 表达 出 公式 以 及 公式 之 间 关 系 的 一 切 信息 . 
1) 求 公式 的 成 真 与 成 假 赋值 
在 公 式 A 中 含 n 个 命题 变 项 ,A 的 主 析 取 范式 含 s(0 硅 s 硅 2”) 个 极 小 项 , 则 A 有 ;个 成 
真 赋值 ,它们 是 所 含 极 小 项 角 标 的 二 进 制 表 示 ,其 余 2 一 * 个 赋值 都 是 成 假 赋 值 . 
例如 ,在 例 2.18 中 ,A 的 成 真 赋值 为 00,10,11, 当 然 成 假 赋 值 为 01. C 的 成 真 赋值 为 
001,010,011,101 和 111, 而 成 假 赋值 为 000,100 和 110. 
2) 判断 公式 的 类 型 
设 公 式 A 中 含 n 个 命题 变 项 ,容易 看 出 : 
(1) A 为 重 言 式 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范 式 含 全 部 2" 个 极 小 项 . 
(2) A 为 矛盾 式 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范 式 不 售 任 何 极 小 项 ,此 时 ,规定 A 的 主 析 取 范 
式 为 0. 
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(3) A 为 可 满足 式 当 且 仅 当 A 的 主 析 取 范 式 中 至 少 含 一 个 极 小 项 . 
例 2.19 用 公式 的 主 析 取 范 式 判 断 公 却 的 舌 型 ， 
(1) 一 (bp 一 0g) 人 0 
(2) p>(pV oq). 
(3) AB Va 
解 ” 注 意 ,(1) 和 (2) 中 公式 会 两 个 命题 变 项 ,演算 中 极 小 项 含 两 个 文字 ,而 (3) 中 公式 含 
3 个 命题 变 项 ,因而 极 小 项 中 应 含 3 个 文字 . 
(1) "(p>g)M\g 
SO (TpVg)Ng 
(pA Tqg)Ng 
二 0 
这 说 明 (1) 中 公式 是 予 盾 式 . 
(2) p>(pVoa) 
STPVPVg 
S(TpATOOV TPADV pA TV (pAg NV (TpAg)V (pAg) 
S(TpATOV TpAgV (pA Tg)V (pAg) 
Om Vm Vm Vm 
含 两 个 命题 变 项 的 公式 的 主 析 取 范式 含 全 部 (2 个 ) 极 小 项 ,这 说 明 该 公式 为 重 言 式 . 
其 实 , 以 上 演算 到 第 一 步 ,就 已 知 该 公式 等 值 于 1, 因而 它 为 重 言 式 , 然 后 根据 公式 中 有 所 
含 命 题 变 项 个 数 写 出 全 部 极 小 项 即 可 . 即 
p>(pVg) 
SS TpVPVg 
二 | 
OmVm Vm Vm 
(3) (pVaq)—>r 
SS TT(pVag) Vr 
S(TpA Tq) Vr 
S(TpATqgAN TV (TPA TqgArV( (TpAgAr) 
V(pATqgAryV (pAgAr) 
mo V 71] Vv 7713 V 1s V 7727 
易 知 ,该 公式 是 可 满足 的 ,但 不 是 重 言 式 , 因 为 它 的 主 析 取 范 式 没 含 全 部 (8 个 ) 极 小 项 . 
3) 判断 两 个 命题 公式 是 否 等 人 
设 公式 A,B 共 含 有 7 个 命题 变 项 , 按 nn 个 命题 变 项 求 出 A 与 已 的 主 析 取 范式 A“ 与 
B'. 帮 A 二 B' , 则 ASSB, 否 则 A 欠 B. 
例 2.20 判断 下 面 两 组 公式 是 否 等 值 . 
(1) pp 与 (pAg)V (pA 7 9). 
(2) (p>g)—r 与 (p Mg)—r. 
解 (1) 两 公式 共 含 两 个 命题 变 项 ,因而 极 小 项 含 两 个 文字 . 
p 
OpA(TgVg) 
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SO (pATDVpAg) ” 
OO m2 VY ms es 
另 一 公式 
(pAg)V (pA 了 gg) 
OO mV ms 
所 以 


pO(pMgV (pA 7 g) 
(2) 两 公式 都 含 命题 变 项 p,qg,r, 因 而 极 小 项 含 3 个 文字 . 经 过 演算 可 知 

(pq)—r 

OmVm VmVm Vm 
(phol—r 

Om VmVm Vm Vm Vm Vm 

所 以 

(p>q)>r PD (pAg) >r 

4) 应 用 主 析 取 范式 分 析 和 解决 实际 问题 

例 2.21 某 科研 所 要 从 3 名 科研 骨干 A,B,C 中 挑选 1 一 2 名 出 国 进修 . 由 于 工作 需 
要 ,选派 时 要 满足 以 下 条 件 : 

[17 在 闪 直 ys 则 忆 同 去 ， 

(2) 右 妃 去 , 则 C 不 能 去 . 

(3) 硅 C 不 去 , 则 A 或 B 可 以 去 . 

问 上 所 里 应 如 何 选 派 他 们 ? 
解 ” 设 p: 派 A 去 

q: 派 忆 去 

r: 啤 C 去 
由 已 知 条 件 可 得 公式 

( 户 一 7) 人 (9 一 7) A (Tr (pV 9)) 
经 过 演算 可 得 
(大 一 了 了) 人 《一 一 7) A (nr (pV DJ 
OO(TpA TgAr DV (TpAg7Tr)yV (pA 9 AT7r) 

这 是 主 析 取 范式 ,根据 它 的 成 真 赋值 ,选派 方案 有 以 下 3 种 . 

(1) p= 二 0,g= 二 0,r 二 1, 即 C 去 ,而 A,B 都 不 去 . 

(2) p= 二 0,g 二 1,7r 二 0, 即 B 去 ,而 A,C 痢 不 去 . 

(3) pp 二 1,g 王 0,7r 二 1, 即 A,C 部 去 ,而 B 不 去 . 

下 面 再 举 一 个 命题 公式 在 设计 控制 电路 中 的 应 用 . 可 以 用 电子 元 件 物理 实现 人 逻辑 运 
算 , 用 这 些 元 件 组 合成 的 电路 物理 实现 谷 题 公式 ,这样 的 电路 称 作 组 合 电路 . 实现 八 ,V ,一 
的 元 件 分 别称 为 与 门 .或 门 . 非 门 . 它们 的 图 形 表示 如 图 2.1 所 示 . 设计 组 合 电 路 ,首先 要 根 
据 需 要 写 出 输入 输出 的 上 值 表 ,然后 根据 只 值 表 与 出 逻辑 表达 式 ,再 按照 四 辑 表 达 式 画 出 组 
合 电 路 . 为 了 使 组 合 电 路 尽 可 能 的 简单 ,还 需要 对 表达 式 进 行 化 简 . 

例 2.22 楼 楷 有 一 蕉 灯 由 上 下 2 个 开关 控制 ,要 求 按 动 任何 一 个 开关 卿 能 打开 或 天 闭 
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FF XAy x XV 一 
DD 
(a) 与 | ] (b) 或 | (c) 非 | 


图 2.1 逻辑 门 


灯 . 试 设 计 一 个 这 样 的 线路 . 
解 ”用 z,y 分别 表示 这 2 个 开关 的 状态 ,开关 的 2 个 状态 分 别 用 1 和 0 表示. 用 下 表 
示 灯 的 状态 ,打开 为 1, 关闭 为 0. 不 妨 设 当 2 个 开关 都 为 0 时 灯 是 打开 的 . 根据 题目 的 要 
求 ,开关 的 状态 与 灯 的 状态 的 关系 如 表 2. 13 所 示 . 根据 它 可 以 写 出 下 的 主 析 取 范 式 
F=moAm:s= (TrA Ty)V (rhy) 
根据 这 个 公式 ,控制 楼 梯 电 灯 的 组 合 电路 如 图 2. 2 所 示 . 


表 2.13 > 本 
本 A (xAV)V CxAy) 
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 图 2.2 两 个 开关 控制 的 灯具 电路 


以 上 主要 讨论 了 主 析 取 范 式 的 求法 写 用 途 , 主 合 取 范 式 的 用 途 和 主 析 取 郊 式 的 一 样 . 不 
表 效 述 ,但 还 要 说 明 以 下 几 点 . 
(1) 由 公式 的 主 析 取 范 式 求 主 合 取 范式 . 
设 公式 A 含 2 个 命题 变 项 .A 的 主 析 取 范式 含 y(0 近 * 二 2 ) 个 极 小 项 , 即 
及 二 Mma Vm; Ve Vm 和 一， 了 一 外， 295。 
没 出 现 的 极 小 项 为 zi 72 ,js 它们 的 朋 标 的 二 进 制 表 示 为 "A 的 成 芮 赋值 ,因而 
”A 的 主 析 取 范 陈 为 
"A=m; Vm;, Vi 
由 定理 2.6 可 知 
及 二 了 人 
SO Tm Vm VV ms) 
DD Tm; 人 nm, 八 …: A mn 
SM 人 NM 人 人 …A 人 Mi 
即 , 主 析 取 范式 中 没有 出 现 的 极 小 项 的 下 标 恰 好 是 主 合 取 泥 式 中 极 大 项 的 下 标 . 于 是 ,由 公 
式 的 主 析 取 范 式 , 即 可 求 出 它 的 主 合 取 范 式 . 
例 2.23 由 公式 的 主 析 取 范式 , 求 主 合 取 范 式 . 
DD A 全 ma Vm;(A 中 含 两 个 命题 变 项 p ,g). 
B 仿 mVms Vms(B 中 含 命题 变 项 p,q,r7). 
解 WD 由 题 可 知 , 没 出 现在 主 析 取 范式 中 的 极 小 项 为 mo。 和 m3, 所 以 A 的 主 合 取 范式 
中 含 两 个 极 大 项 Mu。 与 Ms, 故 
AS M.AM, 
B 的 主 析 取 施 式 中 没 出 现 的 极 小 项 为 p20 ,ma ,ms ,me ,m7? ,因而 


命题 让 大 


BSO MAM,AM:AM,AM, 

反之 ,由 公 坪 的 主人 台 取 范 陈 ,也 可 以 确定 主 析 取 沁 陈 . 

(2) 重 言 陈 与 计 眉 却 的 主 合 取 范 式 . 

下 慎 式 无 成 真 赋值 ,因而 克 导 式 的 主 合 取 范 式 含 2 (2 为 公式 中 命题 变 项 个 数 ) 个 极 大 
项 . 而 重 言 式 无 成 假 赋 值 , 因 而 主 合 取 范 式 不 会 任何 极 大 项 . 将 重 言 式 的 主 合 取 范 式 规定 为 
1. 至 于 可 满足 式 , 瑟 的 主 合 取 范 式 中 极 大 项 的 个 数 一 定 小 于 2”. 

(3) n 个 命题 变 项 共 可 产生 2" 个 极 小 项 ( 极 大 项 ) ,因而 共 可 产生 2? 个 不 同 的 主 析 取 范 
式 ( 主 合 取 范 式 ). 每 一 个 主 析 取 范式 ( 主 合 取 范 式 ) 对 应 无 穷 多 个 等 值 的 命题 公式 . 

(4) 真 值 表 和 主 析 取 范 式 ( 主 合 取 范 式 ) 是 描述 命题 公式 的 两 种 标准 形式 . 公式 A 的 主 
析 取 范 式 ( 主 合 取 范 云 ) 中 的 极 小 项 ( 极 大 项 ) 的 下 标的 二 进 制 表示 恰好 是 A 的 成 中 赋值 (成 
假 赋值 ) ,因而 A 的 主 析 取 范 式 ( 主 合 取 范 式 ) 恰 好 对 应 于 A 的 真 值 表 . 由 公式 A 的 主 析 取 
范式 ( 主 合 取 范 式 ) 可 以 立刻 与 出 A 的 中 值 表 ; 反之 ,由 A 的 趴 值 表 也 可 以 立刻 与 出 A 的 主 
析 取 泥 式 ( 主 合 取 泥 式 ). 


2.4 推 理 


推理 是 数理 逻辑 的 重要 内 容 , 它 是 对 数学 证 明 以 及 在 各 种 各 样 领域 中 的 推理 思维 的 高 


2.4.1 推理 的 形式 结构 


定义 2.19 设 Ali,A,,…,A;i,B 都 是 命题 公式 , 奉 对 于 Ali,A;,…,A;,B 中 出 现 的 命题 
变 项 的 任意 一 组 赋值 ,或 者 A1 人 A; 入 … 人 A: 为 假 ,或 者 当 AAA 八 … 人 和信 Ai 为 真 时 ,B 也 
为 真 , 则 称 由 前 提 A, ,A;,…,As 推出 B 的 推理 是 有 效 的 或 正确 的 ,并 称 B 是 有 效 的 结论 . 
由 定义 2.19 容 多 证 明 下 面 定 理 . 
定理 2.8 命题 公式 Ail ,A,,…,A, 推出 B 的 推理 正确 当 且 仪 当 蕴涵 式 
(A! A A, A -1… A A:)—B 
为 重 言 式 . 
由 定理 2.8 给 出 下 面 定 义 . 
定义 2.20 称 
(AAA A:……AA)—B 《2 了 
为 由 前 提 Ai ,A,,… ,A 推 结论 B 的 推理 的 形式 结构 . 
当 式 (2.7) 为 重 言 式 ( 即 推理 正确 ) 时 , 记 为 
(4 AA,A.:…A 人 A)=>B (2. 8) 
其 中 二 同 信 一样 是 一 种 元 语言 从 号 ,用 来 表示 缠 涵 式 为 重 言 式 . 
推理 的 形式 结构 还 有 另外 的 表达 方式 ,比如 将 前 提 与 结论 分 开 写 . 
前 担 : Aj ,A,,… ,A,. 
结论 : B. (2.9) 
对 于 实际 中 给 出 的 推理 ,应 首先 将 推理 中 的 简单 命题 符号 化 ,然后 写 出 前 提 和 结论 ,使 
其 成 为 式 (2.9) 的 形式 .通过 判断 推理 的 形式 结构 (2.7) 是 否 重 言 式 , 就 可 以 确定 推理 是 否 有 
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效 .判断 (2.7) 是 否 是 重 言 式 的 方法 很 多 ,例如 ， 

(1) 真 值 表 法 ; 

(2) 等 值 演算 法 ; 

(3) 主 析 取 范式 法 ; 

(4) 观察 法 , 硅 能 观察 出 式 (2.7) 的 成 假 赋值 , 则 断言 推理 一 定 不 正确 . 

例 2.24 判断 下 面 推理 是 否 正 确 . 

(1) 在 < 是 偶数 , 则 wa 能 被 2 整除 .a 是 偶数 .所 以 ,a 能 被 2 整除 . 

(2) 右 & 是 偶数, 则 a 能 被 2 整除 .a 能 被 2 整除 . 所 以 ,a 是 偶数 . 

(3) 下 午 马 芳 或 去 看 电影 或 去 游泳 . 她 没 去 看 电影 .所 以 ,她 去 游泳 了 了 . 

(4) 右 下 午 气 温 超 过 30C , 则 王 小 燕 必 去 游泳 .大 她 去 游泳 ,她 就 不 去 看 电影 了 . 所以， 
硅 王 小 燕 没 去 看 电影 ,下 午 气 温 必 超过 了 30C. 

解 ” 先 将 简单 命题 符号 化 ,然后 写 出 前 提 ,、 结 论 , 芭 推理 形式 结构 式 (2.9) 的 形式 ,同时 
写 出 形式 结构 式 (2.7) 的 形式 ,用 式 (2.7) 的 形式 判断 推理 是 否 正 确 . 

(1) 设 

PP: a 是 偶数 . 

g: a 能 被 2 整除 . 

前 提 : pg,p. 


结论 ; q. p gq (pa Npl(p™D Np*q 
推理 的 形式 结构 ; 0 
和 (2.10) | 
用 真 值 表 法 判断 此 推理 . 由 表 2. 14 可 知 ， | 
(2. 10) 是 重 言 式 ,因而 推理 正确 , 式 (2. 10) 可 以 写成 二 > 
(p>g) 人 轧 一 9. 
(2) 设 p,g 的 含义 同 (1). 
前 提 : p>g,g. 
结论 : p. 
推理 的 形式 结构 . (pg) 人 g 一 p. C2. 1 
容易 看 出 ,01 是 式 (2.11) 的 成 假 赋 值 , 所 以 (2) 中 推理 不 正确 . 


(3) 设 
pp: 马 芳 下 午 去 看 电影 . 
gq: 马 廊 下 午 去 游泳 . 
前 提 ; pVo™ pt. 
结论 ; 9. 
推理 的 形式 结构 :; ((pVg) 八 一 pp)>g. I 
用 等 值 演算 法 来 判断 式 (2. 12) 是 否 为 重 言 式 . 演算 过 程 如 下 . 
(CCpV9)A 人 一 力 ) 一 g 
SO TT((pVg)AM Tp)Vg 
SO ((TpA Tg)Vp)Voa 
SO ((TPpVp)A(TqVp)) Vg 
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SS TqgVpVga 
= 
这 说 明 式 (2. 12) 为 重 言 式 ,所 以 推理 正确 . 因而 可 将 式 (2.12) 记 为 
((pVgq) M7 pg 
(4) 设 
p: 下 午 气 温 超 过 30C. 
gq: 王 小 薪 去 游泳 . 
r: 王 小 燕 去 看 电影 . 
前 提 : pqgq™Y ir., 
结论 sD 
推理 的 形式 结构 : ((p 一 g)A(g™Y 了 7r)) 一 (一 rr 一 p). (2, 13) 
用 主 析 取 范式 法 判断 式 (2. 13) 是 否 为 重 言 式 . 
((p—>og) No ir (7 rp) 

SO TT((TPpVgAC(TqV Tr))V (rrVY Dp) 

S((pA Taq)V (gMAr)) Vrvp 

OO pVr (用 两 次 吸收 律 ) 

SC(pA TgA VpA TqgAnV pAgA Tr VpAgAr IV (TpATGAr) 

VCT7TpAMgqAnDV pA TgArIV (pAgAr) 
OmVm Vm Vm Vm Vm (重新 排序 ) 
可 见 式 (2. 13) 不 是 重 言 式 ( 主 析 取 范式 中 少 两 个 极 小 项 rz ,zz ) ,所 以 推理 不 正确 . 


2.4.2 推理 的 证 明 


2. 4. 1 节 是 从 命题 公式 的 真 值 和 命题 演算 的 角度 讨论 如 何 判 断 推理 的 正确 性 . 在 实际 
应 用 中 ,证 明 推 理 正确 和 进行 有 效 推理 的 基本 方法 古 构 造 推理 的 证 明 , 即 构造 一 个 从 前 近 到 
结论 的 公式 序列 ,序列 中 的 每 一 个 公式 虱 是 前 提 的 有 效 结论 .本 市 介绍 如 何 构 造 这 样 的 
序列 . 

右 强 渭 式 A 一 已 是 重 言 式 , 即 A 过 B, 则 以 前 件 A 为 前 近 , 后 件 B 为 结论 的 推理 古 正确 
的 . 例如 ,由 p 字 pVg, 可 知 由 前 提 p 推出 结论 pVg 是 正确 的 . 因为 这 个 绿 故 , 称 永 贞 的 一 
少 式 为 推理 定律 .下 面 给 出 9 条 营 用 的 推理 定律 ,它们 必 不 难 验 证 . 


(1) A=> (A VB). 附加 律 

(2) (A AB)=A. 化 催 律 

(3) (A 一 B) A A=B. 假 言 推理 

(4) (A—B) 人 -B=>-A. 拒 取 式 

(5) (AVB)A -B=A. 析 取 三 段 论 

(6) (4 一 B) A (B—C)= (A—0O0). 假 言 三 段 论 

(7) (A—B) A (C—>D)A(AVO)S=(BVD); 构造 性 二 难 

(A—>B)A(-~A—>B)A=B. 构造 性 二 难 ( 特 殊 形式 ) 

(8) (4 一 B)A 人 (CC 一 D)ACnBV -5D)=>(-7AV nmC). 破坏 性 二 难 


此 外 ,每 一 个 等 值 式 可 以 派生 出 两 条 推理 定律 : 由 A 令 B, 可 以 得 到 A 过 B 和 B 二 A. 也 


= 


2 
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就 是 说 ,可 以 把 一 个 公式 换 成 任何 与 它 等 值 的 公式 , 称 作 等 值 置换 ,简称 置换 . 特别 地 ,可 以 
利用 2.2.1 方 中 的 24 个 等 值 式 进行 这 种 置换 . 

定义 2.21 设 前 提 A; ,As,…,Ai ,结论 B, 如 果 一 个 公式 序列 的 最 后 是 B 并 有 旦 序列 中 
的 每 一 个 公式 或 者 是 某 个 A;(1 三 i 三 有) ,或 者 是 前 面 公式 的 有 效 结论 , 则 称 这 个 序列 是 由 前 
提 A ,A;,… ,A 推出 结论 B 的 证 明 . 

显然 ,如 果 存 在 由 前 提 Al ,A, ,…,Ax 推出 结论 B 的 证 明 , 则 这 个 推理 是 有 效 的 . 实际 
上 ,证 明 的 本 号 就 是 一 个 有 效 推 理 的 过 程 . 为 了 构造 证 明 , 引 入 下 述 推理 规则 : 

(1) 前 提 引 入 规则 : 在 证 明 的 每 一 步 都 可 以 引入 前 提 . 

(2) 绪论 引入 规则 : 在 证 明 的 每 一 步 都 可 以 引入 由 前 面 的 公式 得 到 的 有 效 结论 . 

申 前 面 给 出 的 8 条 推理 定律 和 等 值 置换 ,应 用 结论 引入 规则 可 以 导出 以 下 各 条 推理 
规则 . 

(3) 置换 规则 : 在 证 明 的 每 一 步 可 以 引入 前 面 公式 的 等 值 置换 . 

(4) 假 言 推理 规则 (或 称 分离 规 则 ) : 在 证 明 的 公式 序列 中 已 出 现 过 AAA- 已 和 A, 则 巾 假 
言 推 理 定律 ((A 一 B)AA 二 B) 可 知 ,B 是 A 习 B 和 A 的 有 效 结论 ,由 结论 引入 规则 可 知 ,可 
将 B 引入 到 命题 序列 中 来 .用 图 式 表 示 为 如 下 形式 

A—B 


A 
b 


以 下 各 条 推理 定律 是 接 以 图 式 给 出 ,不 再 加 以 说 明 . 
(5) 附加 规则 : 


A 
AVB 
(6) 化 简 规 则 : 
AAB 
商 
(7) 拒 取 式 规 则 ， 
A—B 
- B 
i 
(8) 假 言 三 段 论 规则 ; 
A—B 
B—C 
A—C 
(9) 析 取 三 段 论 规则 : 
AVB 
_ 8B 
A 
(10) 构造 性 二 难 推 理 规则 ， 
A—B 
C—D 
AVC 


命题 逻 竹 


(11) 破坏 性 二 难 推理 规则 : 


才 C 汕 


(12) 合 取 引 入 规则 : 


AAB 
本 条 规则 说 明 , 若 证 明 的 公式 序列 中 已 出 现 A 和 B, 则 可 将 AAB 引 入 序列 中 . 它 显然 是 合 
理 的 . 
构造 从 前 提 Al ,A: ,…,Ax 推 结论 B 的 证 明 时 ,推理 的 形式 结构 采用 式 (2.9) 的 形式 . 
前 提 : Ai ,As,… ,Au. 
结论 : B. 
对 于 正确 的 推理 ,人 们 能 从 前 提出 发 ,严格 地 按 着 推理 规则 构造 命题 序列 ,序列 的 最 后 
一 条 是 结论 B. 还 应 该 指出 ,对 于 任意 的 赋值 ,大 Ai,A;,…,Ai 均 为 真 , 则 构造 出 的 命题 序 
列 的 每 一 条 也 均 为 具 ,从 而 结论 B 为 其 . 
例 2.25 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
(1) 前 提 : pVgq,g*r,p>s, 7s. 
结论 : rr 人 (pV 9g). 
(2) 前 提 : 了 了 pVgsrV gr*s. 
结论 : 力 -一 3。 
解 (1) 证 明 : 


OD p>s 前 提 引 和 人 

Be 前 提 引 入 

G mp DD@ 拒 取 式 
pVga 前 提 引 入 

9 四 由 析 取 三 段 论 
gr 前 提 引 和 人 

中 人 电 假 言 推理 
rA(pVog) 由 合 取 


此 证 明 的 序列 长 为 8, 最 后 一 步 为 推理 的 结论 ,所 以 推理 正确 ,r 人 (pV g) 是 有 效 的 
结论 . 


(2) 证 明 : 

"pVg 本 提 5 引 入 

p>q 中 置换 

rV 一 前 提 引 入 

qr 号 置换 

p>r 思 由 假 言 三 段 论 


ee 前 提 引 入 
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p>s (OO 假 言 三 段 论 
得 证 推理 正确 ,ps 是 有 效 结 论 . 
例 2.26 构造 下 面 推 理 的 证 明 . 
若 数 a 是 实数 , 则 它 不 是 有 理 数 就 是 无 理 数 . 告 a 不 能 表示 成 分 数 , 则 它 不 是 有 理 数 .a 
是 实数 且 它 不 能 表示 成 分 数 . 所 以 ,a 是 无 理 数 . 
解 ”首先 将 简单 命题 符号 化 . 
pp: a 是 实数 . 
gq: a 是 有 理 数 . 
r: a 是 无 理 数 . 
s: a 能 表示 成 分 数 . 
前 提 : p 一 (gVr),-7s> "7g,phN 7 5s. 
结论 : 7. 


证 明 : 

DpA7s 前 提 引 人 

Op 山 化 简 

@ -7s 中 化 鸽 
p>(gVr) 本 提 引 入 

@ gVr 号 由 假 言 推理 
0 前 提 引 入 

(D ”9 QO@ 假 言 推 理 
Fr DD 析 取 三 段 论 


例 2.27 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
如 果 王 小 红 努 力学 习 , 她 一 定 取 得 好 成 绩 . 奢 王 小 红 贪 玩 或 不 按时 完成 作业 ,她 就 不 能 
取得 好 成 绩 . 所 以 ,如 琳 王 小 红 努 力 和 学习, 她 就 不 贪 玩 并 且 按 时 完成 作业 . 
解 ” 将 简单 命题 符号 化 . 
思 : 王 小 红 努力 学 习 . 
gq: 王 小 红 取得 好 成 绩 . 
r~: 王 小 红 贪 玩 . 
5: 王 小 红 按时 完成 作业 . 
前 提 : pg,(rV 了 ) 一 一 dg. 
结论 :; p 一 (一 rs). 


证 明 : 

人 前 提 引 入 

© (rV mn) 一 0 前 提 引 和信 

0 一 ~ 下 (7rV 3) 四 置换 

力 一 下 (CrV 3) 山 轧 假 言 三 段 论 
Bir 由 置换 

下 面 介 绍 两 种 证 明 方法 . 


(1) 附加 前 圳 证 明 法 


命题 让 大 


有 时 推理 的 形式 结构 具有 如 下 形式 
(4 AAA…AA) 一 (A 一 也 ) 
式 (2.14) 中 绪论 也 为 蕴涵 式 . 因为 
(4 AAA…A 人 AN 一 (4A 一 也 ) 
STAAA,A:…AA)V "AVB) 
全 (4 AAA…A 人 AD)V -A)VB 
S77(AlAA,A:…AA:AA)VB 
全 (4 AAA 人 A…A 人 人 AAA) 一 也 (C2. 15) 
所 以 可 以 通过 证 明 推 理 (2. 15) 来 证 明 推 理 (2. 14) , 即 当 推理 的 结论 为 列 涵 式 A 一 B 时 ,把 A 
加 入 推理 的 前 提 , 把 B 作为 推理 的 结论 称 此 证 明 方法 为 附加 前 提 证 明 法 ,并 称 A 为 附加 


前 提 . 
用 附加 前 提 证 明 法 ,重新 证 明 例 2. 27 中 的 推理 . 
证 明 : 
Dp 附加 前 提 引 入 
让- 前 提 引 入 
q 中 L@ 假 言 推理 


(rV ”3 一 ”9qg 前提 引 入 
CrV 5) (9 拒 取 式 
"rhs 名 置换 
(2) 归 诬 法 
归 庆 法 ( 反 证 法 ) 在 第 1 半 1.3 市 中 已 经 介绍 过 , 它 是 把 结论 的 否定 加 入 前 提 , 而 要 推出 
矛盾 , 即 以 0 为 结论 . 也 就 是 说 ,把 证 明 推 理 
(A AA,AN:…AN\A,)—B 
转换 成 证 明 推 理 
(4 AAA 人 …A 人 AAA 一 DB) 一 0 
其 理由 如 下 : 
(Ai MAA,A:……AA,)—B 
全 (AAA 人 … 人 AD)YVEB 
全 (AAA AAA 人 AAA” 了 B) 
合作 AAA 人 … 人 4 An”B)YVO 
全 (AAA 人 AAA 人 …A 人 AAA 一 B) 一 0 
例 2.28 构造 下 面 推理 的 证 明 . 
如 果 小 张 守 第 一 侄 并 且 小 李 回 B 队 投 球 , 则 A 队 将 取胜 .或 者 A 队 未 取胜 ,或 者 A 队 
成 为 联赛 第 一 名 . A 队 没 有 成 为 联赛 的 第 一 名 .小 张 守 第 一 侄 . 因此 ,小 李 没 癌 B 队 投球 . 
解 ” 先 将 简单 命题 符号 化 . 
轧 : 小 张 守 第 一 从 . 
g: 小 至 问 B 队 投 球 . 
r: A 队 了 取胜. 


才 C 汕 


高 邢 数学 ( 务 3 版 ) 


s: A 队 成 为 联赛 第 一 名 . 
前 提 : (pAg)>r, mrVs, sp. 


结论 : ”d. 
证 明 : 用 归 请 法 证 . 
np 

© rrVs 
mi 

mi 
(pAgq)—r 
"(ph g) 
TpV ig 
(©) p 

-7g 
ooA 一 0 


结论 的 否定 引入 
前 十 引入 
前 捉 引 入 
前 捉 引 入 
(3) 拒 取 式 

© 置换 
前 捉 引 入 
D8 析 取 三 段 论 
中 加 合 取 


所 以 推理 正确 . 请 读者 不 用 归 诬 法 证 明之 . 


问 : 


例 2.29 民警 侦查 一 起 盗窃 案 ,掌握 了 下 述 事实 ， 


(1) 甲 或 乙 偷 了 一 台 计 算 机 . 


(2) 硅 甲 偷 了 这 从 计算机, 则 作案 时 间 不 可 能 发 生 在 午夜 之 前 . 
(3) 大 乙 说 的 是 真 话 , 则 午夜 时 屋 里 的 灯 是 之 看 的 . 
(4) 在 乙 说 的 是 说话 , 则 作案 时 间 在 午夜 之 前 . 


(5) 午夜 时 屋 里 的 灯 灭 了 了. 


是 谁 偷 了 这 台 计 算 机 ? 


解 设 p: 甲 价 了 这 全 计算机 ， 
g: 乙 偷 了 这 台 计 算 机 ; 
r: 作案 时 间 发 生 在 午夜 前 ; 
s: 乙 说 的 是 中 话 ; 
t: 午夜 时 屋 里 的 灯 是 亮 看 的 . 
根据 苇 担 的 事实 ,有 下 述 前 提 . 


前 提 : 户 Vg,zb 一 一 
推理 如 下 : 

De™ 

1 

一 

Te 

p> 一 7 

D —p 

pVga 

oF 


rs*t»s is*rs |f 


前 提 引 入 
前 提 引 入 
D3 拒 取 式 
前 提 引 入 

已 由 假 言 推理 
前 提 引 入 
中 中 拒 取 式 
前 提 引 入 
DB® 析 取 三 段 论 


命题 雇 故 


可 以 得 出 结论 : 乙 丛 了 这 侣 计算 机 . 
2.4.3 归结 证 明 法 


2. 4.2 节 在 构造 推理 证 明 时 使 用 很 多 条 推理 规则 ,这 不 利于 在 计算 机 上 的 实现 . 归结 
证 明 法 除 前 提 引 入 规则 外 ,只 使 用 一 条 归结 规则 ,因而 便于 在 计算 机 上 的 实现 ,在 人 工 智 能 
中 有 广泛 的 应 用 . 归结 证 明 法 又 称 消 解法 . 
归结 规则 
显然 有 
EC (2. 16) 
其 中 ,L 是 一 个 变 元 ,C! 和 C 是 简单 析 取 式 . 事实 上 ,只 有 当 C1 和 Cs 都 为 0 时 , 右 端 才 为 
0, 而 此 时 左 端 也 为 0, 因此 这 是 一 个 重 言 式 . 称 (2. 16) 为 归结 定律 . 根据 归结 定律 ,应 用 结 
论 引 入 规则 得 到 下 述 归 结 规则 . 
下 
LV 
CG VC 
其 中 ,L 是 一 个 变 元 ,C! 和 Cs 是 简单 析 取 式 . 特别 地 , 当 C 和 C; 为 空 简单 析 取 式 ( 即 不 含 
任何 文字 的 简单 析 取 式 ) 时 ,由 工 和 ?过 推 出 空 简单 析 取 式 , 而 空 简单 析 取 式 是 下 拓 式 -一 
局 今后 把 空 价 单 
析 取 式 记 作 0. 当 Ci 或 Cs 为 空 简 单 析 取 式 时 也 用 0 代替. 例如 ,由 jp 和 一 pVg 推出 g, 这 
里 工 一 户 ,C 一 0,C; 一 9. 


应 用 归结 规则 由 两 个 含有 相同 变 元 (一 个 含 变 元 , 男 一 个 含 它 的 否定 式 ) 的 简单 析 取 式 
推出 一 个 新 的 不 含 这 个 变 元 的 简单 析 取 式 , 对 这 个 新 的 简单 析 取 式 又 可 以 继续 应 用 归结 
规则 . 


归结 证 明 法 的 基本 思想 是 采用 归 请 法 ,把 绪论 的 否定 引入 前 提 . 如 果 推 出 空 何 单 析 取 
式 , 即 推出 0 , 则 证 明 推理 正确 . 其 证 明 步 又 如 下 ， 
(1) 把 结论 的 否定 引入 前 提 . 
(2) 把 所 有 前 提 , 包 括 结 论 的 否定 在 内 ,化 成 合 取 范 式 , 并 把 得 到 的 合 取 缉 式 中 的 所 有 
向 单 析 取 式 作 为 前 提 . 
(3) 应 用 归结 规则 进行 推理 . 
(4) 如 果 推 出 空 价 单 析 取 式 , 即 推出 0, 则 证 明 推 理 正确 . 
实际 上 可 以 证 明 , 如 来 推 理 正确 , 则 一 定 可 以 推出 空位 单 析 取 式 . 
(1) 和 (2) 是 构造 推理 证 明 的 准备 工作 . 设 推 理 形式 为 
前 提 : AAA 
结论 : B 
求 出 Ai,A,,…,A; 和 一 B 的 合 取 范 式 , 设 
AiSOCu A Ca 人 … A Cm 
AsSCn 人 Co 人 … N Cs, 


= 


2、 
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AiSCnu 人 Ce 人 人 A Ch, 
Do Dh DD 
于 是 ,经 过 (1) 和 (2) 把 推理 的 形式 转化 为 下 述 等 价 的 形式 
前 移 ， GoryGo yO G00 se, 
人 1 
结论 : 0 
当然 , 奢 在 (2. 17) 的 前 提 中 有 重复 出 现 的 简单 析 取 式 , 应 该 删 去 . 
例 2.30 用 归结 法 证 明 下 面 推理 . 
前 提 :pVg， Yr rys. 
结论 :0 Vs. 
解 ” 先 把 推理 形式 改写 成 (2.17) 的 形式 ,这 里 前 提 中 的 公式 痢 已 经 是 简单 析 取 式 , 而 
7(gVs) 售 Tg 人 A 八 一 s， 因 此 有 
前 提 :pVg， hrs rrVs, Ty 3, 


结论 :0 

证 明 : 虽 pVg 前 提 引 入 
"pVr 好 提 5 引入 
qVr 器 归 结 
由 mrVs 六 提 引 入 
gqVs 号 由 归结 
@ 一 前 提 引 入 
CD 归结 
ls 杀 提 5 引入 
0 QD 归结 


注意 :在 推理 中 ,有 些 简 单 析 取 式 是 一 个 文字 ,如 mas 与 .用 归结 规则 时 ,将 它们 分 
别 看 成 JgV0,sV0 与 ~sV0. 

例 2.31 用 归结 法 构造 下 面 推 理 的 证 明 . 

前 提 ,p,p>g, mgVr. 

结论 :r. 

解 ” 先 将 此 推理 化 成 式 (2. 17) 形 式 . 

前 提 :p, pVgq, TqVr,7r. 


结论 :0. 

证 明 :J 户 前 提 引 入 
"pVga 六 提 引 入 
Vg 中 四 归结 
@ -ovVr ”前提 引入 
r GO 由 归结 
© -r 前 提 引 入 


Do 中 归结 


例 2.32 用 归结 法 证 明 下 面 推 理 . 
有 前提: 了 pVgVr,7Tg,7r. 


结论 "ps 


前 提 : pVgqVr;, ng mr, p. 


结论 :0. 

证 明 :Q -pVgVr 前 提 引 入 
Tg 前 提 引 入 
ThVr 加 归结 
= 本 提 引 入 
© 已 已 由 归结 
©p 前 提 引 入 
G@) 0 (归结 


例 2.33 用 归结 法 证 明 下 面 推 理 . 
前 提 :p a rVg,p. 


结 论 :他 。 


解 ”首先 将 推理 形式 化 成 (2.17) 的 形式 . 
前 提 :了 户 Vr， robs 


结论 :0. 

证 明 .Q) -pVr 前 提 引 入 
p 前 提 引 入 
r 中 四 归结 
mrVg 前 提 引 入 
q 归结 
© ”0 前 提 引 入 
@) 0 归结 


例 2.34 用 归 绪 证 明 法 证 明 下 面 推理 . 
前 提 :gpqP sr sOt,t Nr. 


结论 :p 人 9 人 S。 


解 ” 先 将 推理 形式 化 成 (2. 17) 的 形式 ， 


亲 担 :moVp, noVsy， TsVgs nsVi mtVSto7r 轧 V 7gV ls, 


结论 : 人。 


合 题 逻 才 


这 里 注意 ,goe>*s 会 (qqVs)A(CnsVa) 有 两 个 简单 析 取 式 gVs 和 msVa, 同 样 地 ,se 上 和 


t Ar 也 有 两 个 简单 析 取 式 ,而 ” (AAS 全 pv”oynms 是 一 个 简单 析 取 式 . 


证 明 : 四 mxzVs 前 提 引 入 
t 前 提 引 入 
s 器 归 结 
EA A 前 提 引 入 
© gq @@ 归 结 
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锅 孝 发 


2.4 


为 在 
证 明 
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TgVp 前 提 引 入 
Dp @@ 归 结 
TpV iqV DY 前 提 引 入 
人 @@ 归 结 
(0 一 : 9@ 归 结 
D0 田中 归结 


.4 对 证 明 方 法 的 补充 说 明 

现在 回 过 头 来 用 命题 逻辑 对 1. 3 节 中 介绍 的 证 明 方 法 做 进一步 的 说 明 . 

设 竺 证明 的 命题 为 A 一 忆 , 由 于 只 有 当 A 为 真 .B 为 假 时 ,A 一 B 为 假 , 故 只 需 证 明 当 A 
时 B 为 黄 . 特别 地 , 硅 证 明了 A 为 矛盾 式 ,; 则 A 习 B 必 为 丰 . 这 就 是 前 提 假 证 明 法 . 硅 
了 B 为 永 真 式 , 则 不 管 A 如 何 ,A 一 B 也 必 为 真 . 这 就 是 结论 真 证 明 法 . 

关于 间接 证 明 法 ,因为 A 一 B 全 ”BA, 所 以 可 以 通过 证 明 ”B 一 ”mA 为 真 来 证 明 


A 一 B 为 真 . 


所 以 


关于 归 雇 法 在 2.4. 2 节 中 已 作 说 明 . 
关于 分 情况 证 明 法 ,因为 
(AT V As V wmV AS 一 也 
全 (4VAV…VADJYVEB 
S(TAAN TA,A:…A -A)VB 
全 (AIVB)ACnAVEB)A…A 人 (CnAVEB) 
全 (4 一 B)A(A 一 B)A 人 人 …A 和 人 (4A 一 也 ) 
,可 以 用 证 明 所 有 的 A; 一 B ,4 一 局,… ,4A 一 也 都 为 真 来 证 明 (A,V A,V…VA,)»B 


为 真 . 


2. 1 


习 题 


下 列 诸 句 中 哪些 是 命题 ? 在 是 命题 的 诸 句 中 ,哪些 是 真 命 题 ?” 哪 些 是 假 命 题 ? 哪些 命 
题 的 真 值 现在 (2008 年 2 月 ) 还 不 知道 ? 
(1) 2 是 勾 数 吗 ? 

(2) 17 只 能 被 1 和 它 本 身 整 除 . 

(3) 请 别 说 话 ! 

(4) 2 十 3 一 8. 

(5) 真 累 呀 ! 

(6) 军 宙 间 只 有 地 球 上 有 生命 . 

(7) 大 偶数 都 是 两 个 率 数 之 和 . 

(8) z 十 2 一 7. 

(9) 3 十 V5 . 

(10) 言 玛 拉 雅 山 最 高 . 


本 


A 


2.4 
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写 出 下 列 各 命题 的 真 值 ,并 指出 哪些 是 简单 命题 . 
(1) 177 乘 255 之 积 是 偶数 . 
(2) x 与 V5 都 是 无 理 数 . 
(3) 98 与 99 是 相 邻 的 自然 数 . 
(4) 长 江 与 黄河 是 中 国 两 条 最 长 的 河 . 
(5) 硅 7n 为 目 然 数 , 则 与 nn 十 1 一 个 是 奇数 ,一 个 是 偶数 . 
(6) 6 或 9 是 偶数 . 
(7) 6 或 9 是 奇数 . 
设 p: 雪 是 日 色 的 . 

qq: 纽约 是 美国 的 首都 ， 
求 下 列 复 合 命题 的 真 值 . 
(1) pVo. 
(2) ph\ 7 9g. 
(2) Do. 
(4) peog. 
(5) (pA\gq)>(pV -9g). 
指出 下 列 陈述 句 中 ,哪些 是 相 容 或 ”哪些 是 排斥 或 ? 并 将 它们 符号 化 . 
(1) 王 志 大 是 黑龙 江 或 吉林 人 . 
(2) 李 小 川 生 于 1990 年 或 1991 年 . 
(3) 刘 文 虎 现 在 在 宿舍 或 在 图 书馆 里 . 
(4) 4 是 偶数 或 是 奇数 . 
(5) 日 然 数 nn 是 偶数 ,或 日 然 数 m 是 可 数 . 
(6) 张海燕 去 过 美国 或 去 过 加 拿 大 . 
(7) 赵 元 元 只 能 选 学 英语 或 只 能 选 学 法 语 . 
将 下 列 陈述 句 符 号 化 . 
(1) 刘 了 丽华 聪明 用 功 . 
(2) 李 秀 与 张 华 都 是 东北 人 . 
(3) 郑 小 虎 一 面 吃饭 ,一 面 看 电视 . 
(4) 2 是 偶 系 数 . 
(5) 虽然 天 气 很 冷 , 可 人 们 情绪 很 高 . 
(6) 张 小 强 不 仅 能 吃 确 ,而且 很 能 干 . 
(7) 村 梅 与 李 丙 是 亲 姐 妹 . 
(8) 赵 志 全 与 张 钟 山 是 同乡 人 . 
设 p: 王 窟 努力 学 习 . 

q: 王 容 取得 好 成 绩 . 
将 下 列 陈述 句 符 号 化 . 
(1) 只 要 王 甘 努力 学 习 , 她 就 会 取得 好 成 绩 . 
(2) 王 容 取得 好 成 缚 ,如 果 她 努力 学 习 . 
(3) 只 有 王 甘 努力 学 习 , 她 才能 取得 好 成 绩 . 
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(4) 除非 王 警 努 力学 习 ,否则 她 不 能 取得 好 成 绩 . 
(5) 假如 王 著 不 努力 学 习 , 她 就 不 能 取得 好 成 绩 . 
(6) 王 敬 取得 好 成 绩 , 仅 当 她 努力 学 习 了 了 . 
2.7 将 下 列 命题 符号 化 ,并 指出 各 命题 的 真 值 . 
(1) 车 2 十 3 二 5, 则 地 球 是 方 的 . 
(2) 硅 2 十 3 二 5, 则 法 国 是 欧洲 国家 . 
(3) 若 雪 是 黑色 的 , 则 V5 是 有 理 数 . 
(4) 若 雪 是 黑色 的 , 则 vV5 是 无 理 数 . 
2.8 将 下 列 命题 符号 化 ,并 指出 它们 的 真 但. 
3 雪上 仅 当 下 
(2) V2 十 V3 二 V5 的 充 要 条 件 是 V2 ，3 二 v6. 
(3) 2 十 2 关 4 与 4 十 4 一 8 互 为 充 要 条 件 . 
(4) 如 果 v2 是 无 理 数 , 则 v3 也 是 无 理 数 ,反之 亦 然 . 
2.9 将 下 列 陈 述 语句 符号 化 ,并 讨论 县 值 . 
(1) 和 若 今 天 是 1 号, 则 明天 是 2 号 . 
(2) 只 有 今天 是 1 号 ,明天 才 是 2 号 . 
(3) 今天 是 1 号 当 且 仅 当 明天 是 2 号 . 
(4) 若 今 天 是 1 号 , 则 明天 是 3 号 . 
2.10 设 p: 俄罗斯 的 首都 是 莫斯科 . 
gq: 2 十 5 一 7. 
r: 日 本 位 于 北美 洲 . 
求 下 列 各 复合 命题 的 真 值 . 
(1) (pA mg)—>r. 
(2) (pegq) or. 
(3) (7pVgVr A mr. 
(4) (pAaN Tr (Cn pV TqVr). 
2.11 当 p,g 的 真 值 为 0, r,s 的 真 值 为 1 时 , 求 下 列 各 公式 的 员 伸 . 
(1) (ppV(CAr)) 一 (rVs). 
(2) (per)A(mgVs). 
(3) C7pA TgNn ee(phlgA 7 7). 
(4) C7T7pA TgArAs)V (pAgArA s). 
2.12 用 真 什 表 判断 下 列 公 式 的 类 型 . 
(1) p>(pVgaVr). 
(2) 7(TqgVp) A Dp. 
人 
(4) (pA 一 人 《人力 VO). 
2.13 设 p,g,r 为 任意 的 个 体 变 项 ,用 真 值 表 验 证 下 列 各 式 . 
(1) 结合 律 : (pVg)Vr 合 pV(gVn7)， 
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(pAg)Ar 人 SS pA(aAr). 
(2) 分 配 律 : pV(gAr) 售 (pVg)A(pV7)， 
pA(gVr) 人 SO (pAg)V (pAr) 
设 p,g 为 任意 的 个 体 变 项 ,用 真 值 表 验证 下 列 各 式 . 
(1) 吸收 律 : pV (pg) 售 p, pA (pVg) 晤 pp. 
(2) 同一 律 : pV0Sp, pA1lSp. 
(3) 归 请 论 : (pq) A (pqg) 合 一 p. 
用 丰 值 表 证 明 下 列 冀 涵 式 为 重 言 式 . 
(1) Cp»*og) NN (o>r}) (pr). 
(2) (CpVo) Np—>r) NN (o>r))——r. 
用 牙 值 表 证 明 下 列 各 式 . 
(1) (pq)—r HD p> (gr). 
(2) 力 一 (gg 一 7) SO (phg)—r. 
设 A,B,C 为 任意 的 命题 公式 . 
(1) 若 AVC 售 BVC, A 售 B 一 定 为 真 吗 ? 
(2) 车 AAC 马 BAC, ASSB 一 定 为 真 吗 ? 
(3) 车 "4A 人 怠 ”B,A 参 日 一 定 为 真 吗 ? 
用 等 值 演算 法 证 明 下 列 各 式 为 重 言 式 . 
(1) 〈 访 一 g) 一 (人 一 9 一 一 力 ). 
(2) (人 (一 万 V9) 人 (9 一 7r)) 一 (人 一 旋 V7). 
用 等 值 演算 法 证 明 下 列 各 式 为 矛盾 式 . 
(1) (pg) Mahr. 
(2) (p> (pV og)). 
用 等 值 演算 法 证 明 下 面 等 值 式 . 
(1) ((p>g) A (p37)) SO (p>(gAr)). 
(2) 7 (pog) SO ((pVg)AN 7 (pAg)). 
将 下 面 公 式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 {” ,V ,人 A} 中 联结 词 的 公式 . 
(1) p=(0g*7). 
(2) (p>g)Vr. 
(3) peg. 
将 下 面 公 式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 {” ,人 A} 中 联结 词 的 公式 . 
(1) (pAgq)V 了 7. 
(2) (p>q)—>r. 
将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 {”，,V} 中 联结 词 的 公式 . 
(1) 户 人 AgA 一 rr 
(2) TpA 7 (pAr). 
(2) Doveo 
将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 {4” ,一 } 中 联结 词 的 公式 . 
(1)pVgVr. 
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(2) (p>g) 人 一 7 

将 下 面 公 式 化 成 与 之 等 值 的 并 且 仅 含 联结 词 人 和 仅 含 联结 词 y 的 公 

(1) po 

(2) 一 户 V 9. 

用 等 值 演算 法 求 下 列 公 式 的 主 析 取 范 式 , 并 求 成 芮 赋值 . 

(1) (Tp—>g)—>(7gV pp). 

(2) ("pVg) 人 9. 

(3) (pV(gAr))>(pVagVr). 

求 题 2. 26 中 各 小 题 的 主 合 取 范式 ,并 求 成 假 赋值 . 

通过 求 主 析 取 范式 , 求 下 列 公 式 的 主 合 取 范式 . 

(1) (pAg)Vr. 

(2) (p>g) 人 (9 一 广 ). 

用 在 值 表 求 下 列 公 式 的 主 析 取 范式 . 

(1) (pADV (TpAr). 

(2) (p>qg)>(po 7 g). 

用 主 析 取 范式 判断 下 列 各 组 公式 是 否 等 值 . 

,a 

(2) (po0)—*7 SS(pNo)r. 

某 公司 要 从 赵 、 钱 、 孙 、 李 、 周 5 名 新 毕业 的 大 学 生 中 选派 一 些 人 出 国学 习 . 选派 必须 

满足 以 下 条 件 . 

(1) 夺 赵 去 , 钱 也 去 . 

(2) 李 、 周 两 人 中 必 有 一 人 去 . 

(3) 钱 、 孙 两 人 中 去 且 仅 去 一 人 . 

(4) 孙 、 至 两 人 同 去 或 同 不 去 . 

(5) 右 周 去 , 则 赵 、 钱 也 同 去 . 

用 等 值 演算 法 分 析 该 公司 如 何 选派 他 们 出 国 ? 

设 bp: 王 小 川 是 文科 生 .g: 王 小 川 爱 看 小 说 . 与 出 下 面 各 推理 的 形式 结构 ,并 用 真人 

表 主 析 取 范式 等 方法 判断 下 列 各 推理 是 否 正确 . 

(1) 大王 小 川 是 文科 生 , 则 他 爱 看 小 说 . 王 小 川 是 文科 生 . 所 以 他 爱 看 小 说 . 

(2) 硅 王 小 川 爱 看 小 说 , 则 他 是 文科 生 . 王 小 川 是 文科 生 . 所 以 他 爱 看 小 说 . 

(3) 硅 王 小 川 爱 看 小 说 , 则 他 是 文科 生 . 王 小 川 不 是 文科 生 . 所 以 他 不 爱 看 小 说 . 

有 一 恤 灯 由 3 个 开关 控制 ,要求 按 任何 一 个 开关 都 能 使 灯 由 亮 变 黑 或 由 黑 变 亮 . 试 

设计 控制 这 荔 灯 的 组 合 电路 ,号 出 它 的 人 逻辑 表达 式 . 

(1) 二 进 制 半 加 短 有 2 个 输入 过 和 y:;,2 个 输出 和 rc, 其 中 和 > 是 被 加 数 ,s 是 半 
和 ,c 是 进位 . 试 与 出 ss 和 ec 的 逻辑 表达 式 . 

(2) 二 进 制 全 加 般 有 3 个 输入 zy 和 zz ,2 个 输出 s 和 c ,其 中 x 和 y 是 被 加 数 ,z 是 前 
一 位 的 进位 ,s 是 和 ,c 是 进位 . 试 写 出 s 和 c 的 逻辑 表达 式 . 

构造 下 面 各 推理 的 证 明 . 

(1) 前 提 : 了 pVg,g 六 r, 一 r. 
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结论 : 一 上 p. 

(2) 前 提 : p 一 (gs),pV Tr,g. 
结论 : rs. 

(3) 前 提 : pq,p 一 7. 
结论 : p (gq AMNr). 


构造 下 面 推理 的 证 明 . 


小 王 竺 过 英 堵 或 日 请 .如 条 小 王 等 过 喘 培 , 则 他 去 过 英国 . 如 条 他 去 过 英国 ,他 也 去 过 
日 本 .所 以 小 王 学 过 日 博 或 去 过 日 本 ， 
如 果 李 淑敏 是 理科 生 ,她 一 定 学 微 积 分 ,如 果 她 不 是 文科 学 生 ,她 一 定 是 理科 学 生 . 她 
没 学 微 积 分 . 所 以 她 是 文科 生 . 
(1) 前 担 : pg, TrVgsrA 人 一 s. 
结论 : 了 也 
(2) 有 前提: pVg,p*r,gs. 
结论 :rrVs. 
用 归结 法 证 明 下 面 推 理 . 
前 提 : pa prsr™s. 
结论 : gVs. 
用 归 绪 法 证 明 下 面 推理 . 
前 担 : p, 了 pVr, 了 mrVs. 
结论 : 5. 
用 归结 法 证 明 下 面 推 理 . 
前 担 : p 一 (gq 一 s) ,rr 一 p,qg. 
结论 : rs. 
用 归结 法 证 明 下 面 推 理 . 
如 果 周 强 是 上 海 人 , 则 他 是 复旦 大 学 或 中 山大 学 的 和 学生. 如 条 他 不 想 离 开 上 海 ,他 就 
不 是 中 山大 学 学 生 . 周强 是 上 海 人 并 且 不 想 离 开 上 海 . 所 以 他 是 复旦 大 学 学 生 . 
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3.1 一 阶 逻 辑 基本 概念 


3.1.1 命题 逮 和 辑 的 局 限 性 


在 命题 逻辑 中 ,命题 是 最 基本 的 单位 ,对 简单 命题 不 再 进行 分 解 ,并 且 不 考 夸 命题 之 间 
的 内 在 联系 和 数量 关系 . 因而 命题 逻辑 具有 局 限 性 ,甚至 无 法 判断 一 些 简 单 而 常见 的 推理 . 
考虑 下 面 的 推理 . 

6 是 偶数 . 

所 以 ,6 能 被 2 整除 . 
这 个 推理 显然 是 数学 中 的 正确 推理 ,但 在 命题 逻辑 中 却 无 法 证 明 它 的 正确 性 . 因为 在 命题 逻 
辑 中 只 能 将 推理 中 出 现 的 3 个 句子 看 作 简 单 命题 ,依次 符号 化 为 p,qg,r, 将 推理 的 形式 结构 
从 号 化 为 

(pAgq)—r 

由 于 上 式 不 是 重 言 式 , 所 以 认为 这 个 推理 是 错误 的 . 为 了 克服 命题 逻辑 的 局 限 性 ,就 需要 引 
入 个 体 词 ,谓词 和 量词 ,以 期 达到 表达 出 个 体 与 总 体 的 内 在 联系 和 数量 关系 ,这 就 是 一 阶 逻 
辑 所 人 研究 的 内 容 .一 阶 逻 辑 也 称 一 阶 谓词 逻辑 或 谓词 逻辑 . 


3.1.2 个 体 词 .谓词 与 量词 


在 一 阶 逻 辑 中 ,要 求 将 简单 的 陈述 名 (可 能 是 命题 ,也 可 能 不 是 命题 ) 细 分 成 主语 与 谓 
语 , 用 PCz) 表 示 工 具有 性 质 己 ,讨论 PCz) 在 什么 情况 下 为 真 , 在 什么 情况 下 为 假 , 并 且 讨论 
和 的 指定 的 取信 范围 内 是 否 对 所 有 的 工 均 为 中, 或 存在 工 使 其 为 中 等 ,在 讨论 中 有 3 个 
要 素 是 必 不 可 少 的 ,这 就 是 个 体 词 .谓词 与 量词 .有 了 这 3 个 要 素 的 概念 之 后 ,就 可 以 讨论 一 
阶 逻辑 中 命题 (可 含 命 题 变 项 ) 符 号 化 的 问题 了 . 

1. 个 体 词 

个 体 词 是 指 所 研究 对 象 中 可 以 独立 存在 的 具体 的 或 抽象 的 客体 . 例如 ,小 王 , 小 李 , 中 
国 ,V2 ,3 等 都 可 作为 个 体 词 . 将 表示 具体 或 特定 的 客体 的 个 体 词 称 作 个 体 常 项 ,一 般 用 小 写 
英文 字母 a,b,c,… 表 示 , 而 将 表示 抽象 或 泛 指 的 个 体 词 称 为 个 体 变 项 ,常用 zy,z,… 表 
示 . 并 称 个 体 变 项 的 取 值 范围 为 个 体 域 (或 称 论 域 ). 个 体 域 可 以 是 有 穷 集 合 ,例如 ,1{1,2,3)， 
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{asbycyd},{asbscs"… ,Tsysz}，"… ,也 可 以 是 无 穷 集合 .例如 ,自然 数 集合 N= 二 {0,1,2,…})， 
实数 集合 R= 二 {x1zx 是 实数 }…. 有 一 个 特殊 的 个 体 域 , 它 是 由 宇宙 间 一 切 事物 组 成 的 , 称 为 
全 总 个 体 域 . 本 书 在 论述 或 推理 中 如 无 指明 所 采用 的 个 体 域 ,都 是 使 用 的 全 总 个 体 域 . 

例如 ,在 “5 是 素数 ”, “zy 中 ,， 5, 素数 ,zx,y 都 是 个 体 词 , 其 中 , 5, 素数 是 个 体 常 项 ， 
zy 均 为 个 体 变 项 . 

2. 谓词 

谓词 是 用 来 刻画 个 体 词性 质 及 个 体 词 之 间 相 互 关 系 的 词 . 考虑 下 面 4 个 命题 (或 命题 变 
项 ) ; 

(1) V2 是 无 理 数 . 

(2) 工 是 有 有理数. 

(3) 小 王 与 小 李 同 岁 . 

(4) 工 与 y 具有 关系 工 . 

在 (1) 中 ,v2 是 个 体 常 项 ,“…… 是 无 理 数 ” 是 谓词 , 记 为 ,并 用 F(Gv2) 表 示 (1) 中 命题 . 


在 (2) 中 ,zx 是 个 体 变 项 ,“…… 是 有 理 数 ”是 谓词 , 记 为 G, 用 G(x) 表示 (2) 中 命题 . 在 (3) 中 ， 
小 王 ,小 李 部 是 个 体委 项 ,“…… 与 …… 同 岁 ” 是 谓词 , 记 为 电 ; 则 (3) 中 命题 符号 化 形式 为 
H(a,6b), 其 中 ,a: 小 王 ,6: 小 李 . 在 (4) 中 ,zx,y 为 两 个 个 体 变 项 ,“…… 与 …… 有 关系 上 L” 是 请 


词 , 符 号 化 为 L(x,y). 

同 个 体 词 一 样 ,谓词 也 有 和 常 项 与 变 项 之 分 . 表示 具体 性 质 或 关系 的 谓词 称 为 谓词 常 项 ， 
表示 抽 和 象 的 或 沁 指 的 性 质 或 关系 的 谓词 称 为 谓词 变 项 . 无 论 是 谓词 稼 项 或 变 项 都 用 大 与 英 
文字 母 ,G, 右 ,… 表 示 ,， 要 根据 上 下 文 区 分 . 在 上 面 4 个 命题 中 ，(1),(2),(3) 中 谓词 下 ， 
G, 理 是 常 项 ,而 (4) 中 谓词 L 是 变 项 .一 般 地 , 用 F(a) 表示 个 体 常 项 a 具有 性 质 下 (F 是 请 
词 常 项 或 谓词 变 项 ), 用 F(z) 表示 个 体 变 项 x 具有 人 性 质 F. 而 用 下 (a,5b) 表 示 个 
体 常 项 a,b 具 有 关系 下 ， 用 F(x,y) 表 示 个 体 变 项 zx,y 具有 关系 F. 更 一 般 地 ,用 
PK(ziyz ,XTX, ) 表 示 含 n(n 宇 1) 个 命题 变 项 zi ,zy ,… ,Xx, 的 n 元 谓词 ,n= 二 1 时 ,P(xz) 表 示 
zl 具有 性 质 已 , 2 三 2 时 ,P(r ,Xs Xi) 表示 Xi1 ,Xs，"… ,Xs 具有 关系 PP. 实质 上 ,n 元 谓词 
P(xzi,zs，…,X,) 可 以 看 成 以 个 体 域 为 定义 域 ,以 10,1) 为 值 域 的 元 函数 或 关系 . 它 不 是 合 
题 . 要 想 使 它 成 为 命题 ,必须 用 谓词 稼 项 取代 下 ,用 个 体 稍 项 al,as,，…,a, 取代 
X19XT29"* ,Tas 得 (al ,as,… ,a,) 是 命题 ,或 加 量词 ( 见 下 文 ). 

有 时 将 不 带 个 体 变 项 的 谓词 称 为 0 元 谓词 ,例如 ,F(a),G(a,b5),P(al,as，…,a,) 等 都 
是 0 元 谓词 , 当 F,G,P 为 谓词 稼 项 时 ,0 元 谓词 为 命题 . 这 样 一 来 ,命题 逻辑 中 的 命题 均 可 
以 表示 成 0 元 谓词 ,因而 可 将 命题 看 成 特殊 的 谓词 . 

例 3.1 将 下 列 命题 在 一 阶 逻 辑 中 用 0 元 谓词 符号 化 ,并 讨论 它们 的 真 值 . 

(1) 只 有 2 是 系数 ,4 才 是 系数 . 

(2) 如 条 5 大 于 4, 则 4 大 于 6. 

解 (1) 设 1 元 谓词 F(x) ;x 是 素数 .a:2, 5:4. (1) 中 命题 符号 化 为 0 元 谓词 的 蕴涵 式 

FPF(b)— F(a) 
由 于 此 蕴涵 前 件 为 假 ,所 以 (1) 中 命题 为 真 . 

(2) 设 2 元 谓词 G(x,y): 工大 于 y. a:4,6:5,c:6.G(5b,a),G(a,c) 是 两 个 0 元 谓词 ,把 

(2) 中 命题 符号 化 为 
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Ca) 一 Cayc) 

由 于 GC5,a) 为 真 , 而 G(a,c) 为 假 ,所 以 (2) 中 命题 为 假 . 

3. 量词 

有 了 个 体 词 和 谓词 的 概念 之 后 ,对 有 些 命题 来 说 ,还 是 不 能 准确 地 符号 化 ,原因 是 还 缺 
少 表 示 个 体 常 项 或 变 项 之 间 数 量 关系 的 词 . 表示 个 体 常 项 或 变 项 之 间 数 量 关 系 的 词 称 为 量 
词 . 量词 有 两 个 . 

(1) 全 称 量 词 日 常生 活 和 数学 中 篆 用 的 "一切 的 >“ 所 有 的 “每 一 个 “任意 的 ”、 
“ 凡 ? “都 ?等 词 可 统称 为 全 称 量词 ,将 它们 符号 化 为 “VY”. 并 用 Vzx, Vy 等 表示 个 体 域 里 的 
所 有 个 体 , 而 用 VxzEFEGz),YyG(Cy) 等 分 别 表示 个 体 域 里 所 有 个 体 都 有 性 质 F 和 都 有 人 性 
质 G. 

(2) 存在 量词 日 常生 活 和 数学 中 常用 的 “存在 “有 一 个 ”“ 有 的 “至 少 有 一 个 ”等 
词 统称 为 存在 量词 ,将 它们 都 符号 化 为 ”了 ”并 用 了 jz, yy 等 表示 个 体 域 里 有 的 个 体 , 而 用 
jj xF(z) ,vyG(y) 等 分 别 表示 在 个 体 域 里 存在 个 体 具有 性 质 F 和 存在 个 体 具 有 性 质 G 等 . 


3.1.3 一 阶 逻 辑 命 题 符 号 化 


本 小 节 将 用 例题 说 明 一 阶 逻辑 中 命题 符号 化 的 形式 ,以 及 注意 事项 . 
例 3.2 在 个 体 域 分 别 限制 为 (a) 和 (b) 条 件 时 ,将 下 面 两 个 命题 符号 化 . 
(1) 凡是 人 都 呼吸 . 
(2) 有 的 人 用 左手 写字 . 
其 中 ， 
(a) 个 体 域 D, 为 人 类 集合 ; 
(b) 个 体 域 D, 为 全 总 个 体 域 . 
解 ” (a) 令 F(z);x 呼吸 .G(x):x 用 左手 写字 . 
(1) 在 Di 中 除 人 外 ,再 无 别 的 东西 ,因而 “凡是 人 都 呼吸 ”应 符号 化 为 


VY xF (xz) (3.1) 
(2) 在 Di 中 的 有 些 个 体 ( 人 ) 用 左手 写字 ,因而 “有 的 人 用 左手 写字 ”符号 化 为 
drxG(r) (3. 2) 


(b) D; 中 除 有 人 外 ,还 有 万 物 , 因 而 在 (1) 和 (2) 符 号 化 时 ,必须 考虑 将 人 先 分 离 出 来 . 
令 MCz):z 是 人 .在 D, 中 ,(1) 和 (2) 可 分 别 重 述 如 下 : 
(1) 对 于 宇宙 间 一 切 事物 而 言 , 如 果 事 物 是 人 , 则 他 要 呼吸 . 
(2) 在 宇宙 间 存 在 着 用 左手 写字 的 人 . 
于 是 (1) 和 (2) 的 符号 化 形式 应 分 别 为 
VAM(zr) — F(x)) (3. 3) 
和 
村 zCMCz) A G(x)) (3. 4) 
其 中 ,F(z) 与 G(xz) 的 含义 同 (a) 中 . 
由 例 3. 2 可 知 ,命题 (1) 和 (2) 在 不 同 的 个 体 域 D, 和 D, 中 符号 化 的 形式 不 一 样 , 主 要 
区 别 在 于 ,在 使 用 个 体 域 D, 时 ,要 将 人 与 其 他 事物 区 别 开 来 ,为 此 引进 了 谓词 M(x), 像 这 
样 的 谓词 称 为 特性 谓词 . 在 命题 符号 化 时 一 定 要 正确 使 用 特性 谓词 . 
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在 个 体 域 D 与 D,; 中 ,命题 (1) 与 (2) 都 是 真 命 题 ( 在 这 里 讨论 的 人 是 活着 的 人 ). 在 DD， 
中 , 式 (3. 1) 与 式 (3.2) 正 确 地 给 出 了 (1) 与 (2) 的 符号 化 形式 .在 D, 中, 式 (3. 3) 与 式 (3. 4) 
给 出 的 (1) 与 (2) 的 符号 化 形式 的 正确 性 可 作 如 下 说 明 . 在 式 (3.3) 中 ,对 于 任意 的 xzE D，, ,在 
zz 代表 某 个 人 a , 则 因 M(Ca) 与 (Ca) 均 为 真 , 因 而 列 涵 式 MGa) 一 Fo) 为 真 . 而 当 并 代表 人 以 
外 的 事物 ,如 某 棵 树 5, 则 因 MG) 为 假 ,所 以 M(5) 一 F(5) 也 为 真 ,因而 在 式 (3.3) 中 的 蕴涵 
式 不 会 出 现 前 件 真 后 件 假 的 情况 ,所 以 式 (3. 3) 正 确 给 出 了 (1) 的 符号 化 形式 . 而 有 些 初学 
者 ,在 D, 中 常 将 (1) 符 号 化 为 下 面 形 式 : 

VrMzr) A F(x)) (3.5) 
式 (3.5) 不 是 (1) 的 符号 化 形式 , 硅 将 它 翻译 成 自然 语言 ,应 该 是 宇宙 间 的 任何 事物 都 是 人 
并 且 都 呼吸 ”, 这 显然 不 是 (1) 的 符号 化 形式 ,任何 非 人 的 个 体 c 代 入 后 ,M(c) 为 假 , 所 以 式 
(3.5) 为 假 .因而 命题 (1) 不 能 符号 化 为 式 (3. 5) 的 形式 . 对 于 式 (3. 4) ,由 于 存在 用 左手 写字 
的 人 ,比如 前 任 美 国 总 统 殉 林 顿 就 用 左手 写字 , 当 用 4 代表 元 林 顿时 ,M(a)AG(a) 为 真 ,所 
以 式 (3.4) 为 真 .有 些 人 将 (2) 符 号 化 为 下 面 形式 .: 
jrM(zr) — G(x)) (3.6) 

式 (3.6) 已 不 是 (2) 的 符号 化 形式 ,将 它 翻 译 成 自然 语言 应 该 为 “在 宇宙 间 存 在 个 体 , 如 果 此 
个 体 为 人 , 则 他 用 左手 写字 ”, 这 显然 改变 了 原 命 题 的 含义 ,因而 式 (3. 6) 不 能 代替 式 (3. 4). 

例 3.3 在 个 体 域 限制 为 (a) 和 (b) 条 件 时 ,将 下 列 命题 符号 化 . 

(1) 对 于 任意 的 xz, 均 有 x! 一 3z 十 2 一 (zx 一 1)(x 一 2). 

(2) 存在 过 ,使 得 z 十 5 一 3. 
其 中 ， 

(a) 个 体 域 D;,=NCN 为 自然 数 集 ). 

(b) 个 体 域 D; = 二 RO(R 为 实数 集 ). 

解 (a) 令 下 (zl):z 一 3z 十 2 一 (zz 一 1)(z 一 2)，GCz) :zz 十 5 一 3 命题 (1) 的 符号 化 形式 


为 

EF (CE) (3.7) 
命题 (2) 的 符号 化 形式 为 

jrG(zr) (3.8) 


显然 (1) 为 真 命题 ,而 (2) 为 假 命题 . 

(b) 在 D, 内 ,(1) 与 (2) 的 符号 化 形式 还 是 式 (3.7) 和 式 (3. 8),(1) 仍 然 是 真 命题 ,而 此 
时 (2) 也 为 真 命题 . 

从 例 3. 2 和 例 3. 3 可 以 看 出 以 下 两 点 : 

(1) 在 不 同 个 体 域 内 ,同一 个 命题 的 符号 化 形式 可 能 不 同 ,也 可 能 相同 . 

(2) 同一 个 命题 ,在 不 同 个 体 域 中 的 真 值 也 可 能 不 同 . 

另外 ,作为 一 种 规定 ,在 本 书 中 ,讨论 命题 符号 化 时 , 硅 没 有 指明 个 体 域 ,就 来 用 全 总 个 
体 域 , 见 下 例 . 

例 3.4 将 下 列 命题 符号 化 ,并 讨论 真 值 . 

(1) 所 有 的 人 都 长 着 黑头 发 . 

(2) 有 的 人 登 上 过 月 球 . 

(3) 没有 人 登 上 过 木星 . 
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(4) 在 美国 留学 的 学 生 未 必 都 是 亚洲 人 . 
解 ”由 于 本 题 没 提出 个 体 域 ,因而 应 采用 全 总 个 体 域 ,并 令 MGCz):z 为 人 . 
(1) 令 下 Crz):z 长 着 黑头 发 .命题 (1) 符 号 化 为 
VM(zr) — F(x)) (3.9) 
设 a 为 某 金发 寻 尹 , 则 M(a) 为 真 ,而 F(a) 为 假 , 所 以 M(a) 习 F(a) 为 假 , 故 式 (3.9) 所 表示 
的 命题 为 假 . 
(2) 令 GGCz): 工 全 上 过 月 球 . 命题 (2) 的 符号 化 形式 为 
本 COMCz) MA G(r)) (3. 10) 
设 a 是 1969 年 登 上 月 球 完 成 阿波 罗 计划 的 阿 姆 斯 特 明 , 则 M(a)AG(a) 为 真 , 所 以 
式 (3. 10) 表 示 的 命题 为 真 . 
(3) 令 电 (zx):zx 登 上 过 木星 .命题 (3) 符 号 化 形式 为 
了 zxzCMCz) A H(z)) (3. 11) 
到 目前 为 止 , 对 于 任何 一 个 人 ( 含 已 经 去 世 的 人 ) 都 还 没有 登 上 过 木星 ,所 以 对 任何 人 a， 
M(a) 和信 昌 (a) 均 假 , 因 而 3xCM(x)AH(x)) 为 假 , 故 式 (3. 11) 表 示 的 命题 为 真 . 
(4) 令 F(x) :x 是 在 美国 留学 的 学 生 ,G(x):zx 是 亚洲 人 . 命题 (4) 符 号 化 形式 为 
mVZzCEGCr) — G(X)) (3. 12) 
容易 讨论 ,(4) 中 命题 为 真 . 
下 面 讨 论 n(n 三 2) 元 谓词 的 符号 化 问题 . 
例 3.5 将 下 列 命题 符号 化 . 
(1) 人 饮 子 比 乌 包 跑 得 快 . 
(2) 有 的 侈 子 比 所有 的 马 包 跑 得 快 . 
(3) 并 不 是 所 有 的 金子 都 比 乌 龟 跑 得 快 . 
(4) 不 存在 跑 得 同样 快 的 两 只 例子 . 
解 ” 因 为 本 题 没有 指明 个 体 域 ,因而 采用 全 总 个 体 域 . 因为 本 例 中 出 现 2 元 谓词 ,因而 
引入 两 个 个 体 变 项 工 与 y. 令 FFCz):z 是 兔子 , G(y):y 是 乌龟 ,NGCzyy):z 天 ,DCzyy):z 
比 y 跑 得 快 , L(x,y):zx 与 y 跑 得 同样 快 . 这 4 个 命题 分 别 符号 化 为 


VrXVvyF(r) MG(y)— H(zr,y)) (3.13) 
dx F(z) A Vy(G(y) — H(z,Yy))) (3. 4 
7TVrXVy(F(r) AGGCV) 一 万 (zyy)) (3.15) 
"dzrdy (F(xr) 人 和 Gy) 人 NGry) A L(r,y)) (3. 16) 


对 于 存在 n 元 谓词 的 命题 ,在 符号 化 时 应 该 注意 以 下 几 点 : 
(1) 分 析 命 题 中 表示 性 质 和 关系 的 谓词 ,分别 符 号 化 为 1 元 和 n(n 三 2) 元 谓词 . 
(2) 根据 命题 的 实际 意义 选用 全 称 量词 或 存在 量词 . 
(3) 一 般 说 来 ,多 个 量词 出 现时 ,它们 的 顺序 不 能 随意 调换 . 例如 ,考虑 个 体 域 为 实数 
集 , 昌 (zx,y) 表 示 zx 十 y= 二 10, 则 命题 “对 于 任意 的 x ,都 存在 y, 使 得 x 十 y= 二 10” 的 符号 化 形 
式 为 
VzxjyH(zr,y) (3.17) 
所 给 命题 显然 为 真 命题 .但 如 果 改 变 两 个 量词 的 顺序 ,得 
dyV zxH(zr,Yy) (3 13) 
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它 的 含义 是 “存在 y ,使 得 所 有 的 x, 有 x 十 y 二 10”, 这 显然 是 假 命题 . 
(4) 有 些 命题 的 符号 化 形式 可 不 仅 一 种 . 例如 ,在 例 3.5 中 ,(3) 还 可 以 说 成 “有 的 兔子 
不 比 有 的 乌龟 跑 得 快 ”, 从 而 又 可 以 符号 化 为 


了 zjJyCFGrz) A Gy) A "H(z, Yy)) 《3. 19) 
(4) 还 可 以 说 成 “任何 两 只 合子 都 跑 得 不 一 样 快 ”, 因 而 又 可 以 符号 化 为 
VYzryywFGr) AFGy) 人 NGrzy) 一 一 工 (zyy)) 《3 20) 


这 样 , 式 (3.15) 和 式 (3. 19) 和 都 是 (3) 的 符号 化 形式 , 式 (3. 16) 与 式 (3. 20) 都 是 (4) 的 符号 化 形 
式 , 它 们 都 是 正确 的 (3. 2. 1 小节 可 以 证 明 式 (3. 15) 和 式 (3. 19) 是 等 值 的 , 式 (3. 16) 和 式 
(3. 20) 是 等 值 的 ). 
由 于 引进 了 个 体 词 .谓词 和 量词 的 概念 ,现在 可 以 将 本 童 开 始 时 讨论 的 推理 在 一 阶 逻 辑 
中 符号 化 为 如 下 形式 : 
VzrCFCz) > G(r)) NM Fla) —> G(a) (3. 21) 
其 中 ,FCz):z 是 偶数 ,G(Cz):z 能 被 2 整除 ,a:6. 由 于 VzCFGCz) 一 GCz)) 为 真 , 下 (a) 一 
G(a) 为 真 . 义 由 于 F(a) 一 Gl(a) 和 F(a) 为 真 ,根据 假 言 推理 ,得 到 G(a) 为 真 . 这 就 解决 了 
草 开 头 提出 的 推理 问题 . 


3.1.4 一 阶 逻 和 辑 公 式 与 分 类 


同 在 命题 逻辑 中 一 样 ,为 在 一 阶 逻 辑 中 进行 演算 和 推理 ,还 必须 给 出 一 阶 逻 辑 中 公式 的 
抽象 定义 ,以 及 它们 的 解释 和 分 类 . 为 此 ,站 先 给 出 一 阶 语言 的 概念 ,所 谓 一 阶 语言 是 用 于 一 
阶 逻 辑 的 形式 语言 ,而 一 阶 逻 辑 就 是 建立 在 一 阶 语言 基础 上 的 逻辑 体系 ,一 阶 语言 本 号 不 具 
备 任何 含义 ,但 可 以 根据 需要 被 解释 成 具有 菏 种 含义 .一 阶 语言 的 形式 是 多 种 多 样 的 . 本 书 
给 出 的 一 阶 语言 是 便于 将 自然 语言 中 的 命题 符号 化 的 一 阶 语言 , 记 它 为 己 

定义 3.1 一 阶 语言 8 的 字母 表 定义 如 下 : 

(1) 个 体 常 项 ; a,bycy*…… a,b;,c;,…… ,i1 宇 1. 

(2) 个 体 变 项 ; zyyyz，…ziyyyz yi 二 1. 

(3) 胃 数 符号 : f,g,h,…, fi,gi;h;,"… ,i 这 1. 

(4) 谓词 符号 : F,G,H,…,F,,G;,H;,…,i 宇 1]. 

(5) 量词 符号 : V , 了 . 

(6) 联结 词 符 号 ; ”，A 人 ,V ,一 ,ec ， 

(7) 括号 与 逗号 ; () ，，. 

3. 1. 3 小 节 式 (3.1) 一 式 (3.21) 所 用 符号 均 为 了 Z 字 母 表 中 的 符号 . 

为 方便 起 见 ,再 给 出 工 的 项 的 概念 . 

定义 3.2 了 的 项 的 定义 如 下 : 

(1) 个 体 常 项 和 个 体 变 项 是 项 ， 

(2) 和 在 gpg (zi Xz" Ta) 是 任 况 的 nn 元 隐 数 ,, 志 ,…,t 是 任意 的 个 项 , 则 
0 是 项 ， 

(3) 所 有 的 项 都 是 有 限 次 使 用 (1),(2) 得 到 的 . 

定义 3.3 设 Rrzyrz ,XTX ) 是 YY 的 任意 nn 元 谓词 ,t,ts,……,t, 是 了 的 任意 的 nn 个 
项 , 则 称 尺 G ,ts ，,… ,it,) 是 的 原子 公式 . 
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例 3.5 中 的 1 元 谓词 F(x),G(y), 2 元 谓词 有 H(zx,y),L(x,y) 等 都 是 原子 公式 . 

定义 3.4 了 YY 的 合式 公式 定义 如 下 : 

(1) 原子 公式 是 合式 公式 . 

(2) 者 A 是 合式 公式 , 则 (一 A) 也 是 合式 公式 . 

(3) 车 A,B 是 合式 公式 , 则 (AAB),(AVB),(A 一 B),(AB) 也 是 合式 公式 . 

(4) 在 在 是 合式 公式 ， 则 Vza,3 了 rzA 也 是 合式 公式 . 

(5) 只 有 有 限 次 地 应 用 (1) 一 (4) 构 成 的 符号 串 才 是 合式 公式 . 

合式 公式 也 称 为 谓词 公式 ,简称 公式 . 

在 定义 3.4 中 出 现 的 字母 A,B 是 代表 任意 公式 的 元 语言 符号 . 为 方便 起 见 , 公 式 
(一 A),(AAB),… 的 最 外 层 括号 可 以 省 去 ,使 其 变 成 了 A,AA 信 B,…. 式 (3.1) 一 式 (3.21) 痢 
是 多 中 的 公式 ， 

因为 本 书 只 引进 一 种 一 阶 语 言 ,下 文 的 讨论 中 都 是 在 中 ,因而 一 般 不 再 提 及 区 另 
外 ,下 文中 出 现 的 A,B 等 竺 号 均 指 任意 的 合式 公式 ,人 简称 为 公式 .例如 ,A 可 以 是 F(x)， 
G(x) 等 原子 公式 ,也 可 以 不 是 原子 公式 ,如 F(zX) 一 VyGly), YXCF(zx,y) 人 G(x,z)) 等 按 
合式 公式 形成 规则 形成 的 各 种 公式 . 

定义 3.5 在 公式 VzA 和 了 xzA4A 中 , 称 并 为 指导 变 元 ,A 为 相应 量词 的 辖 域 .在 Yz 和 
3 zx 的 辖 域 中 ,z 的 所 有 出 现 都 称 为 约束 出 现 ,A 中 不 是 约束 出 现 的 其 他 变 项 均 称 为 是 自由 
出 现 的 . 

例 3.6 指出 下 列 各 公式 中 的 指导 变 元 ,各 量词 的 辖 域 ,自由 出 现 以 及 约束 出 现 的 个 体 


(1) Vx(F(zr,y)>G(r,z)) (3. 22) 
(2) YzCFCrz) 一 GCy)) 一 习 yCHCr) ALCzyyyz)) (3. 23) 


解 (1) 工 是 指导 变 元 . 量词 V 的 辖 域 A=(CFCzy,y) 一 CCzz)), 在 A 中 ,是 约束 出 现 
的 ,而 且 约 束 出 现 两 次 ,y 和 x 均 为 日 由 出 现 的 ,而 且 各 目 由 出 现 一 次 . 

(2) 公式 中 含 两 个 量词 ,前 件 中 的 量词 的 指导 变 元 为 Xx, YI 的 辖 域 A 二 (F(x) 一 
GCCy)) ,其 中 并 是 约束 出 现 的 ,> 是 和 目 由 出 现 的 . 后 件 中 的 量词 的 指导 变 元 为 w, 3y 的 辖 域 
为 (五 (z)ALCzyy,z)), 其 中 y 是 约束 出 现 的 ,zx,z 均 为 自由 出 现 的 .在 整个 公式 中 ,z 约束 
出 现 一 次 , 目 由 出 现 两 次 ,y 上 月 由 出 现 一 次 ,约束 出 现 一 次 ,z 只 月 由 出 现 一 次 .注意 ,在 这 里 
前 件 中 的 x 和 后 件 中 的 x 是 两 个 不 同 的 变 元 ;如同 两 个 人 取 同 一 个 名 字 一 样 . 同样 地 ,前 件 
中 的 y 和 后 件 中 的 y 也 是 两 个 不 同 的 变 元 . 也 就 是 说 ,在 不 同 的 辖 域 内 出 现 的 同一 个 字母 
代表 不 同 的 变 元 . 

本 书 用 A(zi ,zs ,zu) 表 示 售 zlyz zs 为 日 由 出 现 的 公式 . 用 A 表示 量词 (VY 或 
9 ). 在 Ax;A (zi ;Xx XTi-19XTi9Titi1，"… Tx) 中 ,xz; 是 约束 出 现 的 ,其 余 的 个 体 变 项 都 是 自 
由 出 现 的 . 而 在 AziAzxs……Ax,A (zi ;zo ,XTX,) 中 ,无 自由 出 现 的 个 体 变 项 . 

可 将 例 3.6(1) 中 公式 简 记 为 A(y,z), 这 表明 (1) 中 公式 含 自由 出 现 的 个 体 变 项 y,z. 而 
V yA(y,z) 中 只 舍 z 为 自由 出 现 的 公式 , 3 xzY yA(y,z) 中 已 无 自由 出 现 的 个 体 变 项 了 ,此 
时 的 公式 为 

JzVyVr(F(r,y) — G(X,2)) (3. 24) 

定义 3.6 设 A 是 任意 的 公式 , 奉 A 中 不 含 自由 出 现 的 个 体 变 项 , 则 称 A 为 封闭 的 公 


一 阶 逻 释 


式 , 催 称 闭 式 . 

龟 知 式 (3.1) 一 陈 (3.21) 以 及 式 (3. 24) 都 是 财 式 ,而 式 (3. 22) 和 式 (3. 23) 则 不 是 财 式 . 
要 想 使 含 r(r 宇 1) 个 自由 出 现 个 体 变 项 的 公式 变 成 闭 式 至 少 要 加 上 7 个 量词 ,将 式 (3.22) 加 
了 两 个 量词 就 变 成 了 闭 式 (3.24) 了 .类 似 地 ,也 可 以 用 加 量词 的 方法 将 式 (3. 23) 变 成 团 式 . 

按 定 义 3.4 定义 的 合式 公式 ,一 般 说 来 没有 确定 的 涵义 ,一 旦 将 其 中 的 变 项 (个 体 变 项 ， 
项 的 变 项 ,谓词 变 项 等 ) 用 指定 的 常 项 代替 ,所 得 公式 可 能 具备 一 定 的 涵义 ,有 时 可 以 变 成 命 
题 了 . 

例 3.7 将 下 面 公式 

VrF(r) — G(x)) (3. 25) 

中 的 变 项 指定 成 常 项 ,使 其 成 为 命题 . 

解 ” 指 定 个 体 变 项 的 变化 范围 ,并 指定 谓词 fF,G 的 涵义 ,下面 给 出 两 种 指定 法 . 

(a) 令 个 体 域 Di 为 全 总 个 体 域 ,F(z) 为 + 是 人 ,G(x) 为 x+ 是 黄种 人 , 则 式 (3.25) 表 达 
的 命题 为 “所 有 的 人 都 是 黄种 人 ”, 这 是 假 命题 . 

(b) 令 个 体 域 D, 为 实数 集合 R,F(r) 为 x+ 是 自然 数 ,G(z) 为 x+ 是 整数 , 则 式 (3.25) 表 
达 的 命题 为 "自然数 都 是 整数 ” ,这 是 真 命题 . 

还 可 以 给 出 其 他 各 种 不 同 指定 ,使 式 (3. 25) 表 达 各 种 不 同形 式 的 命题 . 

上 面 指 定 公式 中 的 个 体 域 以 及 个 体 变 项 .谓词 变 项 等 的 具体 涵义 称 作 对 它 的 解释 . 一 般 
地 ,给 定 一 阶 语言 的 解释 ,在 这 个 解释 下 解释 公式 .定义 3.1 给 出 了 一 般 性 的 一 阶 语言 的 定 
义 .定义 中 的 个 体 和 党 项、 函数 符号 和 谓词 符号 称 作 非 逻辑 符号 ,其 余 的 符号 称 作 逻辑 符号 .就 
一 个 具体 的 应 用 而 言 ,一 阶 语 言 了 只 涉及 某 些 非 逻 辑 符 号 . 记 它 所 使 用 的 非 逻 辑 符号 集 为 
L, 称 2 是 非 逻 辑 符 号 集 革 生成 的 一 阶 语言 .不 同 的 非 逻 辑 符号 集 生 成 各 种 不 同 的 具体 的 一 
阶 语 言 ,但 它们 使 用 相同 的 逻辑 符号 和 相同 的 生成 规则 . 解释 是 对 这 种 具体 的 一 阶 语言 而 言 
的 ,定义 如 下 . 

定义 3.7 设 工 是 非 逻 辑 符 号 集 ,4 是 由 工 生 成 的 一 阶 语言 ,的 解释 I 由 下 面 4 部 分 
组 成 : 

(a) 非 空 的 个 体 域 D. 

(b) 对 每 一 个 个 体 常 项 <E 工 ,有 一 个 <cED,a 称 作 a 的 解释 . 

(c) 对 每 一 个 守 元 图 数 符 号 f ,有 一 个 D 上 的 n 元 函数 ,ff 称 作 三 的 解释 . 

(d) 对 每 一 个 n 元 请 词 和 从 号 下 ,有 一 个 D 上 的 n 元 谓词 ,FF 称 作 下 的 解释 . 

设 A 是 了 中 的 一 个 公式 ,把 A 中 的 每 一 个 个 体 常 项 .图 数 符号 和 谓词 符号 替换 成 它 的 
解释 ,得 到 公式 A ,在 解释 I 下 , 称 A 是 A 的 解释 ,或 称 在 解释 IT 下 ,A 被 解释 成 A. 

例 3.8 给 定 解 释 工 如 下 : 

(a) 个 体 域 PP=NCN 为 自然 数 集合 , 即 N 一 40,1,2,…)}). 

(b) < 一 0. 

(c) 太 (zyy) 一 过 十 yyg(ryy) 一 太 。y 

(d) FCzyy) 为 工 一 

在 了 下 ,下 列 哪些 公式 为 真 ? 哪些 为 假 ? 哪些 的 真 值 还 不 能 确定 ? 

(1) F(f(zx,y) ,g(x,y)). 

(2) F(f(zya) sy) FPF(g(r,y),z). 
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(3) TE(g(Try) p(y 32)). 

(4) VY zxF(g(z,Yy) ,2). 

(5) YYzxP(g(ra) 二) 所 (天 

(6) VYZFCgEGCTaQ) ,7T). 

人 

(8) VYZzVy3JzFCFGryy)yz)， 

(OF dP( (rs, 

解 (1) 在 I 下 ,公式 被 解释 成 “x 十 y 二 x+，y”, 这 不 是 命题 . 

(2) 公式 被 解释 成 “(zx 十 0 二 y) 习 (zx，y 二 x)”, 这 也 不 是 命题 . 

(3) 公式 被 解释 成 “+，y 隆 y* xz”, 同 样 不 是 命题 . 

(4) 公式 被 解释 成 “VY x(x， y= 二 z)”, 不 是 命题 . 

(5) 公式 被 解释 成 “< VzCz。0=z) 一 (z 一 y)”, 由 于 列 涵 式 的 前 件 为 假 , 所 以 被 解释 成 
的 公式 为 真 . 

(6) 公式 被 解释 成 “VY x(x，0= 二 zx)”, 为 假 命 题 . 

(7) 公式 被 解释 成 “VY xVy((zx 二 0 二 y) 阅 (y 十 0 二 Xx))”, 为 真 命题 . 

(8) 公式 被 解释 成 “VYxVyj zr 十 y 二 z)”, 这 也 为 真 合 题 . 

(9) 公式 被 解释 成 “ 导 x(x 十 XxX 二 Xx，X)”, 为 真 命 题 . 

从 例 3. 8 可 以 看 出 , 闭 式 在 给 定 的 解释 中 都 变 成 了 命题 ( 见 公式 (6) 一 公式 (9)) ,其实 闭 
式 在 任何 解释 下 都 变 成 命题 . 

定理 3.1 封闭 的 公式 在 任何 解释 下 都 变 成 命题 . 

本 定理 的 证 明 略 . 

在 给 定 解释 了 工 后 ,如 果 进 一 步 给 公式 中 的 每 一 个 自由 出 现 的 个 体 变 项 指定 个 体 域 中 的 
一 个 元 素 , 则 非 封 团 的 公式 也 变 为 命题 了 . 给 公式 中 的 每 一 个 自由 出 现 的 个 体 变 项 指定 个 
体 域 中 的 一 个 元 素 称 作 在 解释 工 下 的 赋值 . 给 定 解 释 及 赋值 ,任何 公式 都 变 为 命题 . 

例 3.8( 续 ) 给 定 解释 工 下 的 赋值 c: o(x) 二 1,c(y) 二 2,0c(z) 二 3. 求 (1) 一 (5) 中 公式 
的 中 人. 

解 ”在 解释 工 和 赋值 c 下 ,其 结果 分 别 如 下 : 

(1) 1 十 2 二 1X2, 这 是 假 命题 . 

(2) (1 十 0 二 2) 一 (1X2= 二 3) ,这 是 真 命题 . 

(3) 1X2 关 2X3, 这 是 真 命题 . 

(4) VY x(2x 二 3) ,这 是 假 命题 . 

(5) Y x(xz*， 0 二 x) 习 (1 一 2), 这 是 真 命题 . 

这 里 需 注 意 ,在 (4) 中 工 是 约束 出 现 , 对 并 不 使 用 赋值 . 在 (5) 的 前 件 中 z 是 约束 出 现 ， 
也 不 对 其 使 用 赋值 ， 而 在 后 件 中 ,zx 是 自由 出 现 , 应 对 其 使 用 赋值 ,把 它 换 成 1. 对 于 (6) 一 
(9) ,由 于 都 是 闭 式 ,与 赋值 无 关 . 

在 一 阶 逻 辑 中 同 在 命题 逻辑 中 一 样 , 有 的 公式 在 任何 解释 和 任何 赋值 下 均 为 真 , 有 些 公 
式 在 任何 解释 和 任何 赋值 下 均 为 假 , 而 又 有 些 公 式 既 存在 成 真 的 解释 和 赋值 ,又 存在 成 假 的 
解释 和 赋值 .下 面 给 出 公式 类 型 的 定义 . 
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定义 3.8 设 4 为 一 公式 ,各 人 A 在 任何 解释 和 任何 赋值 下 均 为 真 , 则 称 A 为 永 真 式 (或 
称 逻 辑 有 效 式 ). 奇 A 在 任何 解释 和 任何 赋值 下 均 为 假 , 则 称 A 为 矛盾 式 ( 或 称 永 假 式 ). 若 
至 少 存在 一 个 解释 和 一 个 赋值 使 A 为 大, 则 称 A 是 可 满足 式 . 

从 定义 可 知 , 永 真 式 一 定 是 可 满足 式 , 但 可 满足 式 不 一 定 是 永 真 式 . 在 例 3.8 中 ,公式 
(2),(3),(5),(7),(8),(9) 都 是 可 满足 的 ,因为 它们 已 存在 使 其 成 真 的 解释 和 赋值 ,而 公式 
(1),(4),(6) 绝 不 是 永 真 式 , 因 为 它 已 存在 使 其 成 假 的 解释 和 赋值 . 

在 一 阶 逻 辑 中 ,由 于 公式 的 复杂 性 和 解释 的 多 样 性 ,公式 的 可 满足 性 是 不 可 判定 的 , 即 
不 存在 一 个 算法 能 在 有 限 步 内 判断 任意 一 个 公式 是 否 是 可 满足 的 ,这 与 命题 逻辑 的 情况 是 
完全 不 同 的 . 下面 考虑 某 些 特殊 情况 . 

定义 3.9 设 A 是 含 命题 变 项 pi ,ps，…,p, 的 命题 公式 ,Al,As,… ,A 是 nn 个 谓词 公 
式 , 用 A; 处 处 代替 A。 中 的 p;(1 夺 i 三 n) ,所 得 公式 A 称 为 A。 的 代 换 实例 . 

例如 ,FCz) 一 CCz) YrF(z) 阅 jyG(y) 是 pg 的 代 换 实例 ,而 Vzx(F(z) 
G(x)) 不 是 p>g 的 代 换 实例 . 

定理 3.2 重 言 式 的 代 换 实例 都 是 永 真 式 , 矛 盾 式 的 代 换 实例 都 是 矛盾 式 . 

证 明 略 . 

例 3.9 判断 下 列 公 式 中 哪些 是 永 真 式 ,哪些 是 天 导 式 . 

(1) VYzrCFCr) 一 GCzr)). 

(2) 了 rzCFCr)AGCz)). 

(3) VYzrF(z) 一 (了 3z 了 3yGCzry) 一 VzFCzr))， 

(4) 一 (人 VZTFCZ) 一 了 了 yCCy)) AN jyG(y). 

(5) VzF(zr,Yy). 

解 ” 为 方便 起 见 , 用 A,B,C,D,E 分 别 记 (1),(2),(3),(4),(5) 中 的 公式 . 

(1) 取 解 释 I; 个 体 域 为 实数 集合 R,F(z):z 是 整数 ,G(x): x 是 有 理 数 . 在 I 下 A 
为 真 ,因而 A 不 是 巴 盾 式 . 取 解 释 I : 个 体 域 仍 为 R,F(x) :zx 是 无 理 数 ,G(x): x 能 表示 成 
分 数 .在 I; 下 A 为 假 , 所 以 A 不 是 永 真 式 , 即 A 是 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 

(2) 请 读者 给 出 B 的 一 个 成 真 解释 ,一 个 成 假 解释 ,从 而 说 明 B 不 是 永 真 式 , 也 不 是 巴 
盾 式 ,B 是 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 

(3) 易 知 C 是 命题 公式 p 习 (g 习 Pp) 的 代 换 实例 ,而 该 命题 公式 是 重 言 式 , 有 所 以 C 是 永 
丰 式 . 

(4) D 是 命题 公式 了 了 (p 习 gq) Ad 的 代 换 实例 ,而 该 命题 公式 是 矛盾 式 , 所 以 D 是 矛 
盾 式 . 

(5) 取 解 释 T: 个 体 域 为 自然 数 集 N,FCz,y): z 三 yw 取 赋 值 o.(y) 二 0. 在 解释 工 和 赋 
值 o1 下 ,EE 为 Yx(rx 三 0), 这 是 真 命题 . 在 解释 工 下 取 赋 值 cx (>y) 王 1, 在 解释 工 和 赋值 c， 下， 
EE 为 YzCz 三 1), 这 是 假 命 题 . 故 瓦 是 非 永 真 式 的 可 满足 式 . 


3.2 一 阶 逻 辑 等 值 演算 


3.2.1 一 阶 逻辑 等 值 式 与 置换 规则 


定义 3.10 设 A,B 是 一 阶 逻 辑 中 任意 两 个 公式 , 奢 AB 是 永 丰 式 , 则 称 A 与 B 是 等 
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值 的 . 记 作 A 售 B, 称 A 信 B 是 等 值 式 . 
由 定义 3.10 可 知 ,判断 公式 A 与 B 是 否 等 值 ,等 价 于 判断 公式 AB 是 否 为 永 真 式 . 
同 命题 逻辑 中 的 等 值 式 一 样 , 人 们 证 明 出 了 一 些 重 要 的 等 值 式 , 由 这 些 重 要 的 等 值 式 可 以 推 
演出 更 多 的 等 值 式 来 ,这 怠 是 一 阶 逻 辑 等 值 演算 的 内 容 . 
下 面 给 出 一 阶 逻 辑 中 的 一 些 基 本 而 重要 的 等 值 式 . 
第 一 组 ”由 于 命题 逻辑 中 的 重 言 式 的 代 换 实例 都 是 一 阶 逻辑 中 的 永 真 式 , 因 而 第 2 章 
的 24 个 等 值 式 模式 给 出 的 代 换 实例 都 是 一 阶 逻辑 的 等 值 式 . 例如 : 
VF(r) SO TT V2AF (7) 
Vzdy(F(rsy) > GTIYy)) SO TT VTdy(F(ryy) > G(x,Yy)) 
等 部 是 双重 否定 律 的 代 换 实例 . 又 如 : 
F(z) > GOG(y) SO Cr) V Gly) 
ViaF(T) 一 CCGy)) — dzH'(z) 
OYAF(r) > G(y)) VY jzH(z) 
等 都 是 蕴涵 等 值 式 的 代替 实例 . 
第 二 组 ”在 一 阶 逻辑 中 ,证 明了 下 面 重 要 的 等 值 式 . 
1) 消去 量词 等 值 式 
设 个 体 域 为 有 限 集 DD 二 {a ,as，…,a,), 则 有 
(1) VrA(rz) SO A(a))AA(la)A:L…AA(a,) 


| | z (3.26) 
(2) drA(z) SO A(a)VA(a) VV A(l(a,) 
2) 量词 否定 等 值 式 
设 A(zx) 是 任意 的 含 自由 出 现 个 体 变 项 z 的 公式 , 则 
(1) ”VIACT) © rm” A(zr) z 
(3. 27) 


(2) 了 了 zAGz) SO Yr™ A(z) 
式 (3.27) 的 直观 解释 是 容易 的 . 对 于 式 (1),“ 并 不 是 所 有 的 x 部 有 性 质 A ”与 “存在 x 没有 
性 质 A” 是 一 回 事 . 对 于 式 (2),“ 不 存在 有 性 质 A 的 zx” 与 “所 有 zz 都 没有 性 质 A” 是 一 回 事 . 
3) 量词 辖 域 收缩 与 扩张 等 值 式 
设 A(z) 是 任意 的 含 自由 出 现 个 体 变 项 xz 的 公式 ,B 中 不 含 x 的 出 现 , 则 
(1) VrXA(A(r)VB)SO VrA(r VB 
Vr(A(r)AB)SO VrA(r)AB 
Vr(A(r)—B) © jrA(r)—B 
Vr(B>A(zX)) © BVzZrA(z) 
(2) jdJzxz(A(r)VB) SO jrA(r VB 
JA AB)SO IrA(r)AB 
jr(A(rz)—B) SO YrA(r)—B 
jr(B>A(zr)) © B™> jzrA(z) 
4) 量词 分 配 等 值 式 
设 A(z),BGCz) 是 任意 的 含 目 由 出 现 个 体 变 项 z 的 公式 , 则 
(1) VzGCAGCzZ) ABCz)) 人 VIACZ) ANAYVYZEB(CZ) 
(2) dz (A(rT) VB(rX)))SO drA(r)Y jrB(zr) 


(3. 28) 


(3. 29) 


(30; 
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进行 等 值 演算 , 除 使 用 以 上 重要 的 等 值 式 外 ,还 要 使 用 以 下 2 条 规则 . 

(1) 置换 规则 

设 B(A) 是 含 公式 A 的 公式 ,B(B) 是 用 公式 B 取代 @B(A) 中 的 所 有 的 A 之 后 的 公式 ， 
若 A 售 B, 则 8B(A) 人 SB(B). 

一 阶 逻 辑 中 的 置换 规则 与 命题 逻辑 中 的 置换 规则 形式 上 完全 相同 ,只 是 在 这 里 A,B 是 
一 阶 逻辑 公式 ， 

(2) 换 名 规则 

设 A 为 一 公式 ,将 A 中 某 量 词 辖 域 中 茶 约 束 变 项 的 所 有 出 现 及 相应 的 指导 变 元 , 改 成 
该 量词 辖 域 中 未 曾 出 现 过 的 某 个 体 变 项 符号 ,公式 中 其 余部 分 不 变 , 设 所 得 公式 为 A', 则 
A'‘SOA. 

例如 ,VY xFCz,yy) 售 ViP(t,y), 但 不 能 把 zz 换 成 y ,写成 VyFP(y,y). 

以 上 给 出 的 重要 等 值 式 及 2 个 变换 规则 在 一 阶 逻辑 等 值 演算 中 均 起 重要 作用 ,因而 必 
须 记 住 它们 并 且 会 灵活 地 运用 . 

如 果 公 式 中 含有 既 约 束 出 现 又 自由 出 现 的 个 体 变 项 ,很 容易 引起 混淆 ,给 演算 带 来 不 
便 . 对 此 ,可 以 用 换 名 规则 解决 这 个 问题 . 

例 3.10 将 下 面 公式 化 成 与 之 等 值 的 公式 ,使 其 没有 既是 约束 出 现 的 又 是 自由 出 现 的 
个 体 变 项 . 

(1) VYZFGCrzyyyz) 一 卫 yGGCzyyyz)， 

(2) YXCF(Ty YY dyG(rT ys2)). 

解 (1) VrxF(xs yz) > dyG(r, yz) 

OViF(t,y,z2)—™ Jj yG(r,Yy,2) ( 换 名 规则 ) 

OViF(t,Yy,z)—™» dwG(zr,w,z) ( 换 名 规则 ) 
原 公式 中 ,zx,y 都 是 既 约 束 出 现 又 自由 出 现 的 个 体 变 项 ,只 有 xz 仪 自由 出 现 . 而 在 最 后 得 到 
的 公式 中 ,zx,y,z,t,w 中 再 无 既是 约束 出 现 又 是 自由 出 现 个 体 变 项 了 . 

(2) 中 TCFECT YY) 一 了 了 VCGCT YY) ) 

OO VF(ryy)™> diG(Zx,t,2)) ( 换 名 规则 ) 

例 3.11 证 明 : 

(1) VYzrGCAGCz)VBCz)) 的 YACr)V YrB(r). 

(2) 了 了 zzGAGCz) ABCz)) 扩 了 rzAGz A 了 zxB(Cz). 

其 中 ,A(x),B(z) 为 含 工 目 由 出 现 的 公式 . 

证 明 (1) 只 要 证 明 YVx(A(zx)VB(zX)) YrTA(r)V YrxB(z) 不 是 水 具 式 . 

取 解 释 工 为 : 个 体 域 为 自然 数 集合 N. A(z) 解 释 成 F(x): xz 是 奇数 ,B(xz) 解 释 成 
GCCz): 工 是 偶数 . 于 是 左 端 解释 成 YVzCFGCz)VGCz)) ,为 直 命 题 , 而 右 端 解释 成 VzFGCz)V 
VYzG(Cz) ,为 假 俞 题 ,所 以 该 公式 存在 成 假 解 释 ,因而 它 不 是 永 真 式 . 

对 于 (2) 可 以 类 似 讨论 . 

例 3. 11 说 明 , 全 称 量词 VY 对 V 无 分 配 律 ,人 存在 量词 3 对 和 人 无 分 配 律 .但 当 B(xz) 换 成 没 
有 工 出 现 的 B 时 , 则 有 

VrX(A(r)VB) SOVYrA(r VB 
Jr(A(rz)AB) SjIrA(r NB 
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这 是 式 (3. 28) 和 式 (3. 29) 中 出 现 的 两 个 等 值 式 . 
例 3.12 设 个 体 域 为 D=={a,b5,c), 将 下 面 各 公式 的 量词 消去 . 
(1) VF(r) G(r)). 
(2) VYzCFGCr)V dj yG(Yy)). 
(3) dw VyF(rYy), 
解 (1]) YrtPlr) G(r)) 
SO (F(a) Ga)) A CFE) >G0)) A FG()) 
(2) VCRFGz)V jyG(y)) 
OO VrF(r)V JyG(y) (公式 (3. 28)) 
SS (Fla) AF(B) AF(ONV (Ga) VG(O) V GC)) 
如 果 不 用 公式 (3.28) 将 量词 Vz 的 辖 域 缩 小 ,演算 过 程 较 长 .注意 ,此 时 了 jyG(y) 为 与 z 无 
关 的 公式 B. 
(3) dzxYVyF(r,y) 
JrFlra) MF(rTb) 人 下 (zyc)) 
全 (FEGaa)A 人 Fap) APGayc))VCEGDa) 全 (PP) 
用 CpcJVCEGCa ARC DAECCC)) 
在 演算 中 先 消 去 存在 量词 也 可 以 ,得 到 结果 是 等 值 的 . 
例 3.13 给 定 解释 I 如 下 : 
(a) 个 体 域 D= {2,3}. 
(WY a =2. 
Ke) 三 (2 为。 £62)=3, (0)=2&. 
(d) GCCzy) 为 : G(2,2) 二 GC(2,3) 二 G(3,2) 二 1, G(3,3) 一 0.L(z;y) 为 : L (2,2) 一 
L(3,3)=1, L(2,3)=L(3,2)= 二 0. F(X) 为 : F(2)==0,F(3)=1. 
在 I 下 求 下 列 各 式 的 真 值 . 
(1) VzCFECz)AGGCrza))， 
(2) IzF(fFCT) AGz, fC(7))). 
(3) Hx dyL(ryy). 
(4) dyVxL(rsy). 
解 ” 设 以 上 公式 分 别 为 A,B,C,D. 
(1) A®©S (F(2)AG(2,2)) A (FC(3) AG(3,2)) 
S(OA1DA(IAl1)SOO 
(2) B © (F(fF (C2)) AGCG2,F 62 V (FCF CO)) AGC3, fF (3))) 
SO (F(3)AG(2,3))V (F(2) AG(C3,2)) 
SO (IAIDV(OAl1)SO1 
(CDVLODIANT(2)VL(G 
全 (1V0O)A 人 (GOV1) 全 1] 
(4) DSO Iy(L(2,y) AL(3,y)) 
3 (L222)AL(CG3.27D VYV (LL(2,3) AL(3,3)) 
SS (IAO0V(OAl1)SOO 
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由 (3),(4) 的 结果 也 说 明 量词 的 次 序 不 能 随意 颠倒 ， 
例 3.14 证 明 下 列 各 等 值 式 ， 
(1) 一 了 了 z(OMCz)A 人 ECGz)) 全 VONMGCr) 一 一 上 (并 )). 
(2) 一 YYzCEGCz) 一 CCT)) 人 会 刁 ZGFEGZ) 人 一 GCC))。 
(3) TVYzxVy F(xr) AGCY>H(r,y)SO drdy (F(z AGC(yY A 7 H(zr,Yy)). 
(4) -JzdyF(r) MAGCy)ALCTyYy IOV TV y Fr) NG "LL(r,Y)). 
证 了 朋 
(1) -dxzMr) NF(r)) 
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OO Vr (Mr) AF(zr)) (公式 (3. 27)) 
全 站 TCMGCr)V 7 F(X)) (置换 规则 ) 
SO YM zr 7 F(x)) (置换 规则 ) 


由 此 说 明 例 3.4 中 (3) 有 两 种 等 值 的 从 号 化 形式 . 
(2) 7 VY) G(r)) 


SO I Fr)>G(r)) (公式 (3. 27)) 
OO Ix-7 (TF) VG()) (置换 规则 ) 
SO Ir(F(r) A -G(x)) (置换 规则 ) 


由 此 说 明 例 3.4 中 (4) 有 两 种 等 值 的 符号 化 形式 . 
(3) ”mVzywGFGzrz)AGCy) 一 再 (zy)) 
全 了 了 zmCVyCnmCEGC)AGCy))YV 万 (zy))) 
全 了 了 zJynmCmCFGz) AGCy))YV H(z,Yy)) 
SO Irzdy((F(r) AGGCy)) NM 7 H(z, Yy)) 
类 似 可 证 明 (4). 由 (3) 可 知 , 例 3.5 中 (03) 的 符号 化 形式 式 (3.15) 与 式 (3.19) 是 等 值 的 . (4) 
的 符号 化 形式 式 (3. 16) 与 式 (3. 20) 也 是 等 值 的 . 


3.2.2 一 阶 逻 和 辑 前 束 范 式 


定义 3.11 设 A 为 一 个 一 阶 逻 辑 公 式 , 厂 A 具有 如 下 形式 .: 
QT Te QTB 
则 称 A 为 前 束 范 式 , 其 中 Q;(1 夺 i 三 有 ) 为 VY 或 ,B 为 不 含量 词 的 公式 . 
例如 ,VY xvVy(F(r)AG(y)>H(zr,y)) 
VrVyjz(F(r)AG(y) AH(z)—>L(zr,y,z)) 
等 公式 都 是 前 束 范 式 ,而 
VrF(r)—> Jy(G(y) A H(zr,y))) 
drF(r) A Vy(G(y)— H(zr,Yy))) 


定理 3.3( 前 束 范式 存 在 定理 ) 一 阶 逻 辑 中 的 任何 公式 都 存在 与 之 等 值 的 前 束 范 式 . 
本 和 定理 的 证 明 略 去 . 


称 与 公式 等 值 的 前 束 范式 为 该 公式 的 前 束 范 式 . 本 定理 说 明 ,任何 公式 的 前 束 范式 都 是 
存在 的 ,但 一 般 说 来 ,并 不 唯一 . 
利用 公式 (3.27) 人 至 公式 (3.30) 以 及 2 条 变换 规则 (置换 规则 、 换 名 规则 ) 束 可 以 求 出 公 


式 的 前 束 范 式 . 
例 3.15 求 下面 公 式 的 前 束 范式 . 
(1) 下 TFT 人 一 了 村 CE 
(2) VY XFIT VY 7 dj xrG(r). 


解 
(1) VxPF(xr) A 7 dd x(x) 
SO VFl(r) M7 jyG(y) ( 换 名 规则 ) 
OS Yr)AVy™ Gly) (公式 (3.27) 第 二 式 ) 
SO YF(r)AVYy™ G(y)) (公式 (3. 28) 第 二 式 》 
SO VrVy(F(r) A - G(y)) (公式 (3. 28) 第 二 式 ) 
或 者 
VrF(r)A 7 jrG(r) 
SO VrF(r)A Yr™ G(r) (公式 (3. 27) 第 二 式 ) 
OO VFlr) A 7 G(X)) (公式 (3. 30) 第 一 式 ) 


由 此 可 知 ,(1) 中 公式 的 前 束 范式 是 不 唯一 的 . 其 实 ， 
VyVY (F(x) A 7 G(Yy)) 
也 是 它 的 前 束 范式 (为 什么 ?). 
(2) YY dG(s) 


SO VrF(r IV Yr™ G(r) 【 公 取 《3.277 宙 二 趟 ) 

OO VrF(r)IV yy™ Gy) ( 换 名 规则 ) 

SO VF(rIV YY G(Y)) (公式 (3. 28) 第 一 式 ) 

SO VrVy(F(r)V 7 G(y)) (公式 (3. 28) 第 一 式 ) 
由 本 例 可 以 看 出 以 下 几 点 : 


e 由 于 V 对 人 适合 分 配 律 , 所 以 式 (1) 才 有 只 带 一 个 量词 的 前 束 范 式 . 而 V 对 V 不 
适合 分 配 律 , 因 而 式 (2) 不 可 能 有 市 一 个 量词 的 前 束 范 式 . 

。 在 使 用 公式 (3. 28) 和 公式 (3. 29) 时 一 定 注意 条 件 ,在 演算 中 都 用 到 了 Vy 了 G(y) 
是 不 含 zx 的 公式 B 的 条 件 . 

e 公式 的 前 束 范 式 是 不 唯一 的 . 

例 3.16 求 下 列 各 式 的 前 束 范 式 ,请 读者 填 出 每 一 步 的 根据 . 

(1) dzF(r) NM YrG(r). 

(2 VPlo) ™ mr 

(3) diF(r)™ YY zr(xr). 

(4) YXF(z)— j yG(y). 

解 

(1) diF(r)N YrG(r) 
SS dyF(y)N VrG(zr) 
SO JyVr(F(ly) MG(r)) 


一 阶 远 者 


(2) i 
OO VyF(y)™> jrxG(r) 
Jyjzrz(F(y)>G(r)) 
(3) Iz) VY rzG(x) 
SO JyF(y)> VxrG(r) 
OO VyVr(F(l(y) G(x)) 
(4) VF(r)™> jyG(Yy) 
OIJrzdy(F(r)—G(Yy)) 
请 读者 再 写 出 以 上 各 式 的 不 同形 式 的 前 束 范式 . 
例 3.17 求 下 列 各 公式 的 前 束 范 式 . 
(1) YZEFGCryy) 一 了 了 wyCGCryy)， 
【人 
解 ” 解 本 题 时 一 定 注意 ,哪些 个 体 变 项 是 约束 出 现 , 哪 些 是 自由 出 现 ,特别 要 注意 哪些 


既是 约束 出 现 又 是 和 目 由 出 现 的 个 体 变 项 . 在 求 前 束 范式 时 ,要 保证 它们 约束 和 上 月 由 出 现 的 号 
份 与 次 数 虱 不 能 改变 ,并 且 不 能 混 清 . 


3.4 


(1) VzxFlr,y)™> jyG(zr, y) 

SS ViF(t,y)™> jwG(zr,w) ( 换 名 规则 ) 

SO ItIw( F(t,y)>G(zr,w)) [公式 (3 28); 03. 20)) 
(2) (VP(r sr) > dirG(T)) > YY x Hlr ys ss) 

OO (VraF(T ,Tr drsGrs)) > VY r(x ,Ts ,Xs) 

SO dz dr (F(T Ts G(T) Yr H(z ,Zs» Ta) 

OO Vr Vrs yal((Flr sr) G(x) > H(zx ,rs ,x3)) 


习 十 


设 个 体 域 为 实数 集 RR，F(z):z 二 5, 求 下 列 0 元 谓词 的 真 值 . 

(1) F(5) (2) FC(V2) (3) F(—2) (4) F (V6) 
(5) F( V27) (6) F(7. 9) 

设 个 体 域 D== {x|zx 为 英语 单词 ), 令 F(x):zx 含 字 母 c. 求 下 列 各 0 元 谓词 的 真 值 . 
(1) F(about) (2) FPF(call) (3) Fl(error) (4) Fl(erect) 
将 下 列 命题 用 0 元 谓词 符号 化 . 

(1) 王 小 山 来 自 山东 省 或 河北 省 . 

(2) 除非 李 联 不 怕 吃 昔 , 否 则 她 不 会 取得 这 样 好 的 成 绩 . 

(3) V2 不 是 有 理 数 . 

于 

设 个 体 域 为 也 = 人 zj 工 是 人 }),，LCzyy):r 喜 欢 v. 将 下 列 命 题 符 号 化 . 

(1) 所 有 的 人 都 喜欢 赵 小 宝 . 

(2) 所 有 的 人 都 喜欢 革 些 人 . 
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(3) 没有 人 喜欢 所 有 的 人 . 
(4) 每 个 人 都 喜欢 自己 . 
设 个 体 域 为 全 总 个 体 域 ,又 令 M(xz):z 是 人 .将 题 3.4 中 4 个 命题 符号 化 . 
3.6 在 一 阶 逻辑 中 将 下 面 命题 符号 化 ,并 分 别 讨论 个 体 域 限 制 为 (a),(b) 条 件 时 命题 的 
真 值 . 
(1) 凡 整 数 都 能 被 2 整除 . 
(2) 有 的 整数 能 被 2 整除 . 
其 中 ,(a) 个 体 域 为 整数 集合 . 
(b) 个 体 域 为 实数 集合 . 
3.7 设 个 体 域 为 整数 集 Z, L(x,y):ZX 十 y 二 x 一 yy. 求 下 列 各 式 的 真 值 . 


Cy 
71 


(1) L(l1;1). (2) L(2,0). 
(3) VYV vyL(1,Yy). (4) jd xrL(r,2). 
类 《6) VzjdyL(r;y). 
(7) 卫 yVZLCzyy)， (8) VZVYYVYLCryy)， 
3.8 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命题 符 号 化 ,并 分 别 讨 论 个 体 域 限 制 为 Ca),(Cb) 条 件 时 命题 的 
真 值 . 


(1) 对 于 任意 的 zx, 均 有 x? 一 2 二 (x 十 V2 ) (x 一 V2). 

(2) 存在 工 , 使 得 x 十 5 二 9. 

其 中 ,(a) 个 体 域 为 自然 数 集合 .(b) 个 体 域 为 实数 集合 . 
3.9 设 个 体 域 为 整数 集 Z, 确 定 下 列 各 公式 的 真 值 . 


(1) VYrz(z 二 0). (2) 了 zz 一 0)， 
3 人 

(5) JrzVy(r=y ). (6) VZzr 了 dy(Cz 十 y 一 0). 

(7) 了 了 zy(cz 十 光一 6). (8) VxXVyjdz(z= (rt Yy)/2). 


3. 10 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命 题 符 号 化 . 
(1) 没有 不 吃饭 的 人 . 
(2) 在 北京 卖 全 的 人 不 全 是 东北 人 . 
(3) 目 然 数 全 是 整数 . 
(4) 有 的 人 天 天 锻炼 身体 . 
3.11 在 一 阶 逻 辑 中 将 下 列 命 题 符 号 化 . 
(1) 火 夺 各 比 汽车 人 快 ; 
(2) 有 的 火车 比 有 的 汽车 快 . 
(3) 不 存在 比 所 有 火车 都 快 的 汽车 . 
(4) 说 凡是 汽车 就 比 火车 慢 是 不 对 的 . 
. 12 将 下 列 命题 符号 化 ,个 体 域 为 实数 集合 R, 并 指出 各 命题 的 真 值 . 
(1) 对 所 有 的 并 ,都 存在 y, 使 得 zx。y 王 0. 
(2) 存在 着 z, 对 所 有 的 > 都 有 工 。y 王 0. 
(3) 对 所 有 ,都 存在 着 ,使 得 > 一 过 十 1. 
(4) 对 所 有 的 过 和 >y ,都 有 工 。y 一 y，z. 


ee 


一 阶 远 大 


将 下 列 各 公式 翻译 成 自然 语言 ,个体 域 为 整数 集 Z, 并 判断 各 命题 的 真 假 . 
(1) VxrVvyjz(r— y=—=z). (2) VXjy(r* y=1). 

(9) aVREE TY 

指出 下 列 公 式 中 的 指导 变 元 ,量词 的 辖 域 ,各 个 体 变 项 的 自由 出 现 和 约束 出 现 . 
(1) VrtF(r) >*G(r 0). 

(2) VrF(zr,y)™> jyG(r,Yy). 

(Bj YE y( Ny YY HN(rry). 

给 定 解释 工 如 下 : 

(a) 个 体 域 Di 为 实数 集 及 . 

(b) a=0. 

(c) f(x,y)=zx—y,r,yEDI. 

(d) F(zx,y): X=y, G(x,y): zz< yyEDDi， 

说 明 下 列 公式 在 I 下 的 含义 ,并 指出 各 公式 的 在 值 . 

(1) VrvVy(G(r,y) > "F(ZL,Yy)). 

(2 中 下 

3) 站 天 是 本 CR 和 庆生 全 

(4) VxVy(G(fr a) P(r Y)). 
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给 定 解释 I 如 下 : 
(a) 个 体 域 D= 一 N(N 为 自然 数 集 ). 
(hb) a=2. 


(c) DD 上 软 数 f(x,y)= 二 x 十 y,g(Xyy)= 二 XT，y. 
(d) D 上 谓词 F(x,y): X==y. 

及 赋值 c: c(Cz) 王 0:,c(Cy) 一 1,c(z) 一 2. 

说 明 下 列 各 式 在 I 及 co 下 的 含义 ,并 讨论 其 丰 值 . 
(1) VzF(g(zrx,a),y). 

(2) VECECFGC ay 一 UVRFCFCY Ga) TD))。 
(3) VxrVvydjdzF(f(r,Yy),z). 

(4) J zrF(f (ry) gr,2)). 
判断 下 列 各 式 的 类 型 . 

(1) 下 (TVy) 一 人 GCT 一 下 (并 ;7y))。 

(2) VYZCFGCrz) 一 (ZJ)) 一 了 了 yVCGCGCY) A TG(Y)). 
(3) VzdyF(rsy) = dyv rh(r,Yy). 

(4) dxzVyF(r,y > VY yjdrF(zr,Yy). 

(5) 站 工 VCOFGzyyD) 一 下 (yy 工 ) )。 

(6) ”(VZFCTr) 一 了 yyGGy))A 人 了 ycCGCy)， 

(7 了 FU 

(8) dzF(z,y)—> VyF(r,y) 

(1) 给 出 一 个 非 团 式 的 永 真 式 . 

(2) 给 出 一 个 非 团 式 的 水 假 式 . 
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(3) 给 出 一 个 非 财 式 的 可 满足 式 ,但 不 是 永 真 式 . 
3. 19 证 明 下 面 公式 既 不 是 永 丰 式 也 不 是 矛盾 式 . 
(1) VF(r)—> dy(G(y) A H(z,Yy))). 
(2) VXIVy(F(rx) MG(y)—> H(z,Yy)). 
3.20 ”将 下 列 各 式 的 否定 号 内 移 , 使 得 否定 号 只 能 出 现在 谓词 前 . 
(1) -7 jzdjyL(zr,y). 
(2) TVYZzVYyL(zr,Yy). 
(3) dE(F(XIR VY ym7 Lr y)). 
(4) VYzxCdyLlry) VV VyH(zr,Yy)). 
3.21 将 下 列 公式 化 成 与 之 等 值 的 公式 ,使 其 没有 既是 约束 出 现 的 ,又 是 自由 出 现 的 个 体 
(1) VYzFGryy)A 人 了 vcGCryyyz)， 
(2) 刁 元 (EC 人 到 DJ)。 
3.22 证 明 : 
(1) YzG4AGCz) 一 BCz)) 近 YYzCACGz)A 人 BCr)). 
(2) J xr (A(r) AB(r))P jr (A(z Br)). 
其 中 ,A(z),B(z) 为 含 底 日 由 出 现 的 公式 . 
3.23” 设 个 体 域 D=={a,5) ,消去 下 列 各 公式 的 量词 . 
(1) Vrzdy(F(r) NG(Yy)). 
(2) Vzdy(F(r) MGT,Y)). 
(3) dzF(T) A YrG(r). 
(4) jd x(F(zr,y)V VyG(y)). 
3.24 ” 设 个 体 域 D={a,b,c} ,消去 下 列 各 公式 中 的 量词 . 
(1) VrF(r)—> VY yG(y). 
(2) VrXC(F(r,y) > jyG(Yy)). 
3.25 设 个 体 域 D={1,2} ,请 给 出 两 种 不 同 的 解释 五 和 1 ,使 得 下 面 公式 在 I 下 都 是 真 
命题 , 而 在 天 下 都 是 假 命题 . 
(1) Vzrz(F(r)—G(r)). 
(2) dz(F(z) 人 CCzh)。 
3.26 ”给 定 公 式 A= 了 xzFCz) 一 YEFCz)， 
(1) 在 解释 五 中, 个体 域 Di 二 {a} ,证 明 公式 A 在 Ti 下 的 真 值 为 1. 
(2) 在 解释 I; 中 ,个 体 域 D, = 二 {ai ;as,… ,a,),n 主 2,A 在 I; 下 的 真 值 还 一 定 是 1 吗 ? 
为 什么 ? 
3.27 给 定 解 释 工 如 下 : 
(a) 个 体 域 D= {3,4). 
(b) f(z) 为 (3)==4,f(4)=3. 
(c) F(z,y) 为 FC(3,3) 二 FPF(4,4) 二 0,F(3,4) 二 FF(4,3)=1. 
试 求 下 列 公 式 在 IT 下 的 夏 值 . 
(1) VzxdjyF(z,y). 


本 


(2) 了 习 工 YYyFCrzyy)， 

(3 VEY YP(E YP (yD 

在 一 阶 逻 辑 中 将 下 面 命 题 符 号 化 ,要 求 用 两 种 不 同 的 等 值 形式 ， 
(1) 没有 小 于 负数 的 正 数 . 

(2) 相等 的 两 个 角 未 必 都 是 对 项 角 . 

求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 

(1) dxrF(x)—> VY yG(r,Yy). 

(2) VYV rlF(r,y)> VY yG(r, yz))， 

求 下 列 各 式 的 前 束 范式 . 

(1) F(z NG(T) > LLY). 


(C29 WY RCP(lm Op Tr» deH(lr)—* ie Dn ss )), 


(3) 本 而 下 人 而 (Ha) *™ 7 dG ss ) 
将 下 列 命题 符号 化 ,要 求 符 号 化 的 公式 为 前 束 范式 . 
(1) 有 的 汽车 比 有 的 火车 跑 得 快 . 

(2) 有 的 火车 比 所 有 的 汽车 跑 得 快 . 

(3) 说 所 有 的 火车 比 所 有 汽车 部 跑 得 快 是 不 对 的 . 

(4) 说 有 的 飞机 比 有 的 汽车 慢 是 不 对 的 . 

求 下 列 各 公式 的 前 束 范式 . 

(1) 习 元 PFC daG(r) VV (yy 

(2) 一 (VZFCr)V YYZCGCZ))， 


一 阶 膛 上 大 
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4 关 系 


关系 是 离散 数学 中 刻画 元 素 之 间 相 互联 系 的 一 个 重要 的 概念 ,在 计算 机 科学 与 技术 领 
域 中 有 着 广泛 的 应 用 ,关系 数据 库 模 型 就 是 以 关系 及 其 运算 作为 理论 基础 的 . 

最 基本 的 关系 是 二 元 关系 , 即 发 生 在 两 个 个 体 之 间 的 关系 . 比如 竞赛 中 间 的 胜 负 关系 ， 
如 果 每 一 场 比赛 都 是 在 两 个 对 手 之 间 进 行 , 不 考虑 平局 ,那么 比赛 结果 工 胜 > 就 可 以 表示 
成 (x,y) ,关系 {(ayp),(cyp),(ca))} 记录 了 3 场 比赛 的 结果 . 由 这 个 结果 不 难看 出 ,c 是 第 
一 名 ,是 第 二 名 ,而 & 是 最 后 一 名 . 这 了 驶 是 tap,c} 集 合 上 的 一 个 二 元 关系 的 例 于 . 

本 和 草 主 要 讨论 二 元 关系 . 先 给 出 二 元 关系 的 定义 和 表示 方法 ,然后 讨论 关系 的 运算 、 关 
系 的 性 质 , 最 后 研究 两 类 重要 的 二 元 关系 一 一 等 价 关 系 与 偏 序 关系 . 


4.1 关系 的 定义 及 其 表示 


4.1.1 有 夯 对 与 备 卡 儿 积 


定义 4.1 由 两 个 元 系 , 比 如 xz 和 yy, 按照 一 定 次 序 构成 的 二 元 组 称 为 一 个 有 序 对 , 记 作 
(zy). 其 中 ,zx 是 它 的 第 一 元 素 ,y 是 它 的 第 二 元 素 . 
直角 坐标 系 中 点 的 坐标 如 (1, 一 2)，(0,5) 就 是 有 序 对 . 
在 一 个 有 序 对 中 ,如 果 两 个 元 系 不 相 征 ,那么 它们 是 不 能 交换 次 序 的 . 例如 (0,1) 与 
《1,0) 代 表 不 同 的 有 序 对 . 
两 个 有 序 对 (x,y) 与 (u,v) 相 等 的 充分 必要 条 件 是 xX 二 wu 且 y= 二 vw. 
例 4.1 设 有 序 对 (x 十 y,3) 二 《3y 一 2,x 十 5), 那么 根据 有 序 对 相等 的 充分 必要 条 件 有 
X 十 y 二 3y 一 2 和 3 二 zx 十 5, 因 此 得 到 x 二 一 2, y= 二 0. 
利用 有 序 对 的 概念 可 以 定义 集合 的 笛 卡 儿 积 . 
定义 4.2 设 A、B 为 集合 ,那么 以 A 中 元 系 作 为 第 一 元 系 ,B 中 元 系 作 为 第 二 元 系 做 
有 序 对 ,所 有 这 样 的 有 序 对 构成 的 集合 称 为 A 与 B 的 笛 卡 儿 积 , 记 作 AXB. 人 符号 化 表示 为 
AXB={(r,y;|xrEAAvyEB} 
例 4.2 设 A={0,1)}, B 二 {a,b,c) ,那么 
AXD= Ta 0 DAU (la (TD (Ld?) 
BXA= (xO (a b 0 (bylys ORG 
有 穷 集合 的 华 卡 儿 积 的 元 系数 可 以 通过 下 面 公 式 计 算 : 如 果 |A|==m,1B|==n, 那 么 
IAXB|=mn. 


IE 
(1) 当 A 或 者 B 为 空 集 时 ,AXB 也 是 空 集 . 
(2) 笛 卡 儿 积 运 算 不 适合 交换 律 , 即 AXB 关 BXA, 除 非 A==B,A==B 或 者 B= 他. 
(3) 第 卡 儿 积 运 算 不 适合 结合 律 , 即 (AXB)XC 了 AX(BXCOC), 除 非 A 如, B= 名 式 
者 C 一 V. 
(4) 稍 卡 儿 积 运算 对 并 和 交 运 算 适 合 分 配 律 , 即 
AXx(BUC) 一 (4XxB)U(CAXC) 
(BUC)xXAQ=~ BxA)U Cx A) 
AXxX(B[IC=(AXxB)/I(AxCO) 
(BNOCOxA=(BxA)NMN(CxA) 
上 面 定 义 的 2 阶 备 卡 儿 积 可 以 推广 到 阶 . 
定义 4.3 (1) 由 7 个 元 素 Xi1 ;Xs，…,X, 按 照 一 定 的 顺序 排列 构成 有 序 n 元 组 , 记 作 
《并 Ts Tn ). 
(2) 设 A, ,4A: ,…,A, 为 集合 , 称 
AI XAX…XA 一 (zz | XE A, i = 1,2,.…,n) 
为 n 阶 第 卡 儿 积 . 
空间 直角 坐标 系 中 全 体 点 的 集合 就 是 3 阶 笛 卡 儿 积 RXRXR. 


4.1.2 二 元 关系 的 定义 


下 面 定 义 二 元 关系 . 

定义 4.4 如 果 一 个 集合 中 的 元 素 都 是 有 序 对 或 者 这 个 集合 是 空 集 , 则 称 这 个 集合 是 
一 个 二 元 关系 ,向 称 关系 . 关系 的 名 字 一 般 使 用 大 写 的 喘 文 字母 ,通常 记 作 R. 

如 果 有 反对 《x,y) ER, 可 以 简单 记 作 xRy, 否则 记 为 x 下 y. 例如 ,R= 二 {(a,6)，,(c,0)， 
《ca 就 可 以 记 作 aRb,，cRb, cRa. 

例 4.3 ”一些 关 系 的 实例 . 

(1) i | zx，,yEN, Xx 十 y 二 3} 是 自然 数 集 N 上 的 关系 ,不 难看 出 

-10D (Dlre 0597s L009 13l%s T2509)) 

(2) i | zx,yER, zx 十 yy 二 1) ,其 中 R 是 实数 集 ,C 是 耳 角 坐标 平面 上 点 的 模 
坐标 与 纵 坐 标 之 间 的 关系 ,满足 关系 C 的 有 所有 的 点 恰好 构成 坐标 平面 上 的 单位 圆 . 

(3) 设 A 是 计算 机 专业 03 级 和 学生 的 学 号 构成 的 集合 ,这 些 学 号 从 0305001 到 
id 

一 {((zy) |XEA,y EB,r 选 修了 课 号 为 y 的 课程 } 

人 03 级 学 生 选 课 的 情况 . 

二 元 关系 也 可 以 推广 到 元 关系 ,n 元 关系 中 的 元 系 是 有 序 n 元 组 . 下 面 就 是 一 些 n 元 
关系 的 例子 . 

例 4.4 (1) P= 二 {(r,y;z)〉| Xx,y,zER, Xx 十 2y 十 z 二 3},P 代表 了 空间 和 卫 角 坐 标 系 中 
的 一 个 平面 . 

(2) 表 4. 1 是 关系 数据 库 中 的 一 个 实体 模型 ,是 有 关 员 工 的 一 张 简 表 . 
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工资 
1600 
1250 
1500 


900 


表 4. 1 中 包含 了 若干 员工 的 记录 ,每 个 记录 是 一 个 5 元 组 ,由 5 个 字段 构成 , 称 为 属性 . 
这 些 元 组 的 集合 构成 了 一 个 5 元 关系 . 
n 元 关系 及 其 运算 构成 了 关系 数据 库 的 理论 基础 ,在 实际 中 有 着 重要 的 应 用 ,后 面 将 给 
出 一 个 简单 的 例子 ,本章 所 涉及 的 关系 均 指 二 元 关系 . 
二 元 关系 中 特别 重要 的 是 从 A 到 B 的 关系 与 A 上 的 关系 . 
定义 4.5 设 A,B 为 集合 , AXB 的 任何 子 集 所 定义 的 二 元 关系 叫做 从 A 到 B 的 二 
元 关系 , 当 A 一 B 时 则 叫做 A4 上 的 二 元 关系 . 
例 4.5 A 二 (a,b5}, B 二 41,2,3), 那么 
Ra 
都 是 从 A 到 已 的 关系 ; 
人 
都 是 B 上 的 二 元 关系 . 
设 |A1=n, |B1=m, 那么 |AXB|==nm, AXB 的 不 同 的 子 集 有 2” 个 ,因此 存在 2 
个 不 同 的 从 A 到 B 的 二 元 关系 . 从 这 个 结果 可 以 推出 A 上 存在 有 2” 个 不 同 的 二 元 关系 . 
例如 |A|=3, 则 A 上 有 2* 一 512 个 不 同 的 二 元 关系 . 
下 面 是 一 些 A 上 重要 关系 的 实例 . 
名 是 A 上 的 关系 , 称 为 空 关 系 . 其 他 的 A 上 的 关系 定义 如 下 . 
定义 4.6 设 A 为 任意 集合 ， 
EFA={(ry|rEAAvEA}=AxA 
二 {zx |zE A)} 
Ea， 世 分 别称 为 全 域 关 系 与 恒 等 关系 . 
例如 , A={1,2)， 则 
FE = {ll (ls (9 le (30) 
Ts (sl (22) 
给 定 集 合 A,A 上 的 小 于 等 于 关系 上 4 、 整 除 关 系 Ds ,包含 关 系 Rc 定义 如 下 . 
定义 4.7 
La 二 {(z,y) | xX,yEAAzry}, 这 里 A CR, R 为 实数 集 . 
Da 一 (zy |xX,yEAAzr 整 除 y)}, 这 里 A C2Z*,Z* 为 非 0 整数 集 . 
Ro- 二 {(xyy) |xX,yEAAxrxCwv}, 这 里 A 是 集合 族 . 


例如 A 二 11,2,3}， 则 
Ve = 
= tlyatle Al 
A 二 {名 ,{a} ,40},{a,5}}, 则 A 上 的 包含 关系 是 
Re=1(D CO) .AO A baal) ln), 
“pias blslnD smbDialasbly} 
类 似 地 还 可 以 定义 A 上 的 大 于 等 于 关系 , 小 于 关系 ， 大 于 关系 ， 真 包含 关系 等 . 
例 4.6 设 A=={1,2,…,10}, R 二 {zx,y)| x,yEA, Zz 十 2y 夸 8), 列 出 R 中 的 所 有 元 素 . 
“PE DE PE 
(Ile tl 
如 果 称 横 纵 坐标 均 为 整数 的 点 为 整 点 ,那么 RR 中 的 全 体 有 序 对 恰好 构成 了 平面 直角 上 坐 
标 系 坐标 轴 的 正方 器 和 和 直线 x 十 2y 二 8 所 围 成 的 区 域 ( 包 括 卫 线 , 但 不 含 坐 标 轴 ) 内 的 所 有 
整 点 . 


4.1.3 二 元 关系 的 表示 


可 以 使 用 集合 表达 式 定义 二 元 关系 ,上 面 的 例子 都 通过 这 种 方法 来 表示 一 个 二 元 关系 . 
除了 集合 表达 式 以 外 ,还 可 以 使 用 关系 矩阵 和 关系 图 来 表示 二 元 关系 . 关系 矩阵 通常 用 于 
表示 从 A 到 B 的 关系 或 者 A 上 的 关系 ,这 里 的 A 和 已 都 是 有 穷 集合 . 关系 图 只 能 表示 有 
穷 集合 A 上 的 关系 . 

定义 4.8 设 A=(zi,T2"* Ta};BB 二 (yyy2 ym); 民 R 是 从 A 到 B 的 关系 ,KR 的 天 
系 和 矩阵 是 布尔 矩阵 Mx 二 (7; ),xm， 其 中 ;二 1 合 (zi, y;)ER, i= 二 1,2,…,n, jj 三 1， 

当 尺 为 A 上 的 关系 时 ,R 的 关系 矩阵 是 nn 阶 方 阵 . 

定义 4.9 设 A={zi;ZXx2，… ,Tn} ,RR 的 关系 图 是 Gr 一 (A, RR), 其 中 A 为 G 的 结 点 集 ， 
R 为 边 集 .VY xi ,Xx; EEA, 如 果 (zi,xj;)ER, 在 图 中 就 有 一 条 从 zx; 到 xz; 的 有 问 边 . 

例 4.7 () 设 A={a,bycyd},， R 二 {ara), (ay py 《asc)，《Bbsa)，《d,0)},R 的 关系 
矩阵 如 下 ,关系 图 如 图 4. 1 所 示 . 


1 1 10 
10 00 . , 
0 0 0 0 
0 1 0 0 
(2) 设 A={a,b,c,d}, B={1,2,3},R={(a,1),(a,2),(6,1),66,3),， “ 
(c,1) ,《c,2) ,《c,3)),R 的 关系 矩阵 是 图 4.1 
1 1 0 
1 0 1 
1 11 
0 0 0 
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不 难看 出 ,R 的 关系 图 Gx 显然 是 唯一 的 . 如 果 用 列 元 素 的 方法 给 出 了 A 与 B 的 全 体 元 
素 , 那 么 从 A 到 B 的 关系 或 者 A 上 的 关系 尺 的 矩阵 WMR 也 是 唯一 的 . 


4.2 关系 的 运算 


二 元 关系 作为 集合 ,可 以 进行 并 、 交 、 相 对 补 、 对 称 差 等 运算 . 除 此 之 外 ,还 可 以 定义 其 
他 一 些 和 常用 的 关系 运算 . 


4.2.1 关系 的 基本 运算 
定义 4.10 设 R 为 二 元 关系 ,R 的 定义 域 \ 值 域 和 域 分 别 记 作 dom R, ranR, fldR， 


其 中 
domR = {zx| jy (x,y) ER)) 
ranR = {y| jx (lx,y) ER)) 
fldR = domR UranR 
由 定义 不 难看 出 ,定义 域 domR 是 R 中 所 有 有 序 对 的 第 一 元 系 构 成 的 集合 , 值 域 ranR 
是 R 中 所 有 有 序 对 的 第 二 元 系 构 成 的 集合 ,fldR 是 R 有 让 对 消 及 的 全 体 无 区 集合 
例 4.8 设 R={(a,{6})),《c,d),《({a},{d})),《d,{d}))}, 则 
domR = {a,c,ia},d} 
ranR = ‘ib},d,id}} 
dR = ats latr sdsibrs dt! 
定义 4.11 设 R 为 二 元 关系 ,R 的 逆 记 作 R ,其 中 
R ”一 (人 yz) | (zy € R) 
不 难看 出 ,R” 就 是 把 R 的 每 个 有 序 对 的 两 个 元 双 交 换 以 后 得 到 的 关系. 如 果 R 是 整数 集 
Z 上 的 小 于 关系 ,那么 R ”就 是 ZZ 上 的 大 于 关系 . 类 似 地 ,整除 关系 的 逆 就 是 倍数 关系 . 
下 面 定义 两 个 天 系 的 合成 运算 . 
定义 4.12 设 R,S 为 二 元 关系 ,R 忆 S 的 合成 记 作 R。S, 则 
RS= {rz) | dy ((xr,y) E RA (yz) ES) ) 
例 4.9 设 R=4(1,2),《1,4),《2,2),《2,3)},S 一 {41,1),《1,3),《2,3),《3,2〉,《3,3)), 那 
么 有 
Renme= les2 (da) 
并 
可 以 把 关系 看 作 是 一 种 作用 ,如 果 (x,y)ER, (y,z)ES, 那 么 工 通 过 R 的 作用 变 到 v， 
y 接 看 通过 S 的 作用 又 变 到 xz. 这 了 驶 是 说 ,在 尺 和 3S 的 合成 作用 下 将 x 变 到 了 xz, 因此 (x,z》 
ER。S. 这 里 的 y 起 到 一 个 中 介 的 作用 ,如 果 对 于 给 定 的 关系 RR 和 S，, 不 存在 满足 这 种 条 件 
的 中 介 , 那 么 ReS= 2. 
从 例 4.9 可 以 看 出 ,合成 运 鼻 不 满足 交换 律 . 
怎样 求 两 个 关系 的 合成 ? 下 面 介 绍 两 种 方法 . 
第 一 种 方法 就 是 利用 关系 的 图 示 来 计算 关系 的 合成 ,特别 要 说 明 的 是 ,这 里 的 图 示 指 的 


不 是 关系 图 ,因为 关系 图 只 用 于 表示 A 上 的 关系 . 此 外 ,这 种 方法 只 适用 于 含有 有 限 个 有 序 
对 的 关系 . 

给 定 含 有 7 个 有 序 对 的 关系 R, R 的 图 示 由 nn 条 有 问 边 构成 ,将 domR 中 的 元 素 画 在 
左边 ,ranR 的 元 系 男 在 右边 ,如 果 对 于 XEdomR, vEranR,， (xz,y)ER, 那么 从 代表 工 的 
结 点 到 代表 yy 的 结 点 画 一 条 有 问 边 ,所 有 的 n 条 有 问 边 就 构成 了 R 的 图 示 . 

为 求 RR 与 S 的 合成 , 先 夯 出 的 图 示 , 在 这 个 图 示 的 后 面 接 上 S 的 图 示 . 如 果 rankR 与 
doms 含有 共同 的 元 系 ,那么 这 个 元 系 只 能 是 同一 个 结 点 ,而 不 能 画 成 两 个 结 点 . 在 这 个 图 
中 如 果 从 dom R 的 结 点 工 经 过 2 步 有 问 边 到 达 rangs 的 结 点 xz, 那么 (zx,z)ER。S. 
例 4.9 的 RS 与 S$°R 的 图 示 见 图 4. 2. 


图 4.2 


第 二 种 方法 是 利用 关系 定 阵 的 法 . 

考虑 例 4.9 中 的 关系 RR 和 S, 先 将 R 和 S 表示 成 从 一 个 集合 到 男 一 个 集合 上 的 关系 . 
因为 domR 二 {1,2}, ranR 二 {12,3,4}, domS 二 {1,2,3}, ranS 二 {1,2,3}, 其 中 ranRU 
domS 二 {1,2,3,4};, 那 么 将 RR 看 作 从 domR 到 ranRU doms 的 关系 ,而 将 S 看 作 从 
ranRUdoms 到 rangs 的 关系 ,因此 R*。S 就 是 从 domR 到 ranS 的 关系 . 分 别 写 出 RR 和 S 的 
关系 答 隆 Mk 和 Ms ,然后 计算 Ms 和 Ms 的 来 积 . 注意 ,元 系 的 相 加 及 用 迎 各 加 , 即 1 十 0 三 
0 十 1 三 1 十 1 二 1, 0 十 0 二 0. 这 样 得 到 的 结果 矩阵 就 是 关系 R。S 的 关系 矩阵 . 计算 过 程 如 下 : 


] 0 1 
| 0 1 0 1 | 0 0 1 | 0 0 | 
MrM;s = 
0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 
0 0 0 


从 而 得 到 ReS 二 {(1,3) ,2,2) ,2,3)}, 与 用 图 示 的 方法 结果 相同 . 

最 后 还 要 说 明 一 点 ,这 里 定义 的 关系 合成 是 右 复 合 运 算 . 换 句 话说 ,R°*S 中 的 R 是 第 一 
步 作 用 ,而 右边 的 S 是 复合 上 去 的 第 二 步 作 用 . 有 的 书 中 采用 了 左 复 合 的 定义 , 即 

RoeS={(x,z) | Jy ((x,y) E SA (y,z) ER)) 

左 复合 中 的 S 是 第 一 步 作用 ,而 左边 的 RR 是 复合 上 去 的 第 二 步 作用 . 显然 两 种 定义 的 计算 
结果 是 不 一 样 的 . 从 理论 上 说 ,这 两 种 定义 都 是 合理 的 , 正 像 交通 规则 ,有 的 国家 规定 右 行 ， 
有 的 国家 规定 左 行 一 样 ,只 要 自己 的 体系 一 致 就 行 了 . 

可 以 证 明 关 系 的 运算 具有 下 述 性 质 . 

定理 4.1 设 下 是 任意 的 关系 ， 则 

(1) (F -7!) 一下. 
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(2) domF =ranF, ranF ‘= domr. 
证 明 (1) 任 取 4z,y?, 由 逆 的 定义 有 

(Ty) EPIT) IO (ly EFIO (Ty)EF 
所 以 有 (F- 1) ! 二 KF. 
(2) 任 取 工 ， 

EdomF SO jy((rx,y) EF )SO IJy((y,x) EF)OzxE ranF 

所 以 有 domF!= 二 ranF. 
同 理 可 证 ranF !' 二 dom[. 
定理 4. 1 说 明 关 系 的 逆 是 相互 的 , 求 逆 运 算 以 后 定义 域 与 值 域 互 换 . 
下 面 的 两 个 定理 都 与 合成 运算 的 性 质 相 关 . 
定理 4.2 设 下 , G, HH 是 任意 的 关系 ， 则 
(1) (FeG)° H=F°(G°H). 
(2) (F°G) =G °F. 
证 明 (1) 任 取 《x,y)， 
《区 39 人 (Far) 万 
aE Fr Nt CH) 
di( ds((rss) EPAAst EO Ntsy EH) 
dids(tT 7 EFh(sstr CGN (ty EH) 
医生 
人 

OO (rT,yEF° (GH) 
所 以 (FeG)°H = F°(G°H). 
(2) Wmsyys 


| 


(Ts,y EPG 
OO (y,T EPG 
SO Ji((y,t) EFA (tr)EG) 
SO Jr EG AG,y)EFT) 
(Ty)EG oF 
所 以 (FeG) = G °F . 
定理 4.3 设 尺 为 A 上 的 关系 ， 则 
R°eIa=Ia°°R=R 
证 明 任 取 (zx,y) 
‘TyER°Ia 
SO Ii((r,t ERA(t,yET,) 
SO Jit((zr,t ERNt=yAyEA) 
OT,Yy ER 
从 而 有 R°Ta4 二 RR, 同 理 可 证 Ia°* R==R. 


定理 4. 2 说 明 合 成 运算 满足 结合 律 , 对 于 多 个 关系 的 合成 ,只 要 不 交换 它们 的 次 序 , 不 
管 谁 先 参与 合成 ,最 后 的 结果 都 是 一 样 的 . 定理 4. 3 说 明 , 对 于 任何 A 上 的 关系 尺 , 恒 等 关 
系 对 于 合成 运算 是 没有 页 献 的 . 这 里 的 恒 等 关系 所 起 的 作用 ,就 像 普 通 乘 法 中 的 整数 1 一 
样 ,不 管 什么 实数 z,z 与 1 相 乘 总 是 等 于 zx。 具有 这 种 性 质 的 元 素 称 为 运算 的 单位 元 . 1 是 
普通 乘法 的 单位 元 , 恒 等 关 系 4 是 A 上 关系 合成 运算 的 单位 元 . 关于 单位 元 的 一 般 性 定义 
将 在 后 面 的 14. 1. 2 节 给 以 介绍 . 

以 上 3 个 定理 的 证 明 方 法 都 是 第 1 草 提 到 的 直接 证 明 法 . domR,ranR 是 集合 ,R 与 
R。S 是 关系 . 为 证 明 相 关 的 等 式 ,实际 上 采用 的 是 集合 相等 的 证 明 方法 , 即 证 明 相 互 包含 . 它 
们 的 区 别 在 于 ,domR 与 ranR 中 任 取 的 是 元 率 zz, 而 R 7! 与 Re*S 中 任 取 的 是 有 序 对 《x,y). 


4.2.2 关系 的 规 运 算 


由 于 关系 合成 满足 结合 律 ,因此 可 以 定义 关系 的 吉 运 算 . 这 里 的 关系 指 的 是 集合 A 上 
的 关系 . 
定义 4.13 设 R 为 A 上 的 关系 , n 为 卓然 数 , 则 R 的 n 次 曙 定 义 为 : 
(1) R*°={(z,rz)|zEA}=I,. 
i 
这 个 定义 是 递归 的 定义 . 对 于 A 上 的 任何 关系 R,R 的 最 低 次 器 是 0 次 蝴 , 等 于 A 上 的 
恒 等 关 系 I4. 由 0 次 和 开始 ,反复 使 用 第 (2) 条 规则 ,就 可 以 得 到 R 的 任何 正 整 数 次 客 . 
例如 ， 
R= 二 
R’:=R!i°R=R°R 
R=R’:° R= (R°R)°R=R°R°R 


由 定义 4.13 可 以 知道 ,对 于 A 上 的 任何 关系 RR 和 KR; ,它们 的 0 次 蜗 部 是 相等 的 , 即 
Ri 二 R 二. R 的 n 次 暴 就 是 n 个 R 的 合成 . 

怎样 求 出 关系 尺 的 n 次 瞄 ? 这 与 关系 R 的 表示 法 有 关 , 不 同 的 表示 ,求法 也 不 同 . 如 
果 关 系 是 用 集合 表达 式 给 出 的 ,那么 可 以 采用 关系 图 示 的 方法 . 为 求 尺 的 蒜 次 若 , 将 民 的 
图 示 复 制 n 次 ,第 i 个 图 示 从 第 i 层 的 A 中 的 结 点 到 达 第 i 十 1 层 的 A 中 的 结 点 . 如 果 从 第 
一 层 A 中 的 结 点 x ,经 过 nn 步 长 的 有 问 路 径 , 可 以 到 达 最 后 一 层 (n 十 1 层 )A 中 的 结 点 y， 那 
么 (rT,y)ER". 如 果 FR 是 用 和 矩阵 Mx 表示 的 ,那么 只 需 计 算 Mx 的 n 次 方 ,这 就 是 R" 的 关系 
和 矩阵 . 利用 关系 图 求 关 系 究 的 方法 可 能 是 最 方便 的 . 下 面 给 出 具体 的 做 法 . 

设 R 的 关系 图 是 Gg, 先 在 R" 的 关系 图 G 中 画 出 与 GR 相同 的 n 个 顶点 ,然后 顺序 考察 
Gx 的 每 个 结 点 zx. 如 果 结 点 x 到 y 有 一 条 长 为 的 有 问 通 路 ,那么 就 在 G 中 加 上 一 条 从 x 
到 y 的 边 . 注意 , 当 x 二 y 时 ,得 到 的 是 一 个 过 的 环 . 当 所 有 的 结 点 都 检查 过 ,G 中 的 边 都 
添加 完毕 ,就 得 到 R" 的 关系 图 . 请 看 下 面 的 例子 . 

例 4.10 设 A = {aypcdl, 民 一 (appa orcy cd ， 求 民 的 各 次 需 ， 分 
别 用 和 矩阵 和 关系 图 表示 . 
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解 玉 的 关系 定 阵 为 


0 1 0 0 
1 0 10 
MT 一 
0 0 01 
0 0 0 0 
则 R? 的 关系 和 窍 阵 是 
01001fo100 1 0 10 
10 10|I10 10 0 1 01 
MM: = -一 
00 01||00 01 0 0 0 0 
0000|loo oo0 0 0 0 0 
同 理 Ri 和 R* 的 矩阵 是 
0 1 01 1 0 10 
wll1010 mo 1l101 
00 001 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 


因此 NM 一 ME , 即 R* 一 R*. 于 是 可 以 得 到 
R: = Rt = R' ~ “as R: = RR’ 一 民 一 … 
而 R?， 印 [4 的 关系 矩阵 是 


1] 0 0 0 
UL 0 0 
M° 一 
0 1 0 
0 0 0 1 


用 关系 图 的 方法 得 到 R' . RR * 本 _ ,的 关系 图 如 图 4. 3 所 示 . 


9 9 5 5 一 一 一 


Ra R'=R 
0 
" a b C 
展开 RR 
图 4.3 


可 以 证 明 以 下 关于 堵 运 算 的 性 质 ， 
定理 4.4 设 A 为 n 元 集 , R 是 A 上 的 关系 ， 则 存在 自然 数 s 和 ,使 得 民 : 一 民 :. 
证 明 尺 为 A 上 的 关系 , 由 于 |A|==n, A 上 的 不 同 关系 只 有 2” 个 . 列 出 R 的 各 次 客 
民 ” . R,,， R’ Ci ,R” " 
当 所 列 出 的 塞 的 个 数 超过 A 上 关系 的 总 数 2” 时 ,这 些 者 中 必 有 两 个 者 相 等 , 即 存 在 自然 数 


s 和 + 使 得 民 : 一 民 :. 

在 定理 4.4 的 证 明 中 实际 上 用 到 了 蚀 划 原理. 铝 巢 原理 的 简单 形式 表述 如 下 : 把 
7 十 1 只 铝 子 放 人 了 个 巢 中 ,那么 存在 一 个 巢 ,使 得 其 中 至 少 有 2 只 或 者 2 只 以 上 的 谷子 . 铝 
巢 原 理 是 组 合 学 的 重要 原理 ,在 许多 涉及 组 合 存在 性 问题 的 证 明 中 有 着 重要 的 应 用 . 

定理 4.4 说 明 有 和 穷 集合 上 的 关系 尺 只 有 有 限 多 个 不 同 的 震 . 

定理 4.5 设 R 是 A 上 的 关系 ,m,nEN， 则 

(1 Rep = 

(2) (R™)"=R™. 

证 明 用 归纳 法 . 

(1) 对 于 任意 给 定 的 mxEN, 施 归 纳 于 7. 

硅 n 二 0, 则 有 

R 民 ”。 民 "一 民有 一 民 " 一 及 ”7 
假设 R”"。R" = 一 R"t+*， 则 有 
R™° R"*+!—R"™°(R"°R)=(R”°R")° R=R"™t"t+! 
所 以 对 一 切 ,zzEN 有 R”°*R" 二 RR™*. 
(2) 对 于 任意 给 定 的 EN, 施 归纳 于 7 
在 7 一 0， 则 有 
Ot i UD 

假设 (R”")" 一 R™，, 则 有 

ay 
所 以 对 一 切 mmzEN 有 (R”)"= 二 Rw™. 

以 上 定理 及 用 的 证 明 方 法 是 第 1 章 提 到 的 数学 归纳 法 . 归纳 基础 是 对 ”一 0 验证 命题 
为 真 . 归纳 步骤 是 由 命题 对 7 为 真 推 出 对 nn 十 1 也 为 真 . 当 命题 中 存在 多 个 自然 数 时 ,一 般 
是 选择 其 中 的 一 个 自然 数 进行 归纳 . 这 就 是 说 ,对 其 他 的 自然 数 要 任意 给 定 , 然 后 对 选中 的 
那个 自然 数 进 行 归 纳 ， 比 如 任意 给 定 mx, 然后 对 n 进行 归纳 . 

定理 4.6 设 R 是 A 上 的 关系 , 奉 存 在 自然 数 s,t(s 一 ?) 使 得 R' 一 R*， 则 

(1) 对 任何 有 EN 有 Rt* 一 Rr. 

(2) 对 任何 k,iEN 有 民生 一 Ri ， 其 中 p= 二 1t 一 ;s. 

(3) 令 S 一 {R",R',…,R”'}, 则 对 于 任意 的 gEN 有 RES. 

证 明 《IY RR 一 ReR*=R 

(2) 对 归纳. 

藻 有 一 0, 则 有 RY ' 二 RY 

假设 R™Y ' 一 R"™', 其 中 p 二 t 一 s， 则 

人 
由 归纳 法 命题 得 证 . 

(3) 任 取 gEN, 若 g 二 i, 显然 有 RES. 和 半 gq 宇 t， 则 根据 除法 定义 存在 自然 数 有 和 i， 

使 得 g= 二 :十 kp 十 i, 其 中 0 三 i 志 p 一 1. 于 是 
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R” 一 Rt — 及 二: 
而 
和 二 


这 就 证 明了 RE S. 

定理 4.6 给 出 了 R 的 不 同 震 的 个 数 的 一 个 上 界 . 就 是 说 ,如 果 R' 二 R', 那 么 尺 的 不 同 
的 需 至 多 有 上 个 . 如 果 s 和 + 是 使 得 R' 二 R' 成 立 的 最 小 的 自然 数 , 那 么 RR 恰好 有 t 个 不 同 的 
震 . 这 里 的 1 一 s 可 以 看 作 是 符 变 化 的 周期 利用 需 的 周期 性 ,在 某 些 情况 下 可 以 将 尺 的 比 
较 高 的 鹤 化 简 成 比较 低 的 究 . 回顾 例 4. 10, 巾 于 尽 一 尺 ' ,因此 尺 的 不 同 的 需 至 多 是 4 个 , 即 
R,RR ,R*. 利用 这 个 性 质 , 有 民 ”一 民 . 


4.3 关系 的 性 质 


4.3.1 关系 性 质 的 定义 和 判别 


本 市 涉及 的 关系 部 是 指 某 个 集合 A 上 的 关系 ,所 讨论 的 关系 的 性 质 是 : 上 月 反 性 、 反目 反 
性 、. 对称 性 `. 反 对 称 性 和 传递 性 . 下 面 给 出 定义 . 
定义 4.14 设 R 是 集合 A 上 的 关系 ， 
(1) 如 果 Yxr(xrEA 一 (zx,X)ER), 则 称 R 在 A 上 上 自 反 ， 
(2) 如 果 Yr(rEA(r,T) ER), 则 称 R 在 A 上 反 自 反 . 
易 见 , 恒 等 关 系 I4, 全 域 关 系 Es ,小 于 等 于 关系 La ,整除 关系 Ds。 都 是 给 定 集合 A 上 的 
自 反 关系 . 空 关系 多 ,小 于 关系 是 A 上 反 上 自 反 的 关系 ， 
对 于 非 空 的 集合 A ,根据 关 系 是 否 具 有 日 反 性 和 反日 反 人 性 可 以 将 关系 划 分 为 3 类 ;日 
反 但 不 是 反目 反 的 ,反目 反 但 不 是 目 反 的 , 既 不 是 目 反 的 也 不 是 反目 反 的 . 
例 4.11 设 A=(a,po:c}， 
了 = 00 (bbb Nee} 
KR, = ‘a,b 
R= 1 《证 在 
这 里 R! 是 日 反 的 但 不 是 反目 反 的 ,Rs 是 反目 反 的 但 不 是 目 反 的 ,Rs 既 不 是 目 反 的 也 不 是 反 
日 反 的 . 
对 于 任何 集合 A, 最 大 的 日 反 关 系 是 下 ,最 小 的 目 反 关系 是 I4 ,最 大 的 反日 反 关 系 是 
Ea 一 I4 ,最 小 的 反 自 反 关系 是 空 关系 多. 可 以 证 明 : A 上 任何 目 反 关系 及 都 满足 三 R,A 
上 任何 反目 反 关 系 R 都 满足 RN 二 2. 
从 关系 窍 阵 的 特点 来 看 ,上 月 反 关 系 的 关系 窍 阵 的 主 对 角 线 元 系 全 是 1, 反目 反 关 系 的 关 
系 窍 阵 的 主 对 角 线 元 系 全 是 0. 主 对 角 线 元 条 有 1 工 也 有 0 的 关系 既 不 是 日 反 的 也 不 是 反日 
反 的 . 
从 关系 图 的 特点 来 看 ,日 反 关 系 的 关系 图 中 每 个 结 点 都 有 过 日 导 的 环 ( 从 某 个 结 点 出 发 
到 目 己 的 边 ) ,反目 反 关 系 图 中 每 个 结 点 和 都 设 有 环 . 如 果 有 的 结 点 有 环 , 有 的 结 点 没有 环 , 奢 
么 这 个 关系 既 不 是 目 反 的 也 不 是 反日 反 的 . 


定义 4.15 设 尺 是 集合 A 上 的 关系 ， 

(1) 如 果 VYzVyawywCzyyEAA(zyy ER 一 vv ER), 则 称 尺 在 A 上 对 称 . 

(2) 如 果 VzVawyCzyvEAANAzZyy ERANAvy Zr ER 一 一 v), 则 称 尺 在 A 上 反对 称 . 

窟 关系 ,人 恒 等 关系 14 ,全 域 关 系 FE 都 是 A 上 对 称 的 关系 . 空 关 系 以 和 恒 等 关系 I 也 
是 A 上 反对 称 的 关系 . 小 于 等 于 关系 .小 于 关系 .整除 关系 .包含 关系 等 都 是 相应 集合 上 的 
反对 称 关 系 . 

A 上 的 反对 称 关 系 R 也 可 以 定义 为 

VeVvy(rzy EA (Tyr ERATAY yn) FR) 
这 就 是 说 ,对 于 不 同 的 元 系 和 >y， 如 和 打工 与 y 有 这 种 关系 ,那么 y 与 就 一 定 没 有 这 种 天 
系 . 比如 说 对 于 两 个 不 同 的 数 xz 和 yy ,如 果 x 二 y, 那 么 一 定 不 会 有 y 一 x. 可 以 证 明 这 个 定 
义 和 定 义 4.15(2) 是 等 价 的 . 

对 于 非 空 的 集合 A ,根据 关系 是 人 否 具 有 对 称 性 和 反对 称 性 可 以 将 关系 划分 为 4 类 : 对 
称 但 不 是 反对 称 的 ,反对 称 但 不 是 对 称 的 ,既是 对 称 的 又 是 反对 称 的 , 既 不 是 对 称 的 也 不 是 
反对 称 的 . 

例 4.12 设 A={a,b,c}， 

R) =1tasays (bs0) s (Dey CE 
R, ~—{(a,b),(c,a)) 
R, ={(awa}, (bb0)} 
下 
这 里 R, 是 对 称 的 但 不 是 反对 称 的 ,R, 是 反对 称 的 但 不 是 对 称 的 ,Rs 既是 对 称 的 又 是 反对 称 
的 ,R 既 不 是 对 称 的 也 不 是 反对 称 的 . 

对 于 集合 A ,最 小 的 对 称 关 系 是 空 关系 名 ,最 大 的 对 称 关 系 是 全 域 关系 Ea ,最 小 的 反对 
称 关 系 也 是 空 大 系 包 ,可 以 证 明 A 上 任何 对 称 天 系 尺 部 满足 R= 二 R“ ,任何 反对 称 天 系 R 
都 满足 RNR CI. 

从 关系 短 阵 的 特点 来 看 ,对 称 关 系 R 的 天 系 短 阵 Mg 也 是 对 称 的 . 即 短 阵 MR 的 转 置 定 
阵 Me 二 Mr. 在 反对 称 关 系 R 的 关系 矩阵 Mx 中 ,处 于 对 称 位 置 的 两 个 不 同 元 素 不 能 同时 为 
1. 换 句 话说 , 当 1 了 7 时 ,i 行列 的 元 系 rj 写 j 行 i 列 的 元 聚 ri 可 以 同时 为 0, 可 以 是 一 个 1 
和 一 个 0, 但 是 不 能 同时 为 1. 不 难看 出 ,如 果 一 个 关系 矩阵 只 在 主 对 角 线 位 置 的 元 素 有 1， 
其 他 元 素 都 是 0, 那么 这 个 关系 既是 对 称 的 也 是 反对 称 的 . 

从 关系 图 的 特点 来 看 ,在 对 称 关 系 图 的 两 个 结 点 之 间 如 果 有 边 ,一 定 是 一 对 方 回 相反 的 
边 . 类 似 地 ,在 反对 称 关 系 图 的 两 个 结 点 之 间 如 果 有 边 ,一 定 是 一 条 单方 问 的 边 . 如 果 在 一 
个 关系 图 中 ,两 个 结 点 之 加 既 有 蛙 问 的 边 ,也 有 双 问 的 边 ,那么 这 个 关系 既 不 是 对 称 的 也 不 
是 反对 称 的 . 如 果 关 系 图 中 任意 两 个 结 点 之 间 都 没有 边 ( 可 以 存在 过 一 个 结 点 的 环 ) ,那么 这 
个 关系 既是 对 称 的 也 是 反对 称 的 . 

定义 4.16 设 R 是 集合 A 上 的 关系 ,如 采 

ViVyVrtr yr ECARA TE RA yz CR (re) EC RR) 
则 称 R 是 传递 的 . 
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集合 A 上 的 空 关系 名 , 恒 等 关 系 I4 ,全 域 关 系 Es ,小 于 等 于 关系 La ,整除 关系 Ds , 包 
例 4.13 设 A={a,b,c)， 
R= ie} 
Rs = T(tmsb) bat 
Rs = 4 ob? 
和 
则 Ri ,R 和 R, 是 传递 的 ,Rs 不 是 传递 的 . 考察 R, ,存在 (a,6) 和 (C5,a) 属 于 R; ,但 是 (a,a) 和 
(5,b) 不 属于 R,. 对 于 Rs 和 R, ,无 论 选 什么 不 同 的 元 素 都 不 能 使 定义 4.16 中 蕴涵 式 的 前 件 
为 真 . 根据 蕴涵 式 真 值 的 规定 ,前 件 为 假 的 蕴涵 式 是 真 命 题 ,， 因 此 关系 满足 定 
义 4.16 的 条 件 . 
可 以 证 明 A 上 的 关系 尺 具有 传递 性 的 充分 必要 条 件 就 是 ReRCR, 容 易 验 证 例 4. 13 
的 Rs 不 满足 这 个 条 件 . 类 似 地 也 可 以 根据 R 的 关系 和 矩阵 Mx 来 判断 关系 的 传递 性 . 首先 计 
算 Mx 的 平方 M 一 ME# ,然后 针对 M 中 元 素 为 1 的 每 个 位 置 检查 Mx 中 相应 的 位 置 是 否 为 1. 
如 果 在 Mx 中 相应 的 位 置 都 是 1, 那 么 R 是 传递 的 . 考虑 例 4.13 中 的 关系 Ri ,Ri 的 关系 矩 
阵 Mx, 和 它 的 平方 是 


0 11 0 01 
Mr =|001|, M=Mi=|000 
0 0 0 0 0 0 


其 中 M 中 只 有 r13 一 ]， 而 Me 中 的 rs 也 是 l ;因此 Ki 是 传递 的 . 

根据 关系 图 同样 可 以 判断 关系 是 否 具 有 传递 性 . 设 A 二 {zi1,7T2，… ,Xs),A 上 关系 R 的 
关系 图 为 Gr. 依次 考察 Gk 的 每 个 结 点 Zz;，i 王 1,2,…,n, 如 有 果 x; 经 过 两 步 长 的 有 癌 路 径 到 
达 zi ,那么 在 Gk 中 应 该 有 一 条 从 Xx; 到 ;的 边 . 注意 ,如 果 =) 那么 这 条 边 就 变 成 一 个 过 
zi 的 环 . 如果 找 到 某 个 结 点 不 满足 这 个 要 求 ,那么 R 就 不 是 传递 的 ;如 果 不 存在 这 样 的 结 
点 ,R 就 是 传递 的 . 请 看 下 面 的 例子 . 

例 4.14 设 A 上 关系 R,S,T 的 关系 图 如 图 4.4 所 示 , 分 析 它 们 的 性 讨 . 


/ 
p Cc p C 
T 


图 4.4 R,S, 工 关系 图 


解 RR 是 日 反 的 ,反对 称 的 . S 是 反目 反 的 、 对称 的 . 是 反对 称 的 ,传递 的 . 怎样 判断 
传递 性 呢 ?” 在 R 的 关系 图 中 有 c 到 a 的 边 ,a 到 2 的 边 , 但 是 缺少 c 到 2 的 边 , 因 此 尺 不 是 传 
递 的 . 在 S 的 关系 图 中 有 a 到 2 的 边 , 有 2 到 a 的 边 , 但 是 缺少 过 au 及 过 5 的 环 . 而 在 工 的 
关系 图 中 没有 破坏 传递 性 质 的 情况 出 现 . 

上 述 关 于 关系 性 质 的 判别 方法 总 结 在 表 4. 2 中 . 


| 自 反 忆 反 自 反 ， 对 称 中 反对 称 1 传递 
六 和 和 不 和 和 和 


对 M? 中 1 所 在 


关系 矩阵 过 全 是 0 矩阵 是 对 称 和 矩阵 六 则 一 0 位 置 ，M 中 相应 
位 置 和 都 是 1 
如 果 两 个 顶点 之 | 如 果 两 点 之 间 有 | 如 果 硕 点 x; 到 
关系 图 每 个 顶点 都 | 间 有 边 , 一 定 是 | 边 , 一 定 是 一 条 | 有 边 , x; 到 ze 有 
没有 环 -对 方向 相反 的 | 有 向 边 ( 无 双向 | 边 , 则 从 zx; 到 z， 
边 ( 无 单 回 边 ) 边 ) 也 有 边 


下 面 考虑 关系 的 性 质 和 运算 的 联系 . 设 R 和 R, 都 是 集合 A 上 的 关系 ,可 以 证 明 以 下 
命题 : 

(1) 如 果 RI 和 R, 都 是 自 反 的 , 则 RT7! ,Ri 门 R,，Ri UR,， Ri°R, 也 是 自 反 的 . 

(2) 如 果 R! 和 R。 都 是 反 自 反 的 , 则 RT! ,Ri 门 R;，RiUR;, Ri 一 R, 也 是 反 自 反 的 . 

(3) 如 果 R 和 R; 都 是 对 称 的 , 则 Ri ,Ri 门 R; ，Ri 了 UR, Ri 一 R; 也 是 对 称 的 . 

(4) 如 果 Ri 和 R; 都 是 反对 称 的 , 则 Ri ，Ri 门 R;，Ri 一 R, 也 是 反对 称 的 . 

(5) 如 果 R! 和 Rs 都 是 传递 的 , 则 RT " ,Ri1[1Rs 也 是 传递 的 . 

关于 这 些 命 题 的 结果 可 以 总 结 成 表 4.3. 对 于 保持 性 质 的 命题 ,就 在 表 中 相应 的 位 置 打 
“VV”, 否 则 打 “X”. 对 于 每 个 “VV”, 都 可 以 给 出 证 明 ; 对 于 每 个 “xX”, 都 可 以 举 出 反例 . 


传递 性 


| | ||| 


例 4.15 (1) 证 明 : 如 果 R! 和 Rs 都 是 反对 称 的 , 则 Ri[1Rs 也 是 反对 称 的 . 
(2) 设 RI 和 KR; 虱 是 传递 的 , 举 出 反例 说 明 Ri Rs: 不 一 定 是 传递 的 . 
解 (1) 证 明 ; 任 取 《x,y),，(y,Xx》 
(zy ER IR, Mly,r) ER NR, 
>(T ry ERN(r Gy ER NM(y,T)ER NN (yrT)ER, 
>(rT,y ERIN(Yy,TER, 
> 一 y (因为 Ri 是 反对 称 的 ) 
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因此 尽 ; [1R, 也 是 反对 称 的 . 

(2) 反例 如 下 : 

A 二 {1,2,3)}, Rj 一 1(1,1), (2,3)),，R, 一 141,2),《3,3)} 都 是 传递 的 ，R) °。 R;, 一 
{(1,2》,(2,3)} 不 是 传递 的 . 


4.3.2 关系 的 闭 包 


设 R 是 集合 A 上 的 关系 . 如 果 尺 不 具有 某 些 性 质 , 比 如 说 对 称 性 ,那么 可 以 通过 在 R 
中 加 入 最 少数 量 的 有 序 对 来 扩充 尺 , 使 得 扩充 后 的 尺 具 有 对 称 性 . 这 种 经 过 扩充 的 及 称 作 
R 的 对 称 闭 包 . 类 似 地 也 可 以 构造 R 的 自 反 和 传递 闭 包 . 下 面 给 出 闭 包 定义 . 
定义 4.17 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 关系 , R 的 自 反 (对 称 或 传递 ) 闭 包 是 A 上 的 关系 
R', 使 得 R' 满足 以 下 条 件 : 
(1) R" 是 自 反 的 (对 称 的 或 传递 的 ). 
(2) RER'. 
(3) 对 A 上 任何 包含 R 的 自 反 (对 称 或 传递 ) 关 系 RR 有 R'CR'. 
一 般 将 RR 的 上 日 反 团 包 记 作 xr(R), 对 称 闭 包 记 作 s(R), 传递 团 包 记 作 (RR). 
根据 闭 包 定义 不 难看 出 ,如 果 R 已 经 具有 所 需要 的 性 质 , 比 如 说 R 是 对 称 的 ,那么 R 的 
对 称 闭 包 就 是 尺 自身 , 即 s(R) 二 R. 对 于 自 反 闭 包 和 传递 闭 包 也 有 类 似 的 性 质 . 
怎样 构造 关系 的 财 包 呢 ? 根据 关系 的 3 种 表示 方法 : 集合 表达 式 、 关 系 和 矩阵 和 关系 图 
可 以 得 到 计算 财 包 的 3 种 方法 . 
定理 4.7 设 R 为 A 上 的 关系 , 则 有 
(1) r(R)=RUR'. 
(2) sR RUR 
(3) t:(R)=RUR?URU.. 
证 明 这 里 只 证 (1) 和 (3). (2) 的 证 明 与 (1) 类 似 . 
(1) 只 需 证 明 RUR" 满 足 闭 包 定 义 . 
显然 尺 UR" 包 含 了 尺 , 由 TCRUR' 可 知 RUR" 在 A 上 是 自 反 的 . 下 面 证 明 尺 UR' 是 
包含 R 的 最 小 的 自 反 关系 . 假设 R' 是 包含 R 的 自 反 关系 ,那么 ER , RCR ,因此 
RUR’=TAURER 
(3) 先 证 明 i:(R)C 生 RUR? UR U…. 根据 闭 包 定义 ,这 里 只 需 证 明 RUR?UR U… 具 
有 传递 性 . 任 取 (zy> 和 (yz》 
(Ty ERUR RU…A(yz)ERUR2: UR U… 
-> I(ryERI A Is((y,z}ER') 
>(r,z2) ER Rr,2) ER'T 
>(r,z)ERUR UR U.. 
下 面 证 明 RUR UR U-…Czi(R). 为 此 只 需 证 明 R"Ct(R), 其 中 代表 任意 正 整 数 . 
这 里 对 n 进行 归纳 证 明 . 
n 二 1 时 显然 为 真 . 假设 对 于 n= 二 =k 时 为 真 ,那么 对 于 任意 (x ,yy) 


(Try ER > ry ER'°R 
> Ii((zt ER Nt,y)ER) 
—> ji((z,t) ER) A (tt,y) ER)) 
>(xr,y) ER) (由 于 t(R) 是 传递 的 ) 
可 以 证 明 , 对 于 有 穷 集合 A 上 的 关系 尺 , 17(R) 二 RUR?UR U-…UR:, 其 中 ;不 超过 A 
中 的 元 系数 . 

例 4.16 设 A={a,b,c,d}， 

R= Da 
求 r(R), s(R), tCR). 

解 ”根据 定 理 4.7 有 
本 
sh 
R= 人 
R= {asd),(asc), (Bsc), (cd),(d,c))} 

R= lacy (asd}ys (bd sto ta dd)!} 
一 
(ders 
可 以 用 关系 矩阵 直接 计算 关系 的 目 反 、 对 称 和 传递 闭 包 的 和 矩阵. 设 关系 RR 及 rr(R)， 
s(RR),t(R) 的 矩阵 分 别 为 M，M,，M,，M,, 则 
MT 一 MT 十 五 
M.=M+M 
M,=M+M’ 二 RM 十 … 
这 些 公式 实际 上 就 是 定理 4.7 中 公式 的 直接 结果 . 考虑 例 4. 16 中 的 关系 ,相关 的 关系 矩阵 
M 让 


0 1 1 0 ] 1] 1 0 0 1 1 0 

0 0 1 0 0 1 1] 0 ] 0 1 0 
M=| Me=| | / 

0 0 0 1 0 0 1 1 ] 1 0 1 

0 0 1 0 0 0 11 0 0 1 0 

0 1 1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 1 

0 0 1 0 QO 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1 
M, 一 | 二 [| / 人 "|= 

0 .0 01 0 0 10 0 0 0 1 0 0 10 00 1 1 

0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 01 0 0 1 1 


也 可 以 利用 关系 图 计算 关系 的 团 包 . 设 关 系 尺 及 r(R), s(R), ti(R) 的 关系 图 分 别 为 
G,，G,，G;，G:. 为 了 构造 C.， 只 震 在 图 G 中 屿 少 环 的 每 个 结 点 加 一 个 环 . 为 了 构造 G., 只 
需 将 G 中 的 单 回 边 变 成 双 辐 边 , 即 对 于 G 中 的 任意 两 个 不 同 的 结 点 x 和 yy :如果 只 存在 从 并 
到 y 的 边 ,那么 在 图 C, 中 加 一 条 从 y 到 zz 的 边 . 为 从 图 G 得 到 C, ,需要 检查 每 个 结 点 的 可 
达 性 . 考虑 结 点 xX, 如 果 从 经 过 至 多 n(n 是 图 G 中 的 结 点 数 ) 步 长 的 有 回路 算 到 达 绪 点 y， 
并 且 G 中 缺少 从 x 到 yy 的 有 癌 边 ,那么 就 在 G, 中 加 上 一 条 从 x 到 yy 的 边 . 当 所 有 的 结 点 都 
检查 完 以 后 , 束 得 到 图 G,. 注意 , 当 y 二 x 时 ,增加 的 边 (x,x) 和 实际 上 是 过 结 点 z 的 环 . 例 
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传递 团 包 的 关系 图 中 加 上 从 a 到 4 的 边 ; 类 似 地 还 可 以 加 上 从 5 到 4 的 边 , 从 c 到 c 的 边 和 
从 d 到 4 的 边 .图 4.5 给 出 了 3 个 闭 包 的 关系 图 . 


图 4.5 


不 难看 出 ,在 传递 财 包 # RD) 的 关系 图 中 ,从 结 点 工 到 > 有 一 条 边 , 当 且 仅 当 在 RK 的 关系 
图 中 从 结 点 x 到 yy 存在 一 条 长 度 至 少 为 1 的 有 回路 径 . 即 在 图 G 中 可 以 从 工 连 通 到 y. 关 
系 RR 的 传递 闭 包 实际 上 就 是 图 G 的 连通 关系 RR“ ,其 中 民 定义 如 下 : 

R* = 二 {《(x,y》| 在 G 中 存在 一 条 从 x 到 y 的 有 问 路 径 } 
图 的 连通 性 问题 是 图 论 人 研究 的 重要 问题 之 一 ,在 实际 中 有 着 广泛 的 应 用 . 例如 通信 网 络 的 
连通 问题 ,运输 路 线 的 规划 问题 等 等 都 涉及 图 的 连通 性 . 因此 传递 财 包 的 计算 需要 一 个 高 
效率 的 算法 . 一 个 著名 的 算法 就 是 沃 舍 尔 (Warshall) 算 法 . 

考虑 n 十 1 个 矩阵 的 序列 Ms ,Mi ，…,，M,， 将 矩阵 M; 的 i 行列 的 元 素 记 作 M;[i,j] 
对 于 二 0,1,……,n， MiLi,jj 二 1 当 且 仅 当 在 R 的 关系 图 中 存在 一 条 从 zx; 到 zz; 的 路 径 , 并 且 
这 条 路 径 除 端点 外 中 间 只 经 过 {ziyz ze 中 的 顶点 . 不 难看 出 Mo 就 是 R 的 关系 矩阵 ， 
而 M, 就 对 应 了 尺 的 传递 闭 包 .Warshall 算法 从 Mo 开始 ,顺序 计算 Mi ,M: ,… 直 到 ML， 
为 止 . 

假设 Mi 已 经 计算 完毕 ,如 何 计 算 Mi4i1 呢 ?这 需要 对 于 每 组 i,j ,确定 Mir1Li,jj 是 否 为 
1. MirniLi,jj 二 1 当 且 仪 当 在 R 的 关系 图 中 存在 一 条 从 x; 到 zx; 并 且 中 间 只 经 过 
{zisTza9n 9Th9Te41} 中 顶点 的 路 径 可 以 将 这 种 路 径 分 成 两 类 : 第 一 类 是 只 经 过 
(ziyzay zt 中 顶点 的 路 径 , 这 时 MLi,jj 二 1. 第 二 类 是 经 过 顶点 zt 的 路 径 . 因为 回路 
可 以 从 路 径 中 删除 ,因此 只 和 需 考 虑 经 过 zt+i 一 次 的 路 径 . 这 条 路 径 可 以 分 成 两 段 , 从 x; 到 
Trt+1， 再 从 zt 到 zi 因此 有 ML 十 1]= 王 1 和 RM [LR 十 1, 门 1. 对 于 第 二 类 路 径 的 判别 ， 
可 以 利用 下 面 的 条 件 : 

Minlisjj=1SMLi,k+1]=1A Mlkt+1,j=1 

算法 4.1 Warshall 算法 . 

输入 : M (CR 的 关系 矩阵 ). 

输出 : M(CCR) 的 关系 矩阵 ). 

1. M,——M 

2. for k<l1 ton do 

for i<—1 to n do 


4 for j}<—1 ton do 


和 注意, 上述 算 法 中 和 矩阵 加 法 和 乘法 中 的 元 素 相 加 都 使 用 逻辑 加 . 考虑 例 4. 16 中 的 关系 
R. 利用 Warshall 算法 计算 的 矩阵 友 列 如 下 所 示 . 


0 1 10 0 1 10 0 1 10 
0 0 10 0 0 10 0 0 10 
AT， 一 和 ， AM 一 | ， M,=| ’ 
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 10 0 0 10 
0 1 1 1 0 1 1 1 
00 11 0 0 11 
Ma 一 | ， M, = -er 
0 0 0 1 0 0 1 1 
00 11 0 0 11 


Warshall 算法 与 前 面 的 矩阵 表示 法 计算 所 得 到 的 绪 果 是 一 致 的 ,但 是 Warshall 方法 效 
率 更 高 . 下 面 进行 分 析 . 估计 算法 效率 常用 的 方法 是 针对 问题 选择 一 个 基本 运算 ,人 然后 统 
计 该 算法 所 需要 的 基本 运算 的 次 数 ,通常 认为 运算 次 数 较 少 的 算法 效率 比较 高 . 

以 矩阵 元 素 之 间 的 1 次 乘法 作为 1 次 基本 运算 ,考察 一 般 的 矩阵 计算 方法 . 在 公式 

NM1 一 NM 十 MT 十 MT 十 … 十 RM 
中 ,为 计算 M ，M  ， …，M" ,每 次 都 要 做 两 个 阶 矩阵 相 乘 的 运算 ,例如 M =M AM， 
M 一 M M,…. 两 个 浆 阶 窍 阵 相 乘 需 要 做 多 少 次 元 系 的 乘法 运算 呢 ? 不 难看 出 ,为 得 到 结 
条 宅 阵 的 每 个 元 系 六, 需要 做 浆 次 元 紊 之 间 的 相 滋 . 即 7x; 二 rary 十 rzrzj 十 … 十 rarw。. 由 于 
算 阵 中 有 和 关 个 元 素 , 总 共 要 做 天 次 乘法 . 因此 ,利用 上 述 公 式 直 接 计 算 M, ,需要 的 乘法 次 
数 是 (n 一 1)mw. 相反 ,在 Warshall 算法 中 ,第 2 行 ,3 行 ,4 行 部 是 n 步 的 循环 ,因此 第 5 行 总 
共 被 执行 天 次 ,而 每 次 只 做 1 次 乘法 ,因此 Warshall 算法 总 共 执 行 mw” 次 乘法 . 

最 后 震 要 说 明 的 是 计算 具有 多 种 性 质 财 包 的 运算 次 床 问题 . 对 于 A 上 的 关系 民 , 如 果 
求 尺 的 同时 具有 目 反 对称、 传递 3 种 性 质 的 财 包 ,那么 可 以 采用 下 面 的 次 序 : 先 计 算 尺 的 
月 反 闭 包 7(R) ,然后 计算 r(R) 的 对 称 财 包 sr(R), 最 后 计算 sr(R) 的 传递 闭 包 tsr(R). 可 以 
证 明 zsr(R) 就 是 尺 的 目 反 、 对称、 传递 财 包 . 例如 ,A 王 (1,2,3}, R 二 141,2),(1,3)), 那 么 

PP 

SR 

A 
注意 ,和 干 万 不 要 丰 倒 对 称 和 传递 闭 包 的 计算 次 序 . 如 条 先 计算 传递 财 包 ,然后 册 计 算 对 称 财 
包 , 那 么 在 计算 对 称 财 包 时 有 可 能 将 传递 性 丢失 . 考虑 上 面 的 例子 . 如 果 采 用 如 下 的 计算 
过 程 : 

人 

tr(R)=r(R) 

有 
那么 最 终 得 到 的 关系 str(R) 就 不 是 传递 的 ,因为 其 中 存在 有 序 对 (3,1), (1,2), 但 是 没 
有 (3,2). 
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4.4 ”等 价 关 系 与 仿 序 关系 


前 面 几 节 已 经 讨论 了 关系 的 运算 以 及 性 质 ,这 里 主要 介绍 两 种 具有 良好 性 质 的 关 
系 一 一 等 价 关系 和 偏 序 关 系 , 它 们 在 实际 中 都 有 着 广泛 的 应 用 . 


4.4.1 等 价 关 系 


定义 4.18 设 R 是 集合 A 上 的 关系 ,如 果 尺 是 自 反 的 、 对称 的 、 传 递 的 , 则 称 尺 为 A 上 
的 等 价 关 系 . 对 于 任何 元 素 zyEA, 如 果 ZzRy: 则 称 工 与 y 等 价 , 记 作 z 一 y. 

4 上 的 恒 等 关 系 1a、 全 域 关系 五 4 是 等 价 关 系 , 而 整数 集合 Z 上 的 小 于 等 于 关系 不 是 等 
价 关 系 ,因为 它 不 是 对 称 的 . 在 整数 集合 或 痢 它 的 子 集 上 有 一 种 重要 的 等 价 关 系 , 就 是 模 7 
同 余 关系 三 ,这 个 关系 将 在 第 11 曹 给 予 详 细 的 介绍 . 对 于 任意 整数 zx 和 yy,z=y(mod n) 的 
含义 是 zz 与 y 除 以 n 的 余数 相等 . 

例 4.17 设 A={1,2,3,4,5,6,7}, 那么 A 上 的 模 3 等 价 关 系 

R= 


R 的 关系 图 如 图 4.6 所 示 . 


图 4.6 


4.4.2 等 价 类 和 商 集 
由 于 等 价 关 系 的 存在 ,将 集合 人 的 元 素 划 分 成 耕 干 个 子 集 , 彼 此 等 价 的 元 素 被 分 在 同 
一 个 子 集 里 . 上 面 例子 的 1,4,7 除 以 3 的 余数 都 是 1, 它 们 在 同一 个 子 集 里 ;2 和 5 除 以 3 的 
余数 都 是 2, 它 们 也 在 同一 个 子 集 里 ;最 后 一 个 子 集 就 是 由 3 和 6 构成 的 子 集 . 这 些 子 集 称 
作 这 个 等 价 关 系 产 生 的 等 价 类 . 
定义 4.19 设 民 为 集合 A 上 的 等 价 关系 ,x 为 A 上 的 元 素 ,A 中 与 xz 等 价 的 全 体 元 素 
构成 的 子 集 称 为 x 的 等 价 类 , 记 作 [xjs. 在 不 会 混 消 的 情况 下 ,可 以 简 记 为 Lzj], 即 
[zx]={y|y€ A, xRy) 
例 4.17 中 的 等 价 类 是 
[1|=[#4]=[7]= {14,7) 
[2 一 15] = {2,5) 
[3 = 1 上 6 = {3,6) 
下 面 的 定理 给 出 了 等 价 类 的 性 质 . 
定理 4.8 设 R 是 非 空 集合 A 上 的 等 价 天 系 ， 则 
(1) VYzEA, [zj 是 A 的 非 空子 集 . 


(2) YXx,yEA,， 如 果 zxzRy,， 则 [xz] 二 | yj|. 
(3) VYzyyvEA, 如 果 xz 球 y， 则 [zj 与 Lyj 不 交 . 


4) UU ,etzr]=Ad. 
证 明 (1) 由 等 价 类 定义 可 知 ,， YXxEA 有 [Lzxj 导 A. 由 有 自 反 性 有 xRz; 因 此 xzELzxj], 即 
Lzj] 非 空 . 
(2) 任 取 >,， 则 有 
zx 和 | 六 | 一 (人 zz)ER 一 (> ER 
‘zsT ERA (ry ER (zz,y ER (yz ER 
从 而 证 明了 zELyj. 综 上 所 述 必 有 [Lzxj 忆 Lyj. 同 理 可 证 LyjJSLzj. 这 就 得 到 了 Lxj= 二 [yj. 
(3) 假设 LrjfiLyj] 关 多 ， 则 存在 zELzxzjfiLyj, 从 而 有 >zELzjAzELyj， 即 
(Tz,z)ERAKy,z) ER 成 立 . 根据 R 的 对 称 性 和 传递 性 必 有 (x,y) ER, 与 xRy 下 拓 . 
(4) 先 证 【Lxj 己 A. 任 取 y， 
ycE (Lz] SO IrEAANMvEIrI)=>vyElr|lIAlrjCA>yvEA 
从 而 有 上 【」_,[x] 全 A. 青 证 A 忆 【 [xj. 任 取 y， 
y€E A>yE[yJA\yEA>yEN,. Lr] 
从 而 有 A CC U | 成 立 . 综 上 所 述 得 (J [Lz] 一 A. 
定义 4.20 A 上 的 全 体 等 价 类 构成 的 集合 称 作 A 关于 等 价 关 系 RR 的 商 集 , 记 作 
A/R, 是 
A/R= {lxrlt|x€A) 
例 4. 17 的 商 集 是 
A/R=:(1,4,7;} 125) 136) 
如 果 A 上 的 等 价 关 系 是 恒 等 关 系 或 全 域 关 系 , 那 么 对 应 的 商 集 是 
A/T 一 人 1 2 3 7) 
1 
例 4.18 设 R 是 整数 集 Z 上 的 模 n 的 等 价 关 系 ,那么 根据 除 以 1 的 余数 分 别 为 0,1， 
2,…,n 一 ] ,将 整数 集合 划分 成 nn 个 等 价 类 , 即 
[0] = {nk |kELZ) 
[1|] = {nk+l1|kE€Z2) 


[In—1|]= {nk 二 nl|kEZ} 
所 有 等 价 类 的 集合 构成 的 商 集 是 
Z/R = Ci |s [1 |,…:， | 于 一 1 |} 


4.4.3 集合 的 划分 
下 面 讨论 集合 的 划分 . 


@ J ,_,[z] 表示 A 中 元 素 构成 的 所 有 等 价 类 的 并 集 . 


地 必 泪 


高 族 数 学 ( 利 3 版 ) 


定义 4.21 设 A 为 非 空 集合 , 若 A 的 子 集 族 r(CrCP(A)) 满 足下 面条 件 : 
(1) OG Ex. 
(2) YXVy(rx,yExnAzrAy>zr[ly= GG). 
(3) Uz 一 AW. 
则 称 x 是 A 的 一 个 划分 , 称 工 中 的 元 系 为 A 的 划分 块 . 
日 稼 生活 中 经 第 遇 到 划分 的 例子 .在 切 重 糕 时 就 是 对 重 糙 进行 划分 , 切 出 的 每 个 块 不 是 
空 块 ,两 个 不 同 的 切 块 没 有 公共 部 分 ,所 有 切 块 合 到 一 起 就 是 原来 的 重 料 . 
例 4.19 设 A 一 {a,6,c,d)}, 给 定 zw, Xo, Aa, XNAs，s A 如下: 
Nn = (la,b,c}, td}} 
nz = {lab},(c}, (d}} 
ns = {la}, tab,c,d}} 
ma = {lab},(c}} 
ns = {GB , {a,b}, (c,d}) 
ne = {las tal} tbc,d}} 
则 x, 和 xs 是 A 的 划分 , 其 他 都 不 是 A 的 划分 . 因为 x 中 的 两 个 划分 块 相交 ;zo 中 的 划分 
块 的 并 集 不 等 于 A ;xs 中 含有 空 块 ;x 根本 不 是 A 的 子 集 族 . 
根据 定理 4.8, 等 价 类 是 A 的 非 空子 集 , 因 此 商 集 A/R 是 A 的 集合 族 , 且 满足 : 每 个 等 
价 类 不 是 空 集 ,不 同 的 等 价 类 之 间 不 相交 ,所 有 等 价 类 的 并 集 就 是 集合 A. 根据 划分 的 是 
义 , 丙 集 A/R 就 是 A 的 划分 , 称 为 由 等 价 关 系 尺 导出 的 划分 . 
反 过 来 ,给 定 集合 A 的 划分 ,也 可 以 根据 如 下 规则 导出 A 上 的 一 个 等 价 关 系 玉 : 
XRy 当 且 仪 当 zz 与 y 在 x 的 同一 个 划分 块 中 
不 难 验 证 这 个 关系 具有 上 月 反 性 、 对称 性 和 传递 性 . 如 果 划 分 立会 有 有 个 划分 块 , 即 
t= 1Al,A,, ,A,} 
可 以 证 明基 导出 的 等 价 关 系 满 足 
民 王 (AiXADD)UCA;xX 
并 有 是 R 导出 的 划分 就 是 x. 
通过 上 面 的 分 析 可 以 知道 ,集合 A 上 的 等 价 关 系 R 与 A 的 划分 可 以 建立 一 一 对 应 . A 
上 有 多 少 个 不 同 的 等 价 关系 ,A 就 有 多 少 个 不 同 的 划分 对 于 7 元 集合 A ,A 上 的 等 价 天 系 
个 数 是 第 二 类 斯 特 灵 数 (Stirling) 的 和 ,相关 的 结果 将 在 第 10 草 给 出 . 
例 4.20 给 出 A={1,2,3} 上 所 有 的 等 价 关系 . 
解 ” 如 图 4.7 所 示 ， 先 做 出 A 的 所 有 划分 ， 从 左 到 右 分 别 记 作 mm ，mr ，rs ，m ，x5. 这 
些 划 分 与 A 上 的 等 价 关 系 之 间 的 一 一 对 应 是 : mw 对 应 于 全 域 关 系 Es ,zs 对 应 于 恒 等 关系 
,rr 和 me 分 别 对 应 于 等 价 关 系 Ri，R， 和 R;. 其 中 
Ri = 1232 
Does lo lp 


a oe (J CA, x A,) 


@ 【| ,_.z 表示 划分 x 中 的 所 有 划分 抉 的 并 集 . 


SS 


Ta Ts 


图 4.7 


4.4.4 偏 序 关系 


集合 A 上 的 男 一 种 重要 的 关系 是 偏 序 关系 ,也 称 为 部 分 序 关 系 ,顾名思义 就 是 A 上 部 
分 元 素 之 间 的 顺序 关系 . 这 种 关系 在 实际 应 用 中 广泛 存在 . 比如 ,通常 的 数 之 间 的 大 于 等 
于 关系 ,集合 之 间 的 包含 关系 等 都 是 俩 序 关 系 . 下 面 给 出 偏 序 关系 的 定义 . 

定义 4.22 非 空 集合 A 上 的 目 反 .反对 称 和 传递 的 关系 称 为 A 上 的 偏 序 关 系 , 人 向 称 偏 
序 , 记 作 稚 .， 

例如 实数 集合 上 的 大 于 等 于 关系 、 正 整数 集合 上 的 整除 关系 .集合 A 上 的 恒 等 关 系 、 集 
合 B 的 客 集 P(B) 上 的 包含 关系 等 都 是 偏 序 关系 . 

设 二 为 集合 A 上 的 偏 序 关系 , 如 果 (x,y)E 二 , 记 作 x 二 y, 读 作 “zx 小 于 或 等 于 y” 这 
里 的 “小 于 等 于 ”表示 的 是 在 偏 序 中 的 先后 顺序 ,不 是 指 通 常 的 数 的 大 小 . 针对 不 同 的 偏 序 ， 
对 于 这 个 “小 于 等 于 ”可 以 给 出 不 同 的 解释 . 例如 偏 序 二 代表 正 整 数 集合 上 的 整除 关系 , 那 
么 Xr 二 yy 表示 x 整除 yy, 或 者 说 yy 被 x 整除 . 根据 这 个 解释 ,可 以 写 2 二 4,5 坪 5,…。 如果 二 
代表 实数 集合 上 的 大 于 等 于 关系 ,那么 不 能 写 2 入 4, 只 能 写 4 入 2. 尽管 这 里 读 成 “4 小 于 等 
于 2”, 只 是 意味 着 在 大 于 等 于 的 序 上 ,4 排 在 2 的 前 面 , 实 际 上 的 含义 是 4 大 于 等 于 2. 

定义 4.23 设 尺 为 非 空 集合 A 上 的 偏 序 关 系 ，Yz,yEA, 如 果 z 入 yVy<z, 则 称 > 
与 y 可 比 . 

例如 ,在 正 整 数 集合 上 的 小 于 等 于 关系 中 ,任何 两 个 正 整 数 x 和 yy 都 是 可 比 的 . 而 对 于 
整除 关系 ,在 任何 两 个 正 整 数 中 ,不 能 保证 一 个 整除 另 一 个 ,例如 2 不 能 整除 3,3 也 不 能 整 
除 2. 在 整除 关系 中 2 和 3 是 不 可 比 的 . 

和 偏 序 关 系 有 着 密切 联系 的 关系 是 拟 序 关系 一 , 它 和 对 应 的 偏 序 关 系 的 区 别 在 于 自 
反 性 . 

定义 4.24 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 关系 ,如 果 R 是 反 自 反 的 和 传递 的 , 则 称 R 是 A 上 
的 拟 序 关系 ,简称 为 拟 序 , 记 作 到 . 

不 难 证 明 ,如 果 一 个 关系 是 拟 序 关 系 , 那 么 这 个 关系 一 定 是 反对 称 的 . 因为 如 果 存 在 
Xsy 使 得 zx 壕 y 且 y 过 xz 成 立 , 则 根据 传递 性 , 必 有 x 过 xz 成立, 而 这 与 反日 反 性 矛盾 . 

从 上 面 的 分 析 可 以 知道 偏 序 关 系 是 自 反 的 、 反 对称 的 ,传递 的 ,而 拟 序 关 系 是 反 自 反 的 、 
反对 称 的 ,传递 的 . 对 于 集合 A 上 给 定 的 偏 序 关系 RR,R 一 4 是 A 上 的 拟 序 关 系 . 相反 ,对 于 
给 定 的 拟 序 关系 工 , TU 则 是 A 上 的 偏 序 关系 . A 上 的 偏 序 关 系 和 拟 序 关系 之 间 存 在 着 
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一 一 对 应 .这 个 证 明 留 给 读者 思考 . 

下 面 考虑 在 定义 了 偏 序 关系 的 集合 中 ,元 素 之 间 在 序 上 可 能 存在 哪些 不 同 的 情况 . 任 

取 两 个 元 系 x 和 yy, 可 能 有 下 述 几 种 情况 发 生 : 

Ty( 或 y 必 XxX);, 工 一 y,，X 与 y 不 是 可 比 的 
如 果 存 在 不 可 比 的 情况 ,那么 这 个 偏 序 在 集合 中 是 部 分 序 . 但 对 某 些 集合 ,任何 两 个 元 素 之 
间 都 存在 序 关 系 , 这 就 是 全 序 关 系 . 

定义 4.25 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 俩 序 关 系 ，YzyEA, 二 与 y 午 是 可 比 的 , 则 称 尺 
为 全 序 关 系 ,和 闸 称 全 序 ( 或 线 序 ). 

存在 着 许多 全 序 关 系 , 例 如 数 集 上 的 小 于 等 于 关系 是 全 序 关 系 , 字 由 顺序 是 英文 字符 串 
集合 上 的 全 序 关 系 , 而 整除 关系 不 是 正 整 数 集合 上 的 全 订 关 系 . 

定义 4.26 设 R 为 非 空 集合 A 上 的 偏 序 , x,yE A, 如 果 zy 上 且 不 存在 zEA 使 得 
<z<y， 则 称 y 克 其 工 . 

不 难看 出 , y 履 兽 zx, 意味 看 在 厅 上 yy 是 么 跟 在 zx 后 面 的 元 系 , y 和 z 之 间 不 允许 夹 有 
其 他 元 素 . 例如 {1,2,4,6} 集 合 上 的 整除 关系 , 2 覆盖 1, 4 和 6 者 盖 2, 但 4 不 覆盖 1. 对 于 
全 序 关 系 ,集合 的 全 体 元 素 根据 覆盖 的 顺序 可 以 排 成 一 条 链 . 但 是 对 于 非 全 序 的 偏 序 关系 ， 
如 果 集 合 的 元 素数 至 少 是 2, 那 么 只 能 存在 由 真子 集 构 成 的 部 分 链 ,而且 这 种 链 至 少 存在 
2 条 . 

如 果 知 道 了 偏 序 关 系 ,不 难 确定 集合 元 素 之 间 的 履 羡 性 质 ;反之 ,如 果 知 道 了 元 率 之 间 
的 履 兰 性 质 , 同 样 也 不 难得 到 俩 序 关 系 的 集合 表达 式 . 因此 ,对 于 偏 序 关系 RR, 可 以 定义 R 
的 一 个 于 关系 一 一 徐 放 关系 本 

T={(zx,y)|(xz,y)ER 且 y 覆盖 x} 
如 果 仿 上 序 关系 是 R, 且 由 R 确定 的 覆 产 关系 是 工 , 不 难 证 明 械 的 日 反 传递 闭 包 ri(T) 就 等 
J 


4.4.5 偏 序 集 与 哈 斯 图 


定义 4.27 集合 A 和 A 上 的 偏 序 关系 二 一 起 叫做 偏 序 集 , 记 作 (A, 二 》. 
下 面 是 一 些 侦 序 集 的 实例 : 
整数 集 Z 和 数 的 小 于 或 等 于 关系 过 构 成 俩 序 集 4Z ,过 
正 整 数 集 和 数 的 整 际 关系 构成 偏 序 集 , 记 作 (Z ,|). 
集合 A 的 器 集 P(A) 和 包含 关系 Re 构成 偏 序 集 (P(A),Rc). 
集合 A 与 恒 等 关系 4 构成 偏 序 集 , 记 作 (A ,Ta). 
例 4.21 设 (A,R) 和 (B,S) 是 伯 序 集 , 证 明 (AXB,T) 也 是 偏 订 集 , 其 中 关系 工 的 定义 
如 下 : Vlr,y), (uv EAXB,lr,y Tu,v SO Ru hySv. 
证 明 V 《x,y)EAXB, 因 为 R,S 都 是 目 反 的 ,因此 有 xzRz 和 ySy ,从 而 得 到 (zx,y)T 
《TX,y) ,这 就 证 明了 人 丁 在 AXB 上 是 自 反 的 . 
Vz,y), (uv EAXB, 
‘Try Turw A urvr Tr Yy) 
> (rRu A ysSv) A (uRxr A voy) 
> (Ru MN uRr) 人 (vySv 人 vSy) 


一 工 一 & AN 一 忆 
= (ryy) (wo 
这 就 证 明了 全 在 AXB 上 是 反对 称 的 . 
V (zy (uv (wt EAXB, 
Ty uv A uo rw) 
> Ru MA yov A ulRw A vot 
TRUE MA ukRw A yov A vot 
> rRw 人 yot 
—> (Ty Tw,t) 
这 就 证 明了 本 在 AXB 上 是 传递 的 . 
表示 俩 序 集 可 以 使 用 哈 斯 图 . 它 是 利用 仿 序 关系 的 日 反 、 肥 对称、 传递 性 进行 倍 化 的 关 
系 图 .由 于 覆盖 关系 与 依 序 关系 的 对 应 性 ,只 要 在 图 中 给 出 履 盖 关系 的 所 有 信息 ,就 不 难得 
到 对 应 俩 序 关 系 的 全 部 信息 . 喻 斯 图 就 是 反映 履 兹 关系 的 信息 图 . 在 侦 序 集 (A, 科 ?的 哈 斯 
图 中 ,A 中 的 每 个 元 素 是 一 个 结 点 ,如 果 y 履 盖 z, 那么 y 的 位 置 在 xz 的 位 置 的 上 方 ,并 且 
用 一 条 线段 连接 x 和 vy. 这 里 的 位 置 代 表 了 元 素 之 间 在 侦 序 意义 的 “大 小 ” ,位置 在 下 边 的 
元 系 按照 俩 序 应 该 排 在 前 边 ,而 位 置 在 上 边 的 元 隶 按 照 俩 序 应 该 排 在 后 边 . 如 果 从 结 点 x 
到 y 有 一 条 回 上 的 路 径 ,那么 在 原来 的 俩 序 关 系 中 并 <y. 下 面 是 一 些 哈 斯 图 的 例子 . 
例 4.22 夯 出 偏 序 集 ({1,2,3,4,5,6,7,8,9),|〉》 和 《P({a,b,c}) ,Rc ) 的 喻 斯 图 . 
解 ” 这 两 个 喻 斯 图 给 在 图 4. 8 中 . 
例 4.23 已 知 偏 序 集 (A,R) 的 喻 斯 图 如 图 4. 9 所 示 , 试 求 出 集合 A 和 关系 R 的 表 
达 式 . 
解 A={a,b,c,d,e,f) 
nd 
下 面 考 虑 偶 序 集 的 特殊 元 系 或 者 子 集 . 
定义 4.28 设 (4A, 世 :为 俩 序 集 ，BCA，yE 了 3. 
(1) 右 VzrCzEB 一 yy 入 zz) 成 立 , 则 称 y 为 B 的 最 小 元 . 
(2) 在 YzrCzrEB-z 委 yy) 成 立 , 则 称 y 为 B 的 最 大 元 . 
(3) 在 YzCrEBAz 所 yz 一 v) 成 立 , 则 称 vy 为 B 的 极 小 元 . 
(4) 在 YzCrEBAYv 和 过 rz 一 一 成立， 则 称 > 为 B 的 极 大 元 . 


DO 


图 4.8 图 4.9 


个 极 大 元 ,就 是 5、6、7、8、9. 而 偏 序 集 (P(C{a,p,c) ,Rc ) 的 最 大 元 和 极 大 元 都 是 {a,65,c) ,最 
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小 元 和 极 小 元 都 是 多. 而 在 图 4.9 的 偶 序 集中 , 极 小 元 是 w, 和 6, 极 大 元 是 a 和 三, 既 没 有 
最 大 元 也 没有 最 小 元 . 

可 以 证 明 最 小 元 .最 大 元 、 极 小 元 、 极 大 元 具有 下 述 性 质 : 

(1) 对 于 有 穷 集 , 极 小 元 和 极 大 元 一 定 存 在 ,还 可 能 存在 多 个 . 

(2) 最 小 元 和 最 大 元 不 一 定 存 在 ,如 果 存 在 一 定 唯一 . 

(3) 最 小 元 一 定 是 极 小 元 ;最 大 元 一 定 是 极 大 元 . 

(4) 孤立 结 点 既是 极 小 元 ,也 是 极 大 元 . 

这 里 给 出 性 质 (2) 的 证 明 , 其 他 留 给 读者 思考 . 

证 明 首先 看 到 图 4. 9 中 的 偏 序 集 就 不 存在 最 大 元 和 最 小 元 . 假设 偏 序 集 存 在 最 小 元 
zx，y. 根据 最 小 元 定义 ,x 和 >y 要 小 于 或 等 于 偏 序 集中 所 有 的 元 素 , 因 此 必 有 zy 和 yz 
成 立 ,由 于 偶 序 关系 的 反对 称 性 ,z 一 y 得 证 . 

定义 4.29 设 (A, 三 ) 为 偏 序 集 , BCA, yEA. 

(1) 厅 Vx(rEB 卫 xy) 成 立 ,， 则 称 vy 为 B 的 上 界 . 

(2) 在 YzCzrEB 一 yy 入 I) 成 立 , 则 称 > 为 B 的 下 界 . 

(3) 令 C={yly 为 B 的 上 界 }, 则 称 C 的 最 小 元 为 B 的 最 小 上 界 或 上 确 界 . 

(4) 令 D={yly 为 B 的 下 界 }, 则 称 D 的 最 大 元 为 B 的 最 大 下 界 或 下 确 界 . 

对 于 图 4. 8 中 关于 整除 关系 的 偶 序 集 , 如 果 规 定 B 二 12,4,5},C 二 42,4}, 那 么 B 没有 
上 界 和 最 小 上 界 ,下界 和 最 大 下 界 都 是 1; 而 C 的 上 界 为 4 和 8, 最 小 上 界 为 4; 下 界 为 2 和 
1, 最 大 下 界 为 2. 

可 以 证 明 下 界 、 上 界 、 最 大 下 界 与 最 小 上 界 存在 下 述 性 质 . 

(1) 下 界 、 上 界 、 最 大 下 界 、 最 小 上 界 不 一 定 存 在 . 

(2) 如 果 下 界 、 上 界 存在 ,也 不 一 定 是 唯一 的 . 

(3) 最 大 下 界 、 最 小 上 界 如 果 存 在 , 则 是 唯一 的 . 

(4) 子 集 B 的 最 小 元 就 是 它 的 最 大 下 界 , 最 大 元 就 是 它 的 最 小 上 界 ; 反 之 不 对 . 

下 面 证明 性 质 (4) ,其 他 留 给 读者 思考 . 

证 明 设 仿 友 集 为 (A ,三 ),BCA,B 的 最 小 元 为 a. 最 大 下 界 是 2. 由 于 最 小 元 要 小 于 
等 于 已 中 的 所 有 元 系 , 因 此 w 是 妃 的 一 个 下 界 . 又 由 于 2 是 忆 的 最 大 下 界 , 因 此 4 二 5. 男 一 
方面 ,b 是 下 界 , 它 要 小 于 等 于 B 中 的 所 有 元 厅 , 因 此 5 二 a. 综合 上 述 就 得 到 a= 二 5. 同 理 可 
证 最 大 元 也 是 它 的 最 小 上 界 . 

反 过 来 ,B 的 最 大 下 界 不 一 定 是 B 的 最 小 元 ,因为 这 个 下 界 可 能 不 在 B 集合 中 . 考虑 整 
除 关系 的 偏 序 集 ({1,2,…,9},|), 令 B=={2,3}, 那么 B 的 下 界 是 1, 但 是 1 不 是 B 的 最 
小 元 . 

下 面 考虑 偏 序 集 的 某 些 特殊 子 集 . 

定义 4.30 设 (A, 达 ) 为 偏 序 集 , BCA. 

(1) 如 果 Yx,y€EB,z 与 y 部 是 可 比 的 , 则 称 B 是 A 中 的 一 条 链 ,B 中 的 元 厅 个 数 称 为 
链 的 长 度 . 

(2) 如 果 Yx,yEB,zx 关 y,X 与 y 部 是 不 可 比 的 , 则 称 B 是 A 中 的 一 条 反 链 ,B 中 的 元 
素 个 数 称 为 反 链 的 长 度 . 

在 偏 序 集 ({1,2,…,9},|) 中 ,{1,2,4,8} 是 长 为 4 的 链 ,{1,4}) 是 长 为 2 的 链 ,{2,3} 是 长 


为 2 的 反 链 . 对 于 单元 集 {2), 它 的 长 度 是 1, 既 是 链 也 是 反 链 . 


偏 序 集中 的 链表 达 了 在 部 分 元 素 中 存在 的 全 序 关 系 , 而 反 链 则 反映 了 元 素 之 间 没 有 任 
何 序 的 关系 . 图 4. 10 是 一 个 保险 索赔 的 流程 图 . 图 中 的 和 矩形 方 框 代 表 处 理 流 程 中 的 任务 ， 
圆圈 代表 某 种 分 支 选择 . 在 对 流程 进行 逻辑 分 析 时 可 以 忽略 流程 中 的 循环 成 分 ,可 以 将 循 
环 抽象 成 一 个 单一 的 大 结 点 ,例如 用 一 个 结 点 工 代 替 流 程 图 中 的 任务 T， 、 Ts 和 后 面 的 分 支 
结 点 . 所 有 的 结 点 构成 一 个 集合 ,在 集合 的 元 素 之 间 存 在 如 下 偏 序 关系 : 对 于 任意 结 点 x 
和 yy,zx 二 y 合 x 二 yy 或 者 y 必须 在 x 完成 后 才能 开始 执行 . 
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图 4.10 


集合 和 偶 序 关系 构成 俩 序 集 ,这 个 偶 序 集 的 哈 斯 图 如 网 4. 11 所 示 . 

考虑 偏 序 集中 的 链 , 最 长 链 有 4 条 ,其 中 2 条 分 别 是 {T,T;,T;， 
Eg 
表 了 整个 流程 中 必须 顺序 执行 的 任务 最 多 有 多 少 个 . 如 果 完 成 每 项 任 
务 的 时 间 差 距 不 大 ,这 种 最 长 的 链 往 往 反 映 了 完成 任务 的 最 少时 间 . 从 
提高 效率 的 角度 考虑 ,并行 执 行 是 减少 总 时 间 的 一 种 途径 . 在 一 个 偏 序 
集 或 者 子 偏 序 集中 ,如 果 能 够 将 任务 按照 不 相交 的 链 进 行 分 解 , 那 么 这 
些 不 相交 的 链 是 可 以 在 一 定 程度 上 并 行 执行 的 . 男 一 方面 ,如 果 把 偏 序 
集 分 解 成 不 相交 的 反 链 ,那么 最 长 的 反 链 长 度 则 代表 了 在 某 个 时 间 区 间 
极 大 可 并 行 执行 的 任务 数 . 关于 偶 序 集 的 分 解 有 下 面 的 定理 . 

定理 4.9 设 44A, 丢 ) 为 侧 序 集 ,如 果 A 中 最 长 的 链 长 度 为 xn， 则 该 
偏 序 集 可 以 分 解 为 n 条 不 相交 的 反 链 . 图 4.11 

限于 篇 幅 , 这 里 省 去 证 明 , 仅 对 定理 做 一 点 说 明 . 这 个 定理 称 为 侦 
序 集 的 分 解 定 理 ,是 组 合 数学 中 重要 的 存在 性 定理 之 一 . 这 种 分 解 是 所 有 分 解 方法 中 反 链 
个 数 最 少 的 一 种 分 解 方 法 ,因为 A 不 可 能 分 解 成 n 一 1 条 反 链 . 假 奋 只 有 7 一 1 条 反 链 ,那么 
最 长 链 的 个 元 素 中 必 有 2 个 元 泰 被 分 到 同一 个 反 链 , 显 然 这 与 反 链 的 定义 矛盾 . 有 穷 偏 
序 集 分 解 成 n 条 反 链 的 过 程 可 以 采用 下 面 的 方法 去 做 . 

算法 4.2 偶 序 集 反 链 分 解 算法 . 

输入 : 偶 序 集 A. 

输出 : A 中 的 反 链 Bi ,B,,…. 

1. ie] 

2. B; 一 A 的 所 有 极 大 元 的 集合 (显然 B; 是 一 条 反 链 ) 

3. 令 A 一 A 一 B， 

#4， 证 攻关 前 
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5. i<-i 十 1 

6. 转 2 

注意 : 从 A 中 去 抒 忆 ;中 的 元 素 时 ,同时 去 反 连 接 这 些 元 素 与 被 它 履 盖 的 元 素 之 间 的 
边 . 行 2 一 3 每 执行 一 次 ,最 长 链 的 长 度 减 少 1 ,同时 产生 一 条 新 的 反 链 . 因为 最 长 链 长 度 为 
n, 恰 好 执行 n 次 ,算法 结束 ,并 得 到 nn 条 反 链 . 

如 果 只 有 一 人 台 处 理 硕 ,在 有 限 个 任务 的 调度 中 需要 根据 偶 序 要 求 对 所 有 的 任务 安排 一 
个 执行 顺序 . 用 集合 论 的 术语 来 说 ,就 是 把 原来 的 偏 序 集 扩张 成 全 序 集 , 这 种 方法 称 为 拓扑 
排序 . 具体 的 算法 如 下 . 

算法 4.3 拓扑 排序 . 

输入 : 偶 序 集 A. 

输出 : A 中 元 素 的 排序 . 
i<—] 
从 A 中 选择 一 个 极 小 元 a; 作为 最 小 元 
AA— {a,} 
if A 

i<-i 十 1 

转 2 

和 算法 4.2 类 似 , 从 A 中 去 挥 a; 时 ,同时 去 挥 连接 与 覆盖 它 的 元 素 之 间 的 边 . 不 难看 
出 ,经 过 有 限 步 算 法 结束 ,元 素 被 选 出 的 顺序 就 是 任务 的 执行 顺序 . 显然 所 得 到 的 顺序 不 是 
唯一 的 . 对 于 图 4. 11 的 偶 序 集 ,一 种 拓扑 排序 的 结果 是 
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4.1 设 A={1,2}, 计算 P(A)XA. 
4.2 A 二 {0,1)}, B 二 {1,2), 确 定 AX1{1}X 
4.3 (1) 证 明 ACBACCD=>AXCCBXD. 
(2) 命题 (1) 的 逆 命 题 是 否 正 确 , 证 明 你 的 结论 . 
4.4 A 二 {1,2,3), B= 二 {44,5,6,8), 列 出 关系 RCAXB 中 的 有 序 对 . 
(1) xzRy 当 且 仪 当 xz 整除 y. 
(2) xRy 当 且 仅 当 gcdCzyy) 王 1,， 即 过 与 y 的 最 大 公约 数 等 于 1. 
(3) zRy 当 且 仅 当 z 或 > 为 素数 . 
(4) xRy 当 旦 仅 当 工人 
(5) xRy 当 且 仅 当 工 十 y 近 8. 
4.5 设 A== 们 ,2,3),A 上 的 关系 RR 二 {(x,y)| Xx 二 y 十 1 或 x 二 y 一 1),R 的 补 关系 R 也 是 
A 上 的 关系 ,其 中 R={(x,y) | (zy 人 RN) 求 R. 
4.6 列 出 关系 民 =={(a,b,c,d)| a,b,c,dEV1+ ,abcd= 二 6}; 中 所 有 的 有 序 4 元 组 . 
4.7 设 R 是 日 然 数 集 N 上 的 关系 且 满 足 xRy 当 且 仅 当 z 十 2y 王 10, 其 中 十 为 普通 加 法 , 计 
算 以 下 各 题 . 
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(1) domR. 

(2) rank. 

CR 
六 R={(asy{las{a}}),《{a) ya),《asa)}), 求 

(1) ReR. 

(2) domR. 
设 R,S 都 是 二 元 关系 ,证 明 : dom(RUS) 二 domR Udoms. 

设 R=={( 名 ,{ 名 )),《{ 名 ),{ 名 ,{ 名 )))) ,计算 以 下 各 小 题 ， 
(1 

(2) ReR. 

设 R={( 名 (名)),({ 名 },a),《5, 馈 )), 求 

(1) rankK. 

(2) R°eR. 

A 二 {0, 土 1 ,十 2, 圭 3, 土 4} ,Ri1, R, 为 A 上 的 关系 ,其 中 
RI={(z,y) | zyEA，y 一 1<r<y 十 2). 

Rs={(zx,yy) | xXx,yEA, ry}. 

令 Ri(z)=={y | xRiy} ,i=1,2, 求 R1(0) 与 R, (3). 

判断 下 列 各 关系 是 否 具 有 日 反 性 \ 反 自 反 性 、 对 称 性 、 反 对称 性 ,传递 性 . 
(1) R 是 目 然 数 集 N 上 的 关系 , 且 xRy 当 且 仅 当 z 十 y 是 偶数 . 
(2) RR 是 卓然 数 集 N 上 的 关系 ,有 日 xRy 当日 仅 当 zx 二 y 或 y 文 . 
(3) R 是 目 然 数 集 N 上 的 关系 ,日 zxRy 当 且 仅 当 |z| 十 |y| 关 3. 
(4) R 是 有 理 数 集 Q 上 的 关系 , 且 xRy 当 且 仅 当 y 王 z 十 2. 

(5) R 是 日 然 数 集 N 上 的 关系 , 且 zRy 当 且 仅 当 zy 一 4. 
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设 集合 A 二 {a,byc},R 是 A 上 的 二 元 关系 ,已 知 RR 的 关系 入 阵 为 
1 0 0 
Ms=| 0 1 1 
VV 1 1L 


(1) 写 出 R 的 集合 表达 式 . 
(2) 画 出 R 的 关系 图 . 
(3) 说 明 尺 具有 哪些 性 质 . 


ee 


] 0 0 
设 X 一 (1,2,3),R 是 X 上 的 关系 , 且 MR= 一 | 1 1 0 | ,那么 尺 的 性 质 是 什么 ? 
] 0 0 


设 A 二 {a,b,cyd,e,f}),;R 是 A 上 的 二 元 关系 ,其 关系 定义 如 下 : 
R=1(a07 (Dyce) (csa) BE 3 (fe)} 
使 用 关系 矩阵 法 求 最 小 的 日 然 数 s,t 使 得 ;=i1, 有 HR' 二 R'. A Ry 
XX 二 a,b,c,d},XX 上 的 关系 RR 如 图 4. 12 所 示 . 求 R 
r(R),s(R) ,ti(R) 的 关系 图 . 图 4.12 
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4. 19 
4. 20 


对 于 表 4. 3 中 每 个 打 “ XxX” 的 命题 给 出 反例 . 


求 传递 闭 包 :CR) 的 关系 矩阵 MM. 
设 R 是 A 上 日 反 的 关系 ， 
(1) 证 明 ReR 是 A 上 的 自 反 关系 . 
(2) 证 明 ReR 7 ' 是 A 上 的 对 称 关 系 . 
(3) ReR ”是否 为 A 上 的 传递 关系 ? 如 果 是 ,给 出 证 明 ; 如 果 不 是 ,给 出 反例 . 
指出 下 面 命题 证 明 中 的 错误 . 
命题 : 设 R 是 集合 A 上 的 对 称 \ 传 递 的 关系 , 则 R 是 自 反 的 . 
证 : 设 TEA, 根 据 对 称 性 由 (x,y，〉ER 得 到 《‘y,x〉 ER, 上 再 使 用 传递 性 得 到 
ZTER. 从 而 证 明了 民 的 上 月 反 性 . 
A 二 {1,2,3,4,5}, R= 二 {(rx,y〉| zyvyEAAzr 一 y 可 被 2 整除 } , 简 答 以 下 各 题 . 
(1) 画 出 R 的 关系 图 . 
(2) RR 是 否 为 A 上 的 等 价 关 系 ? 如 果 是 , 求 出 RR 的 各 等 价 类 . 
设 集合 A 二 人 ,2,3}) ,下列 关系 RR 中 哪些 不 是 等 价 关 系 ?” 为 什么 
站 二 人 1 1 (2 ,2 (9437) 
站 是 1 人 和信 3) 
C={(1,1),(2,2),(3,3),(]1,3)) 
站 = 人 1 
设 A={a,byc,d} ,R= 二 JI4U{(a,c) ,cya),《b,d) ,qd,b)}) 为 A 上 的 等 价 关 系 , 求 出 所 
有 的 等 价 类 . 


R 为 上 月 然 数 集 N 上 的 关系 ,Vx,yEN, xRy 仿 2|(z 十 y), 试 确定 R 引起 的 NN 的 


划分 ， 

设 A=={1,2,3,4,5}，A 上 的 划分 z= 二 {{1,2},{3,4},{5}}, 给 出 由 x 所 诱导 出 的 A 
上 的 等 价 关 系 尺 的 集合 表达 式 . 

设 A 二 {abycydye, ff}, RR 是 A 上 的 二 元 关系 ,是 lub ta rs tes fy}. I 
R” 二 tsr(R), 则 R* 是 A 上 的 等 价 关 系 . 

(1) 与 出 尺 的 关系 表达 式 . 

(2) 写 出 商 集 A/R*. 

设 A=Z XZ ,在 A 上 定义 二 元 关系 RR 如 下 :zyy),uyu) ER 当 且 仅 当 zu 王 
yu ,证明 尺 是 一 个 等 价 关 系 . 

如 果 和 集合 A 上 的 关系 RR 是 目 反 的 和 对 称 的 , 则 称 R 是 A 上 的 相 容 关系 . 右 人 zy) 属 
于 相 容 关系 尺 , 则 称 xz 与 y 相 容 . 设 B 是 A 的 子 集 , 如 果 B 中 任何 两 个 元 素 都 是 彼 
此 相 容 的 , 则 称 B 为 A 关于 R 的 相 容 性 分 块 . 如果 某 个 相 容 性 分 块 B 满足 下 述 人 性 
质 ; VzE A 一 B,x 不 能 与 B 的 所 有 元 素 都 相 容 ,那么 就 称 B 是 极 大 相 容 性 分 块 ， 令 


A={]1,2,3,4,5} sk | 疙 击 ‘Ds2)s Cad (do A 
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40 


《4,5),《5,4)} 了 UI,; 则 KR 为 A 上 的 相 容 关系 , 求 出 A 关于 R 的 所 有 的 极 大 相 容 性 
分 块 . 
A 二 {a,b,;c,d}) ,Xi;(i 二 1,2,3,4) 是 A 的 划分 ， 
={{a},{b},{c},{d}) 
={{lac} ,1b,d}} 
i 
的 asbscsd}} 
设 本 二 {za ,rs ,rs Tm) ,三 为 划分 的 加 细 关 系 , 即 x; 二 zj; 当 且 仅 当 ;的 每 个 划分 块 都 包 
含 在 Ti 的 某 个 划分 块 中 , 求 偏 序 集 (I, 二) 的 喻 斯 图 . 
设 A 二 {1,2,3,4,6,8,9), 偏 序 集 S== (4A, 三 ), 其 中 二 为 整除 关系 . 
(1) 画 出 S 的 喻 斯 图 . 
(2) 找 出 14,6) 的 最 大 下 界 和 最 小 上 界 . 
A 二 11,2,3,4,6,8,12,24},《A, 三 ) 是 偏 序 集 , 其 中 二 为 整除 关系 . 画 出 A, 二 ) 的 蛤 
斯 图 . 
图 4. 13 是 偏 序 集 (X ,三 ) 的 喻 斯 图 . 
(1) 求 匀 和 二 的 集合 表达 式 . 
(2) 求 该 偏 序 集 的 极 大 元 、 极 小 元 .最 大 元 、 最 小 元 . 


图 4.13 图 4.14 


设 A={11,2,3,4) ,图 4.14 给 出 了 A 上 的 两 个 俩 序 关 系 , 试 画 出 它们 的 哈 斯 图 ,并 指 
出 每 个 偏 序 集 的 极 大 元 .最 大 元 、 极 小 元 .最 小 元 . 

设 A 二 {1,2,3,4,5,6}, R 为 A 上 的 整除 关系 ,Ail 二 (2,3,6}, As 一 (12,3,5) , 求 和 Ai 
与 As 的 上 界 \ 下 界 、 上 确 界 、 下 确 界 . 


A 二 12,3,-…,9), 三 为 A 上 仿 夺 ,Vx,yEA, zs 入 ve(aCz)<aGvy))VCaCz) 一 aCy) 人 


TX 三 y). a(X) 表 示 工 的 互 异 的 质 因 子 个 数 , 画 出 4A, 二 ) 的 喻 斯 图 . 

在 A 二 (11,2,3} 上 可 定义 多 少 个 偏 序 关系 ? 其 中 有 多 少 个 是 全 序 关 系 ? 

(1) 设 R 为 A 上 的 偏 序 关系 ,证 明 R 一 I 为 A 上 的 拟 序 关 系 . 

(2) 设 S$S 为 A 上 的 拟 序 关 系 , 证 明 SU 为 A 上 的 偏 序 关系 . 

设 (A ,三 ) 是 偏 序 集 , 且 它 的 最 大 反 链 的 长 度 是 nn, 证明 如 果 将 它 分 解 成 链 , 则 链 的 条 
数 至 少 是 n. 
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第 大 章 
> 函数 


曙 数 是 极其 重要 的 数学 概念 , 它 与 二 元 关系 有 春 密切 的 联系 . 本 草 自 和 完 从 关系 的 概念 
出 发 引入 田 数 的 定义 ,然后 讨论 困 数 的 单 射 . 满 射 和 双 射 的 性 质 , 最 后 介绍 己 盟 数 相关 的 复 
合 与 求 逆 运 算 . 


5.1 函数 的 定义 及 其 性 质 


5.1.1 函数 的 定义 


辫 数 是 一 种 特殊 的 二 元 关系 . 先 给 出 痕 数 的 定义 . 

定义 5.1 设 f 是 二 元 关系 ,如 果 对 于 任意 xEdomf, 都 存在 唯一 的 yE ranf, 使 得 
zy 成 立 , 则 称 三 为 函数 (或 者 映射 ). 这 时 也 称 y 为 f 在 xz 的 值 , 记 作 y= f(x). 

注意 在 上 述 定 义 中 ,符号 y 王 f(z) 既 反 映 了 yy 与 工 的 对 应 关系 ,也 反 有 映 了 对 应 的 唯一 
性 . 与 此 不 同 的 是 ,在 关系 R 中 ,如 果 与 x 对 应 的 有 wy 和 >z*，y 和 天 >z, 那 么 为 了 表示 y 与 x 的 
对 应 关系 ,只 能 与 (zy,y)ER 或 者 zRv ,不 能 与 vy 二 f(x). 

羡 数 是 一 种 特殊 的 关系 ,关系 又 是 集合 ,因此 函数 的 相等 可 以 用 集合 的 相等 来 定义 . 

定义 $.2 设 f,g 为 滑 数 ， 则 

三 一 5 全 三 二 5 人 5 二 了 

根据 上 述 定义 ,如 果 两 个 函数 f 和 gg 相等 ,一定 满 足下 面 两 个 条 件 : 

(1) domf = domeg. 

(2) YXxEdomf 二 domg 部 有 f(x) 二 g(x). 
例如 ,函数 与 g 的 对 应 关系 分 别 是 ; f(x) 二 (x: 一 1)/(zx 十 1), g(x) 二 x 一 1, 那 么 f 与 g 
不 相等 , 因为 domf 是 不 等 于 一 1 的 实数 构成 的 集合 ,而 domg 是 实数 集合 . 

在 所 有 图 数 中 ,从 一 个 集合 到 另 一 个 集合 的 图 数 是 一 类 非 稍 重要 的 图 数 . 后 面 讨论 的 

定义 5.3 设 A,B 为 集合 , 如 果 

于 为 滑 数 , domf= 二 A, ranfCB 

则 称 为 从 A 到 B 的 函数 , 记 作 f: A 一 B. 

例 $.1 下 面 是 一 些 隐 数 的 例 于 . 

(1) f: NN,f(zx)= 二 x 十 1 是 从 NN 到 NN 的 郴 数 . 

(2) g: RR,g(7z)= 二 x 十 2x7 一 1] 是 从 R 到 R 的 函数 . 


(3) h: A>P(A),h(z) 二 {x} 是 从 集合 A 到 蜂 集 P(A) 的 函数 . 

(4) 设 V 二 (a1,as，*……,as} 是 n 项 任务 的 集合 ,其 中 每 项 任务 的 执行 时 间 痢 是 正 整数 . 
图 数 1:; V 一 N 表示 一 个 调度 方案 ,对 于 任务 a;, ti(a;)= 二 t;, i 二 1,2,…,n。 其 中 i, 是 第 i 项 任 
务 的 开始 时 间 . 

下 面 考虑 对 f; A 一 已 图 数 的 计数 . 设 |A|==m,|1B|= 二 n,m, 2 二 0, 那 么 有 多 少 个 不 同 的 
从 A 到 B 的 函数 呢 ? 考虑 某 个 从 A 到 B 的 孔 数 ,了 应 该 具有 下 述 形式 ， 

f= {ab (azyD 《dmyDi )} 

其 中 m 个 有 序 对 的 第 二 元 系 选 日 B 集合 ,每 个 有 种 不 同 的 选择 ,每 一 种 选 法 对 应 
函数 ,总 共有 mn” 种 选 法 ,因此 有 mn” 个 不 同 的 函数 . 使 用 pore 
么 有 下 述 定 义 . 

定义 5.4 所 有 从 A 到 B 的 函数 的 集合 记 作 B ,符号 化 表示 为 

上 

若 |A| 王 mm, 1B| 王 nn, m,n 关 0, 则 |B* | 二 nn”， 


例 5.2 设 A={1,2,3}, B 二 {a,b), 求 B4. 

解 B?=={fo; 刻 ,…,f1)}, 其 中 
fo = {lya),(2,4a) 3 47| 
Tass 
a) 
fs = (lya) ,2,0),(3,0)} 
fi D(a (a 
f= (ls (2a 36} 
el 
万 一 信人 12 2,0),.3,0)} 


下 面 给 出 一 些 重要 图 数 的 实例 . 

定义 5.5 (1) 设 f: A 一 B, 如 果 存 在 cEB 使 得 对 所 有 的 x-EA 都 有 f(x) 二 cc, 则 称 
f: A™B 是 党 函数 . 

(2) 称 A 上 的 恒 等 关 系 14 为 A 上 的 恒 等 函数 ,对 所 有 的 EA 都 有 Ta(x) 王 广 . 

(3) 设 (A, 三 ),《B, 三 ) 为 偏 序 集 ,f: A 一 B, 如 果 对 任意 的 Xx1， x: EA, Xi 一 x; ,就 有 
fz) 三 f(zs), 则 称 f 为 单调 递增 的 ;如 果 对 任意 的 zi，z EA4A,zi<z ,就 及 Cz) 反 
f(zxs)， 则 称 f 为 严格 单调 递增 的 . 类 似 地 也 可 以 定义 单调 递减 和 严格 单调 递减 的 郴 数 . 

(4) 设 A 为 集合 , 对 于 任意 的 A'CA, A“ 的 特征 函数 yw : A 一 (0,1} 定 义 为 

YA (da) 一 1] & GE A 
XYA(a) 一 0 4 EA 一 上 4 
(5) 设 R 是 A 上 的 等 价 关 系 , 令 
g: A>A/R 
g(a)= [Lal VaEcA 
称 g 是 从 A 到 商 集 A/R 的 自然 映射 . 

例 5.3 (1) 给 定 偏 序 集 (P({a,6)) ,Rc ),({0,1}), 研 ) ,其 中 Rc 为 包含 关系 ,三 为 一 

般 的 小 于 等 于 关系 . 令 f: P({a,6}) 王 {0,1}, f(B)= 二 f(a})= 二 1f(46))==0, f(a;6))= 二 1， 
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则 了 是 单调 递增 的 , 但 不 是 严格 单调 递增 的 . 

(2) 设 A={a,b,c}, A 的 每 一 个 子 集 A 都 对 应 于 一 个 特征 函数 , 不 同 的 子 集 对 应 于 不 

同 的 特征 图 数 . 如 
Md 

(3) 给 定 集 合 A 和 A 上 的 等 价 关 系 尺 , 就 可 以 确定 一 个 自然 映射 g: A 一 A/R. 不 同 的 
等 价 关 系 确定 不 同 的 自然 映射 ,如 果 A 二 {1,2,3}, 对 于 等 价 关 系 R=={(1,2), (2,1)}UT， 
对 应 的 目 然 映射 是 

1 
而 对 于 恒 等 关系 有 ,自然 映射 是 
g: A— A/l, sg(1) 一 (111，5g5(C2) = {2}, g(3) = 43} 

在 算法 分 析 与 设计 中 经 常用 到 定义 在 正 整 数 集合 上 的 函数 ff: Z ”一 Z*. 例如 二 分 检索 
算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 f(n) 二 O(logn)2, 插 入 排序 算法 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 为 
O(n ) 等 . 这 里 的 nn 表示 输入 规模 ,检索 问 题 中 的 n 表示 被 检索 的 线性 表 中 的 元 双 个 数 , 排 
厅 问 题 中 的 n 则 表示 被 排序 的 数组 中 的 元 系 个 数 . 函数 f(n) 代 表 算 法 所 做 基本 运算 的 次 
数 . 在 二 分 检索 和 排序 中 的 基本 运算 是 比较 运算 . 一 般 说 来 ,对 于 规模 为 芭 的 各 种 输入 情 
况 ,算法 所 做 基本 运算 的 次 数 是 不 一 样 的 . 考虑 二 分 检索 ,如果 输入 的 冯 个 元 和 际 是 1,2,…， 
7 ,而 被 检索 的 元 素 恰好 就 是 处 在 中 间 的 那个 数 ,那么 通过 1 次 比较 ,算法 就 结束 了 ,然后 输 
出 这 个 数 在 数组 中 的 位 置 . 如 条 被 检索 的 数 是 其 他 效 ,那么 必须 通过 蝎 多 次 的 比较 ,才能 得 
到 结果 . 所 谓 最 坏 情 次 束 是 对 同 梓 长度 的 数组 所 做 的 比较 运算 次 数 最 多 的 情 疙 .对 于 二 分 
搜索 ,每 比较 1 次 ,需要 检索 的 数 的 个 数 就 减少 一 半 , 至 多 经 过 logn 十 1 次 比较 就 可 以 得 到 
结果 . 因此 ,表示 基本 运算 次 数 的 图 数 的 阶 是 logmz ,使 用 大 OO 记号, 记 作 O(logz). 如 果 基 本 
运算 的 次 数 与 输入 规模 n 无关, 是 个 常数 , 则 记 作 0(1). 对 于 同一 个 问题 可 以 设计 各 种 不 同 


高 ? 这 依赖 于 它们 的 复杂 度 图 数 的 阶 . 阶 越 高 ;效率 就 越 低 . 不 难看 出 , 当 增加 时 ,复杂 
度 图 数 和 于 显然 比 nlogn 增长 得 更 快 . 这 意味 着 插入 排序 比 归并 排序 在 n 较 大 时 效率 要 低 ， 
因此 估计 算法 复杂 上 度 孔 数 的 阶 在 算法 分 析 中 是 经 营 要 做 的 工作 . 关于 这 方面 的 应 用 将 在 后 
面 的 第 10 草 和 13 曹 给 予 更 详细 的 介绍 . 


S.1.2 函数 的 像 与 完全 原 像 


商 数 是 特殊 的 关系 ,因此 关系 的 各 种 运算 ,如 并 、 交 、 补 、 求 定义 域 . 值 域 等 都 适合 于 辐 
数 . 除 此 之 外 ,对 于 从 A 到 B 的 限 数 ,还 可 以 求 集合 的 像 和 完全 原 像 . 

定义 5.6 设 函 数 f: A 一 B, A1CA, BSEB. 

(1) Ai 在 ff 下 的 像 f(A1) 一 {f(x)|1xEA1), 当 Al 一 A 时 ,f(A) 称 为 限 数 的 像 . 

(2) Bi 在 f 下 的 完全 原 像 f 1(B1)= 一 {x|xEAAf(r)EBi). 

这 里 要 注意 函数 的 值 与 图 数 的 像 之 间 的 区 别 , 郴 数 值 f(x)EB, 而 像 f(A1) 导 B. 一 般 
说 来 ,对 于 ASEA, 广 !(CFCA)) 和 关 A ,但 是 AGE 广 !CFCA))， 同样 地 ,对 于 BEB, 也 有 


@ 在 算法 分 析 中 经 常 使 用 logn 来 表示 logzn. 由 于 logn 一 lnz/ln2, 因 此 有 1logn 一 @(Clnz)， 这 个 等 式 的 含义 是 ， 
logn 二 O(nn) 且 lInn 二 O(logn), 即 lnn 与 logzn 的 阶 相等 ， 


FPCBD)D)CB， 例 如 ， 
A={1,2,3}, B= {a,b,c}, Ai 一 (1)，B = {b,c}, f = {(1,a),(2,a),(3,5)} 
那么 


f (fA)D) = ff (a) = (1,2}, ALCf (f(A)) 
ff (Bi))=f((3)) = {10}, fl(f (Bi))CB, 


5.1.3 函数 的 性 质 


冰 数 的 性 质 指 的 是 函数 f: A 一 B 的 满 射 . 单 射 \ 双 射 的 性 质 . 下 面 给 出 这 些 性 质 的 
定义 . 

定义 5.7 设 f: 4 一 已 ， 

(1) 硅 ranf= 王 B, 则 称 f: A-> 忆 是 满 射 的 ， 

(2) 右 VyEran 都 存在 唯一 的 xEA 使 得 f(x) 二 y, 则 称 f: A 一 已 是 单 射 的 . 

(3) 右 f: A 一 B 既是 满 射 又 是 单 射 的 , 则 称 f: A 一 B 是 双 射 的 . 

对 于 单 射 困 数 也 有 另外 一 个 等 价 的 定义 . 设 f: A 一 B, 对 于 xi ,XxsEA, 如 果 x 了 关 Xx2; 则 
f(zi) 关 f(zs) ,那么 称 f: A 一 B 为 单 射 的 . 一 般 转 数 从 目 变 量 到 值 的 对 应 规则 既 人 允许 一 对 
一 :也 人 允许 多 对 一 ;而 单 射 困 数 只 允许 一 对 一 的 对 应 ,因此 单 射 图 数 也 称 作 一 对 一 的 图 数 . 

例 5.4 判断 下 面 郴 数 是 否 为 单 射 、 满 射 \, 双 射 的 ， 为 什么 ? 

(1) f: 人 一 RR，F(z) 王 一 三 十 2 一 1 

(2) f: Z+ 一 R, f(z) 二 lnzx, Zi 为 正 整 数 集 . 

(3) f: RZ, f(zx)=| zx |. 

(4) f: 人 一 信 ， 太 zZ) 一 27 十 1. 

(5) f: Ri 一 R', f(x) 二 (zx! 十 1)/x, 其 中 Ri! 为 正 实数 集 . 

解 (1) ff 在 x 二 1 取得 极 大 值 0, 因 此 不 是 满 射 的 ; F(C0) = 大 2) 王 一 1, 因 此 不 是 单 
射 的 . 

(2) 三 是 单调 上 升 的 , 是 单 射 的 . 但 不 满 射 ，ranF 一 (ln1，ln2，… 上 上 

(3) ranf 二 Z, 了 是 满 射 的 . f 不 是 单 射 的 , 因为 f(1.4)==f(1.1)=1. 

(4) 三 是 满 射 . 单 射 \ 双 射 的 , 因为 它 是 单调 梁 数 并 日 ran 太 一 有. 

(5) 上 有 极 小 值 (1) 三 2, 且 当 z0 和 十 ce 时 ,Fz) 都 趋 于 十 cc. 因此 它 既 不 是 单 射 的 
也 不 是 满 射 的 . 

判断 图 数 f: A 一 已 是否 为 满 射 . 单 射 \, 双 射 的 依据 是 定义 . 判断 满 射 束 是 检查 B 中 的 
每 个 元 素 是 否 都 是 图 数值 . 如 果 在 已 中 找到 不 是 晒 数 全 的 元 北 ,那么 f 就 不 是 满 射 的 . 判 
断 单 射 的 方法 就 是 检查 不 同 的 自 变 量 是 否 对 应 于 不 同 的 值 ， 对 于 普通 的 初等 函数 ,可 以 通 
过 其 图 像 的 单调 性 质 来 确定 . 如 果 函 数 图 像 是 严格 单调 上 升 (或 者 严格 单调 下 降 ) ,那么 图 
数 是 单 射 的 . 

例 5.5 对 给 定 的 4A, B 和 了 ,判断 是 否 构 成 函数 f: A 一 B. 如 果 是 , 说 明 f: A 一 忆 是 
否 为 单 射 . 满 射 \ 双 射 的 ;如 果 不 是 ,请 说 明理 由 ,并 根据 要 求 进行 计 算 . 

(1) A 王 41,2,3,4,5}， 了 一 (6,7,8,9,10)， 太 一 (1(1,8》，(3,9)， 4 10) (26》，( 597) 

(2 AB (lr 了 0 

同人 下 
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(4) 4 三 再 二 RR，FCz) 一 工 ， 
(5) A=B=RT, f(x)=x/(zx’:++1). 
(6) A=B=RXR, f((zx,y))=(zTy,zx—y), 令 L={(r,y)|rzr,yERAy=Zz 二 1}, 计 
算 f(L). 
(7) A=NXN, B=N, f((z,y))=|z—y:|. 计算 fA(NX {0)) ,f°1({0)). 
解 (1) 能 构成 f: A 一 B, f: A 习 B 既 不 是 单 射 也 不 是 满 射 . 因为 F(3) 王 5) 一 9， 
且 了 和 华 ran 太 
(2) 不 能 构成 F: A 一 B, 因为 f 不 是 函数 . (1,7)€E€f 且 (1,9)E€f, 与 哺 数 定义 矛盾 . 
(3) 不 能 构成 f; A 一 B, 因为 domf 二 {11,2,3,4) 关 A. 
(4) 能 构成 f; A 习 B, 且 FA 一 下 是 双 射 的 . 
(5) 能 构成 f: A 悦 B, f: AB 既 不 是 单 射 的 也 不 是 满 射 的 . 因为 该 奶 数 在 zx 二 1 取 极 
大 值 f(1) 二 1/2. 图 数 不 是 单调 的 , 且 ranf 关 R'. 
(6) 能 构成 f; A 一 B, 且 f: AB 是 双 射 的 . f(L) 一 {2x 十 1, 一 1)|XER} 一 RX {一 1). 
(7) 能 构成 f;: A 一 B, f: A 一 B 既 不 是 单 射 的 也 不 是 满 射 的 . 因为 1((1,1))= 
f((2,2))=0,2¢ ranf. 且 
f(NxX{(0) = {ni—0 |nEN={n |nE€N) 
f°((0})) = {n,n |nEN) 
例 S5.6 设 记 ,fo,f3,，f1ER",H 


1 
LA | 并 < 
fi(X)= x 
| 一 汪 万 于 
f(x) 一 | -gy 
fi(z)}=]1 
令 已 是 由 f; 导 出 的 等 价 关系 ,i 一 1,2,3,4, 即 xE;y 售 fi (xz) 二 f(y). 令 S 是 4 个 划分 的 集 
合 {R/Ei, R/E;,， R/E;, R/E), 在 S 上 如 下 定义 划分 之 间 的 加 细 关 系 工 : 
‘(R/E.;:, R/E;, €E TOVrI(T ER/E— dy(y EE R/E;, Mz vy)) 

即 对 于 了 R/ 玉 ;的 任何 划分 块 过 ,都 存在 R/E; 的 划分 块 y 使 得 > 包含 +, 那么 (R/E;，R/E;) 属 
于 工 , 即 划分 R/E; 是 划分 R/E; 的 加 细 . 不 难 证 明 工 是 3S 上 的 俩 序 . 

(1) 画 出 偏 序 集 <S,T) 的 喻 斯 图 . 

(2) g;: RR/E; 是 自然 映射 , 求 g;(0), i 二 1,2,3,4. 

(3) 对 每 个 i, 说明 g; 的 性 质 ( 单 射 、 满 射 、 双 射 ). 

解 (1) 因为 E, 是 恒 等 关 系 ,对 应 的 划分 R/E, 具有 无 数 个 划分 块 ,每 块 只 含有 1 个 元 
系 ,是 最 细 的 划分 ,因此 在 加 细 关 系 的 偶 序 集中 为 最 小 元 . E, 是 全 域 关 系 , 对 应 的 划分 R/E 
只 有 1 个 划分 块 ,是 最 粗 的 划分 ,因此 在 加 细 关 系 的 偏 序 集中 是 最 大 元 ,Ei 对 应 的 划分 
R/E; 有 2 个 划分 块 , 所 有 的 非 针 实数 构成 一 块 , 所 有 的 负数 构成 为 一 块 . 因此 RE 比 
R/E,;, 粗 , 比 R/E, 细 , 介 于 它们 之 间 . 类 似 地 ,E; 对 应 的 划分 R/E; 也 由 两 块 构 成 ,所 有 的 整 
数 在 一 块 ,其 他 的 实数 在 为 一 块 . 它 也 介 于 R/E 和 R/E: 之 间 . 不 难看 出 ,R/Fi 与 R/E; 之 


间 不 存在 加 细 关 系 , 它 们 是 不 可 比 的 . 因此 哈 斯 图 如 图 5. 1 所 示 . 
(2) g;(0) 是 所 有 与 0 等 价 的 元 素 构成 的 集合 ,z 一 1,2,3,14. 
因此 
g1(0)={z|zxzERAr0}, g(0) = {0}, 
g3(0) = ZZ, m0) 一 下 ) 
(3) gl ，gs ，53 ，g4 都 是 满 射 的 ;其 中 gs 是 双 射 的 . 图 5.1 
例 5.7 对 于 给 定 的 集合 A 和 B 构造 双 射 图 数 上 A 一 B. 
(1) A=P({1,2,3}), B= {0,1}" "3. 
(2) 设 A、B 为 实数 区 间 , 其 中 A=[0,1j], B=[1/4,1/2]. 
(3) A=Z, B=N. 
(4) 设 A.B 为 实数 区 间 , 其 中 A 二 [x/2,3x/2j」, B 二 [一 1,1j]. 


解 (IYA={1B 1) (2 (l 2 1 2 {2,3 {123})), B {ffi 


n= 0 
Fl 0 2 00 (01Y) 
和 
= (1 
= 0 0 
ET 
0 
= ll tL) 
令 f: A 一 B, 且 满 足 
f= f= = ho = fo 
Fal T= 
(2) 令 ff: [0,1] 一 [1/4,1/2], f(zx)= (zx 二 1)/4. 
(3) 将 Z 中 元 系 以 下 列 顺序 排列 并 与 N 中 元 系 对 应 : 
Z: 0 一 1 1 一 2 2 —3 3 
YY 1 1 
N: 0 1 2 3 4 5 6 


则 这 种 对 应 所 表示 的 函数 是 : 


| 了 之 0 
f:Z— N, f(z) 一 z 
Re 


(4) 令 ff: |r/2,3r/2| 一 [一 1, 1 , Fz) 一 sinz. 
例 $.8 设 ff:RXR—>RXR 
ly SAE 
证 明 矿 既 是 满 射 的 ,也 是 单 射 的 . 


证 明 任 取 人 ,vu)ERXR.， 存在 (和 ,| 使 得 
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因此 f 是 满 射 的 . 
对 于 任意 的 (x;y)， (u,v)ERXR, 有 
了 和 二 
ry= uv ry uv IUuy=v 
全 《4 人 TV) = (uv) 


因此 了 是 单 射 的 . 
5.2 上 曙 数 的 复合 与 反 男 数 
函数 可 以 进行 各 种 运算 ,复合 运算 和 求 反 函 数 的 运算 是 最 重要 的 运算 . 


S.2.1 函数 的 复合 


困 数 的 复合 就 是 关系 的 合成 ,所 有 关系 合成 的 性 质 对 于 图 数 复 合 都 是 成 立 的 ,这 里 只 讨 
论 有 关 函 数 复合 的 一 些 特殊 性 质 ， 先 给 出 关于 隐 数 复合 运算 的 定理 . 这 个 定理 说 明 两 个 图 
数 复 合 以 后 还 是 靖 数 ,同时 给 出 了 复合 辣 数 的 定义 域 与 函数 值 的 计算 规则 . 

定理 5.1 设 f,g 是 图 数 , 则 f°。g 也 是 限 数 , 且 满 足 

(1) dom(f°g)={x|xEdomf A f(r)E dome}. 

(2) VrEdom(f°g) 有 f°oe(r)=o(f (rx)). 

证 明 先 证 明 f°。g 是 函数 . 因为 f, g 是 关系 , 所 以 f°*g 也 是 关系 . 夺 对 某 个 XE 
dom(f°g) 有 zf*gy 和 xzFgy, 则 

《1 EE fg NN xy) EE fg 
> Ji((rt EFA ty ERA dis((rsts EFA (tesy) Eg) 


之 ditijdis(ti =ito A (tis EgA try Eg) (ff 为 滑 数 ) 
> yi 一 yz (5 为 图 数 ) 
所 以 f°*g 为 图 数 . 


和 再 证 明 绪 论 (1) 和 绪论 (2). 任 取 ， 
XE dom(f°g) 

> dtijdy((rx,t EfFAN (tt,y) Eg) 

> JjJt(xr E domf Mt= f(x) AtE domg) 

>rE {rlIrE domf A f(r) € dome) 


任 取 z， 
TE domf A f(x) E domg 
= 
《TSCFCZ)))》 E frg 
> TE dom(f°g) A frg(r) = g(f (xr)) 
所 以 (1) 和 (2) 得 证 . 


从 这 个 定理 可 知 , 复 合 图 数 f°*g 的 定义 域 可 能 小 于 了 的 定义 域 ,而 它 的 值 域 也 可 能 小 


于 g 的 值 域 . 它们 之 间 的 关系 满足 : 
dom(f°g) C domf ,ran(feg) CC rang 
推论 1 设 f,g,h 为 限 数 ,， 则 (fog)eh 和 f°*(g° 员 ) 虱 是 函数 ,日 
(f°g)°h = f°(g°h) 
证 明 由 上 述 定理 和 关系 合成 运算 的 可 结合 性 得 证 . 
推论 2 设 f:A 一 B, g:B 一 C, 则 feg: A 一 C, 且 YVYzEA 都 有 Psg(z) 一 g(CF(Cz))， 
证 明 由 上 述 定理 知 f°g 是 困 数 , 且 
dom(f°g)={rx|xzE domf AM f(x) € dome!} 
.|ZzEAAN TAT)IEB=A 
ran(feg) Crang CC 
因此 f°g: A 一 C,， 有 YXxXEA 有 fg(r)=g(f(r)). 
下 面 考虑 国 数 的 单 射 . 满 射 \ 双 射 的 性 质 与 图 数 复合 运算 之 间 的 关系 . 
定理 5.2 设 太 . 4 一 日 ，5c: BC. 
(1) 如 条 f:A 习 B, g:B>C 部 是 满 射 的 , 则 Ag: A 习 C 也 是 满 射 的 . 
(2) 如 条 f:A 习 B, g:B>C 部 是 单身 的, 则 f。g: A 习 C 也 是 单 射 的 . 
(3) 如 果 f:A 习 B, g:B>C 者 是 双 射 的 , 则 f°*g: AC 也 是 双 射 的 . 
证 明 (1) 任 取 cEC, 由 g:B™>C 的 满 射 性 ， 了 JoE 了 使 得 g(2) 一 c. 对 于 这 个 5, 由 
f:A 一 B 的 满 射 性 , ja€ A 使 得 f(a) 一 6. 由 合成 定理 有 
f°gl(a) = g(f(a)) = g(b)=e 
从 而 证 明了 f°*g: A 一 C 是 满 射 的 . 
(2) 假设 存在 rz，zzEA 使 得 
fog(X1) = foglxo) 


gEC 太 ZI)) = g(f (rs)) 
因为 g:B 一 C 是 单 射 的 , 故 f(zi) 二 f(zxs). 又 由 于 太 A 一 日 也 是 单 射 的 , 所 以 zi 二 Xx. 从 
而 证 明 f°*g: A 一 C 是 单 射 的 . 
(3) 由 (1) 和 (2) 得 证 . 
定理 5.2 说 明 困 数 的 复合 运算 能 够 保持 图 数 单 射 . 满 射 \, 双 射 的 性 质 . 但 这 个 定理 的 逆 
命题 不 为 真 ， 即 如 果 f°。g: A 一 C 是 单 射 ( 或 满 射 \, 双 射 ) 的 , 不 一 定 有 FA 一 已 和 
g :BC 者 是 单 射 ( 或 满 射 \ 双 射 ) 的 . 考虑 集合 A 一 (alyazyas) 了 一 人 10，0 ,bs,b1), C= 
{C1 9C2 »C37. 令 
f= {avsb?s Cas bs ,Cas sb3)} 
w= XD er Dt sD 
fog = {lasc) sas srCa) sas 9C3)} 
那么 f:A 一 B 和 f°g: A 一 C 都 是 单 射 的 , 但 g:B 一 C 不 是 单 射 的 . 考虑 集合 A= (ail ,as， 
as}, B={b1,b2 ,03}, C={c,c}. 令 
f= (ab1) ,as yps)y 《aaypoy | 
g = {bisc1)s (bo sc ,Ds ,cs)) 


f°g 2 《Ci ?1 》 * 《as aC 》 * 《G3 9 ) } 
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那么 g:BC 和 f°。g: AC 是 满 射 的 , 但 f; A 习 B 不 是 满 射 的 . 

下 面 考 虑 恒 等 困 数 在 复合 运算 中 的 作用 ， 

定理 5.3 设 FA 一 B, 则 f==f°*Is 二 La°f. 

定理 5. 3 的 证 明 可 以 采用 集合 相等 的 证 明 方 法 ,这 个 证 明 留 给 该 者 思考 . 

推论 设 f:A 一 A, 则 记 = 六 有 一 必 。 太 

任何 A 上 的 函数 了 与 14 进行 复合 都 等 于 三, 就 像 次 通 加 法 与 0 相 加 或 者 普通 乘法 与 1 
相 乘 一 样 . 这 里 的 0,1 和 I 都 叫做 相关 运算 的 单位 元 ,关于 单位 元 的 性 质 将 在 后 面 
第 14 草 给 出 详细 的 介绍 . 推论 说 明了 4 是 A 上 的 函数 复合 运算 的 单位 元 . 


5.2.2 反 画 数 


下 面 考虑 函数 的 求 逆 运算 . 任 给 图 数 f, 它 的 逆 太一 不 一 定 是 图 数 ,只 是 一 个 二 元 关系 . 
任 给 单 射 函 数 f: A 一 B, 则 f 7 是 函数 , 且 是 从 ranf 到 A 的 双 射 函数 ,但 不 一 定 是 从 B 到 A 
的 双 射 困 数 . 对 于 双 映 函 数 f: A 习 B, 容 多 证 明 f  : B>A 是 从 B 到 A 的 双 射 函数 . 

定理 5.4 设 太 : A 一 也 是 双 射 的 , 则 广 ': BA 也 是 双 射 的 . 

证 明 因为 了 是 图 数 , 所 以 f 是 关系 , 且 

do "= ranf = B, ranf 一 一 dom =A 

对 于 任意 的 TEB 二 dom f ,假设 有 yi， ysEA 使 得 (x,y1)Ef "A 八 (zx,y2)Ef 成 
立 ; 则 由 逆 的 定义 有 (yi,z)E fA (ys ,XT)Ef. 根据 f 的 单 射 性 可 得 yy 二 vy;， 从 而 证 明了 
了 是 闲 数 ,日 由 ranf 一 A 知 f 是 满 射 的 . 

知 存 在 x1，x2€B 使 得 f(zx1) 二 f(zxs) 二 y， 从 而 有 

(Tisy EF AN lr,sy EF 
> (yrT17 EC 三 人 《yz E fr = xs (因为 了 是 困 数 ) 

从 而 证 明了 太一 的 单 射 性 . 

对 于 双 射 轴 数 f: A 一 B, 称 太 :BA 是 它 的 反 郴 数 . 

例 5.9 设 f: RR, 2: R 一 R 


fx) = | TX 工 宇 3 
一 4 工 达 3 
grl) 一 工 十 2 
求 feog，g。f. 如 果 了 和 8& 存在 反 消 数 , 求 出 它们 的 反 函 数 . 
解 
frE:R—R 
四 ly 
fg(7x) = | ee 
Bf 
orCz) 二 mi | 
| 2 | 


f: R 一 R 不 是 双 射 的 , 不 存在 反 函 数 ;g: R 一 R 是 双 射 的 , 它 的 反哺 数 是 
5 :及 一 及 ， gl(z) 一 工 一 2 


如 
此 


辫 数 的 反哺 数 具有 下 述 性 质 . 
定理 5.5 设 f: A 一 B 是 双 射 的 , 则 
三 一 Je， 大 太一 和 

证 明 根据 定理 5.4 可 知 f ': BA 也 是 双 射 的 . 由 合成 基本 定理 可 知 f°。f: 了 B 一 
B, f°f ': A 一 A, 且 它们 都 是 恒 等 滑 数 . 

对 于 双环 了 浮 数 f: A 一 A, 根据 上 述 定 理 有 ff °°*f 二 f°*f 二. 

关系 和 上 困 数 是 离散 数学 的 基本 概念 ,在 离散 系统 建 模 中 有 着 重要 的 应 用 . 下 面 给 出 几 
个 例子 . 

例 $. 10 关系 代数 (relation algebra) 

关系 代数 是 关系 数据 库 的 基础 . 一 个 通信 录 可 以 看 作 是 一 个 简单 的 关系 数据 库 , 其 中 
的 分 组 ,如 同学 组 ,同事 组 ,朋友 组 等 部 可 以 看 作 是 不 同 的 关系 . 每 个 关系 都 是 右 干 元 组 的 
集合 ,元 组 (Ai ,A,,…,A,) 代 表 该 关系 有 nn 个 属性 . 例如 ,通信 录 的 朋友 组 RR 可 能 含有 下 述 
信息 :(2, 李 有 明 ,50， ik com. cn) ,该 信息 是 由 
编号 .姓名 、 年 龄 .地 址 .手机 号 .电子 邮箱 6 条 属性 构成 的 六 元 组 . 表 5. 1 给 出 了 具有 
4 条 信息 的 关系 R. 

表 5.1 


1 z 科斯 公司 市 场 部 13520145678 zhxg@ gmail. com. cn 
2 . 5( 融 创 大 厦 A 座 502 13341556347 liming(® hotmail. com. cn 


求实 中 学 13124567336 wheng@qq. com. cn 


4 全 海牛 | 大 华 公 司 网 络 中 心 13822253089 Shihs(@ hotmail. com. cn 


为 了 得 到 相关 的 查询 结果 ,数据库 中 定义 了 几 种 基本 操作 :并 交差 . 笛 卡 儿 积 .选择 、 
投影 . 设 尺 与 $ 是 具有 相同 属性 的 mx 元 关系 ,其 中 的 mm 个 属性 记 作 Ali,A;,…,A, ,这 些 基 
本 操作 说 明 如 下 : 

RUS 的 元 组 既 含 有 R 的 元 组 ,也 含有 S 的 元 组 ; 

R[1S 的 元 组 是 同时 存在 于 R 和 S 中 的 元 组 ; 

R 一 S 的 元 组 只 在 R 中 但 不 在 S 中 . 

投影 za ,a ,…a(R) 是 从 m 阶 笛 卡 儿 积 Al XAsX…XA。 到 nn 阶 笛 卡 儿 积 A 
A; XXA; 的 部 分 映 轴 ,x ‘A A (R) 表示 只 选取 RR 中 属性 为 A; ,A; ,…,A; 的 列 . 例 
如 ,对 表 5. 1 中 的 关系 RR 进行 投影 运算 ,rea, 手 机 ,Email( 民 ) 的 查询 结果 如 表 5. 2 所 示 . 


表 5.2 
张 晓 光 13520145678 zhxg@ gmail. com. cn 
李 明 liming(® hotmail, com. cn 
王 恒 13124567336 wheng(® qq. com. cn 


石 海 生 13822253089 Shihs(® hotmail. com. cn 


起 9 湛 


高 族 数 学 (和 争 3 版 ) 


选择 操作 可 以 看 作 是 对 关系 的 限制 , 它 是 从 R 的 所 有 元 组 中 选 出 满足 某 个 约束 条 件 的 
元 组 . 表达 式 rsl<so (RR) 要 求 查询 输出 下 中 年 龄 小 于 50 的 人 ,查询 绪 采 如 表 5. 3 所 示 . 


Email 
zhxg(® gmail. com. cn 


wheng(® qq. com. cn 


Shihs(® hotmail, com. cn 


设 关 系 尺 是 形 如 (Ali,A;,…,A，) 的 m 元 组 构成 的 集合 ,关系 S 是 形 如 (Bi,B,,…,B,》 
的 nn 元 组 构成 的 集合 ,这 里 的 Al ,…A ,Bi,…,B, 都 是 属性 . 那么 从 卡 儿 积 RXS 是 由 m X 
n 个 形 如 《Ail,… ,A ,Bi,…,B,) 的 m 十 n 元 组 构成 的 集合 . 每 个 尺 中 的 m 元 组 与 每 个 S 中 
的 nn 元 组 都 可 以 构成 一 个 m 十 n 元 组 . 例如 关系 RR 的 属性 是 商品 标号 与 名 称 ,S 的 属性 是 商 
提名 称 、 价 格 与 规格 .其 中 

R=1(],abc) ,2,cabel)}, $={(cabel,300,25), (sin,190,15) ,cod,60,5)}, 
那么 
RXS={(],abc,cabel,300,25» ,1,abc, sin,190,15),¢]1 ,abc,cod,60,5)», 
‘2 ,cabel,cabel,300,25) ,2,cabel,sin,190,15» ,2,cabel,cod,60,5)} 

如 果 R 与 $9 有 相同 的 属性 ,上 述 定义 中 的 关系 的 笛 卡 儿 积 包含 了 较 多 的 元 余 信息 , 因 
此 可 以 定义 连接 (join) 操 作 , 此 操作 仅仅 对 R 写 S 中 的 公共 属性 值 相同 的 元 组 配对 . 例如 ， 
上 述 例子 中 的 RR 与 S 的 自然 连接 的 结果 是 {1(2,cabel,300,25，)}. 如 果 加 上 选择 条 件 , 还 可 
以 定义 更 复杂 的 8 连接 操作 .限于 篇 幅 , 这 里 不 再 痪 述 . 关系 代数 是 关系 数据 库 的 理论 基 
础 ,其 基本 性 质 可 以 用 集合 、 关 系 和 映射 来 描述 . 

例 5.11 工作 流 系 统 的 网 模型 . 

工作 流 是 为 业务 流程 建 模 而 引入 的 技术 ,目前 已 经 广泛 应 用 于 办 公 自 动 化 、 工 业 流 程控 
制 等 众多 领域 Aalst 用 工作 流 网 WF_net 对 工作 流 进行 建 模 , 它 的 基础 就 是 Petri 网 .下 
面 给 出 WF_net 的 定义 . 

WF_net 是 三 元 组 4P,T,F), 其 中 ,已 是 库 所 (place) 集 合 , 工 是 变迁 (transition) 集 合 , 下 
称 为 流 关 系 . 它们 之 间 满 足以 下 条 件 : 

(1) PI|T= 8%; 

(2) PUTASG,; 

(3) FCPXx TUTxP,; 

(4) domFUranF 一 PUT, 其 中 

domF=={x |jy((r,yEF)},ranF={y | jx((xr,y) EF)); 

(5) 存在 起 始 库 所 i€ PP, 使 得 == 名 ,这 里 二 {j1(j ,i) EF}, 称 为 i 的 前 集 ; 

(6) 存在 终止 库 所 oEP, 使 得 o' 二 名 ,这 里 o' 二 {|《o0,7) EF}, 称 为 o 的 后 集 ; 

(7) 每 个 结 点 zE PUT, 都 处 在 从 i 到 6。o 的 一 条 路 径 上 . 

前 面 4 个 条 件 是 一 般 Petri 网 所 满足 的 条 件 . 条 件 (1) 表 明 库 所 和 变迁 是 两 类 不 同 的 元 
素 . 条 件 (2) 说 明 网 中 至 少 含 有 1 个 元 素 . 条 件 (3) 是 关于 流 关 系 的 基本 性 质 , 流 关系 反映 的 


是 资源 的 流动 . 资源 可 以 从 库 所 到 变迁 ,也 可 以 从 变迁 到 库 所 ,同一 类 元 素 之 间 没 有 流动 . 
不 属于 domF UranF 的 库 所 或 变迁 是 孤立 结 点 ,不 参与 资源 流动 . 条 件 (4) 表 示 网 中 没有 抓 
立 结 点 . 最 后 3 个 条 件 是 工作 流 网 所 特有 的 . 对 于 任意 库 所 p,p 的 前 集 p 指 的 是 有 边 通 向 
p 的 全 体 变 迁 的 集合 ,p 的 后 集 p' 指 的 是 从 p 出 发 的 边 所 指 问 的 全 体 变 迁 的 集合 . 

条 件 (5) 一 条 件 (7) 说 明 起 始 库 所 i 没有 进入 边 ,终止 库 所 o 没有 出 发 边 ,并 且 网 中 没有 
见 余 的 结 点 . 与 实际 业务 流程 对 应 ,变迁 代表 流程 中 的 活动 . 活动 之 间 通 过 库 所 连接 , 库 所 
起 到 流程 控制 的 作用 . 活动 之 间 的 逻辑 关系 可 以 是 顺序 、 分 支 等 多 种 结构 . 起 始 库 所 i 中 的 
托 肯 (token, 也 称 作 “ 令 牌 ”, 用 小 黑 点 表示 ) 代 表 一 个 案例 . 

在 WF_net 中 变迁 分 成 4 类 :与 分 文 Cand-split)2”“ 或 分 文 Cor-split)2“ 与 连接 (and- 
join)” 和 ”或 连接 (or-join)”, 分 别 用 图 5. 2 中 的 4 种 符号 表示 . 


< -UK 20- 2- 
与 分 文 或 分 文 与 连接 或 连接 
图 5.2 


一 一 


“与 分 支 ” 变 了 迁 发 生 后 ,其 后 集中 的 所 有 库 所 都 有 托 肯 ;“ 或 分 支 ”" 变 迁 发 生 后 ,根据 发 生 
的 结果 ,其 后 集中 只 有 一 个 库 所 有 托 肯 ;与 连接 ”变迁 发 生 的 前 提 条 件 是 :其 前 集 的 所 有 库 
所 都 有 托 肯 ;或 连接 ?变迁 发 生 的 前 提 条 件 是 :其 前 集中 的 某 一 个 库 所 有 托 肯 . 

一 个 论文 评审 的 工作 流 网 模型 如 图 5. 3 所 示 . 其 中 ,14 个 变迁 的 含义 分 别 是 : 

Tj: 收 到 论文 ,邀请 三 个 评审 人 ; 

T, :在 预定 时 间 内 得 到 第 一 份 评 审 意 见 ; 

Ts :在 预定 时 间 内 设 得 到 第 一 份 评 审 意 见 ; 

TT: 在 预定 时 间 内 得 到 第 二 份 评审 童 见 ; 

Ts :在 预定 时 间 内 没 得 到 第 二 份 评 审 意见 ; 

Ti :在 预定 时 间 内 得 到 第 三 份 评 审 意 见 ; 

T :在 预定 时 间 内 没 得 到 第 三 份 评审 意见 ; 

T; :汇总 评审 意见 ; 

T :决定 是 否 接 受 论文 ; 


— 


bs 


Cs 


由 


CT 


Sy 


= 


Hp | 
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To :接受 论文 ; 
Tu :不 接受 论文 ; 
Ti: 由 邀请 其 他 评审 人 ; 
Ti; :在 预定 时 间 收 到 评审 意见 ; 
Tu :在 预定 时 间 没 收 到 评审 意见 . 
采用 集合 .关系 的 概念 可 以 对 上 述 工 作 流 网 给 出 形式 化 描述 , 设 该 工作 流 网 为 WF_net== 
( 卫 ,T, 下 ) ,其 中 
P= i\i,o,pi,p2s,*, po?, 
了 
1 
Cpis 工 3 bos Tr (bos Tors (pss leors (pss Tr), 
‘(Tsar Tyspair st Tos po (Ts sbe) (Tes peys 
‘TrsPe), bas To) (pss Ta) pes Tes) Tes pharys 
下 
《ip 人 pr， Ts 人 DT) (Tis, pes? 
了 
“i 二 多 ;0' 二 名 ;每 个 结 点 都 恰好 在 一 条 从 i 到。o 的 路 径 上 . 
依照 流程 ,首先 发 生变 迁 Ti( 收 到 论文 ,邀请 三 个 评审 人 ). 这 是 一 个 “与 分 文 ? 变 迁 ,其 
后 集中 的 库 所 pi 、p; 和 ps 都 有 托 肯 . T;、T 表示 第 一 个 评审 人 的 评审 结果 : 收 到 评审 意见 
或 者 没收 到 评审 意见 .类似 地 ,T、T;、T。、T; 表示 另外 2 份 评审 结果 . T 将 评审 意见 汇 
总 ,T, 提交 编辑 部 决定 是 否 接受 该 论文 Ti。 表示 接受 论文 ,Ti 表示 拒绝 论文 ,Ti 表示 需要 
再 找 人 评审 . 与 前 面 类 似 ,评审 结果 有 两 种 :及 时 收 到 评审 意见 (Tis) ,没收 到 评审 意见 
(Tu4). 这 些 仍旧 需要 提交 编辑 部 髓 次 讨论 决定 . 只 要 到 达 接 受 论 文 或 者 拒绝 论文 ,这 都 将 
导致 处 理 流 程 的 结束 . 
建立 了 基于 Petri 网 的 工作 流 模 型 ,并 利用 Petri 网 的 描述 能 力 和 分 析 方 法 对 流程 的 某 
些 性 质 进 行 分 析 ,就 可 以 对 流程 进行 化 简 ,还 可 以 进行 计算 机 模拟 . 


习 席 


5.1 从 下 面 各 题 的 备 选 答案 中 选 人 个 正确 的 答 宁 . 

(1) 全 天 一 (apoeyaz YY 一 (人 (123 (ay 17 2cv371 则 子 定 
A. 从 和 到 了 else evs A XX 到 YY 的 函数 
B. 从 和 X 到 YY 的 图 数 , 但 不 是 满 射 ,也 不 是 单 射 
C. 从 X 到 YY 的 满 射 , 但 不 是 单身 
D. 从 X 到 Y 的 双 射 

(2) 下 面 定义 中 的 哪些 f 是 从 实数 集 R 到 R 的 双 冉 函 数 ? 
A. f(x)=1, zx>0; f(x)= —1, zx<0 
B. f(x)=lnzx, x0 
(==1 (7 Ty 二 于 一 2 


I] 


NN 


en 


en 


cI] 


Tl 


cn Nn un 


cn 《nm 


.10 


11 
12 


Ks 
此 


D. f(x)=x* 8 

设 f: ZXZZ, ZZ 为 整数 集 ,V (n,k)EZXZ,f((n,k)) 一 nk, 求 f 的 值 域 . 

设 A 二 {a,b},B 二 10,1,2) ,计算 B*= 二 {f | ff: A 一 B}. 

设 f: R 一 R, f(x) 一 x 一 3x 十 2, 其 中 R 为 实数 集 ,计算 以 下 各 小 题 . 

C1 fC5); 

(2) fF “(4—6)), 

LO AT) 
A 二 {aryazsyas);B 二 015,602,0304}so0 为 从 A 到 B 的 轴 数 ,og 二 {《al,01), 《as，,b4)， 
《as bs)) ,说 明 c 是 否 为 单 射 . 满 射 和 双 射 的 . 

届 A={(a pc),R=(a pp oa UR 是 A 上 的 等 价 关 系 , 放 目 然 映 射 
gr: AA/R, 求 g(a). 
设 f:; NXN->N，F(Czyy)) 一 工 十 y 十 1， 

(1) 说 明 太 是 否 为 单 射 和 满 射 . 如 果 不 是 请 说 明理 由 . 

(2) 令 A={(z,y)| x,yEN 有 8 f((zr,y))= 二 3}, 求 A. 

(3) 令 B={f((z,y)) | x,yE{l,2,3} 且 x 二 y)}, 求 B. 

指出 下 列 图 数 中 哪些 是 双 射 的 ? 其 中 R 是 实数 集 ,N 为 日 然 数 集 . 

(1) f: R>R, f(r)=7x  —x. 

(2) ff: RR, f(r)=x’. 

(3) f: N 一 N，FCz) 一 并 十 5. 

(4) f: R 一 了 ，F(z) 一 27，R 一 {z | xzERAz>>0)， 

(5) f: NN, f(x)=2zx. 

(6) ff: N>N, f(x)=|zx|. 
设 f:; 一 ZZ，f(《n,k)) 一 nk, 其 中 艺 为 整数 集 . 

(1) 厂 是 满 射 的 吗 ? 为 什么 ? 

(2) 三 是 单 射 的 中? 为 什么 ? 

(3) 求 f (0)). 

(4) 求 f (NN). 

(5) 求 (ZX 11)). 

设 f:; R 习 R,R 为 实数 集 , 对 下 面 各 个 矿 ,判断 它 是 否 为 单 射 . 满 射 或 双 射 的 . 如 果 它 
不 是 单 射 的 ,给 出 x! 和 zz ,使 得 zi 关 z 但 FGzi)= 太 zz)， 如 条 它 不 是 满 射 的 ,计算 
f(R). 

(1) f(x)=xi. 

(2) f(z) 二 ELxj], 其 中 ELzxj 表 示 小 于 等 于 x 的 最 大 整数 . 

试 给 出 一 个 单 射 而 非 满 射 的 函数 . 

设 f: NNXN, f(n)= (n,n 二 1). 

(1) 说 明 乒 是 否 为 单 射 和 满 射 ,并 说 明理 由 . 

(2) 三 的 反 图 数 是 否 存 在 ”如 果 存 在 , 求 出 这 个 反 困 数 . 

(3) 求 ran 厂 
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设 f: RXR>C, f((zx,y)) 二 ZX 十 yiy 丫 二 一 1, 说 明 是否 为 单 财 、 满 射 、 双 射 的 , 计 
算 f'({4 十 2i}). 
(1) 确定 图 数 f: NXN>N, f(x,y)) 二 xy 是 否 为 单 射 \ 满 射 , 双 射 的 ,如 果 不 是 请 
说 明理 由 . 计算 fC(NX {1)), f-1({0})). 
(2) 设 f; NXN>N, f((x,;y)) 二 |x 一 y|, 说 明了 有 什么 性 质 ( 单 射 、 满 射 、 双 射 ), 计 
算 fC(NX{0}) 和 了 1'({0)). 
设 RLt] 为 1 的 实 系 数 多 项 式 的 集合 ,R,[tjCRLtj,nEN,R,[1j 为 1 的 n 次 实 系数 多 
项 式 的 集合 . 定义 图 数 f: RL[ijRLij, f(g(t)) 二 gg (1). 求 (Ro Lzj)， 
人 

设 f: NXN 一 N，FCzyy)) 一己 十 交 ， 说 明了 是 否 为 单 射 的 、 满 射 的 .计算 
和 
设 R 为 实数 集 , f:R 一 R, f(z) 二 x 一 z+ 十 2, g:R 卫 R, g(x)=x—3. 
(1) 于 fg: gf 
(2) 如 果 f 和 gg 存在 反哺 数 , 求 出 它们 的 反 函 数 . 
设 f:Z 一 ZZ，f(x) 二 x 十 5 ,其 中 2 为 整数 集 . 
(1) 说 明 三 是 否 为 满 射 和 单 射 的 . 
(2) f :还 是 六 数 吗 ? 硅 是 , 写 出 f 的 图 数 表 达 式 ; 藻 不 是 ,请 说 出 理 巾 . 
设 R 为 实数 集 ,映射 c,r 满 足 c:R 一 R, oz) 一 妇 十 2z 十 1，r:R 一 R，r(Czr) 一 工 /2. 
(1) 求 rea，aser. 
(2) 对 于 zc,o 中 的 双 射 图 数 求 反 困 数 ， 
设 A, B 为 有 限 集 , 且 |A|= 二 =m, 1B1 二 nn, 如 果 从 A 到 B 存在 单 射 \ 满 射 或 双 射 函数 ， 
那么 x 与 nn 应 该 满足 的 条 件 是 什么 ? 

z | ee yw : 
设 c:R 一 人 ,co(Cz) 一 ，7 :及 一 及 ，r(z) 一 工 十 2 , 求 ceryrea， 
对 于 以 下 给 定 的 每 组 集合 A 和 B ,构造 从 A 到 B 的 双 射 函数 . 
(1) A 二 2Z 一 {2k | kEZ),B 一 N, 其 中 ZZ 为 整数 集 ,N 为 自然 数 集 . 
(2) A 一 R,B= 二 (0, 十 oo) ,其 中 R 为 实数 集 . 
(3) A 一 Pl({a,b}), B 一 10,1}“* 中 ,其 中 A 为 {a,5) 的 左 集 ,B 一 {fF | ff: {a,6} 一 
【人 
设 让 sgEN，N 为 上 月 然 数 集 , 且 


Tl1 x=0,1],2,3 
f(z)= | 

工 9 
( a z 为 偶数 

3 工 为 奇数 


(1) 求 f°g, 并 讨论 它 的 性 质 ( 是 否 为 单 射 或 满 射 ). 
(2) 设 A=10,1,2), B= 二 {10,1,5,6), 求 A 在 f°g 下 的 像 feg(A) 和 B 的 完全 原 像 
(f°g) '(B). 


* 5.24 设 满 射 函 数 f:A 一 A, 且 f° f=f, 证 明 f==. 
5.25 设 f:A 一 B 为 单身 函数 ,G:P(A) 一 P(B),G(X) 为 X 在 ff 下 的 像 . 证 明 G 也 是 单 
射 的 . 
“5.26 已 知 集合 A,B, 其 中 A 隆 名 ,(B, 二 ) 是 偏 序 集 , 定 义 BB 上 的 二 元 关系 R 如 下 : 
fRg SO f(x) g(x), YiEA 
(1) 证 明 R 为 B* 上 的 仿 序 . 
(2) 给 出 (4B ,R) 存 在 最 大 元 的 充分 必要 条 件 和 最 大 元 的 一 般 形 式 . 
“5.27 f:A 一 B 导出 的 A 上 的 等 价 关 系 尺 定义 如 下 : 尽 =((Czy)|zyEA 且 FCz) 一 
Joy)) 设 广 , 户 , 户 ,六 EN , 且 
fitn)=~=n, VnEN 
fi (nn) 二 1， 为 奇数 ; fo(n) 二 0， 为 偶数 
下 
了 二 全” ld EkEN 
R; 为 fi; 导 出 的 等 价 关 系 ,i 二 1,2,3,4. 
(1) 求 商 集 N/R;, i 二 1,2,3,4. 
(2) 画 出 偏 序 集 ({N/Ri ,N/R; ,N/R; ,N/Ri}), 三 ) 的 喻 斯 图 ,其 中 二 为 划分 间 的 加 
细 关 系 ( 见 例 5. 6). 
(3) 求 五 ={10& | AGEGN) 在 广 , 户 ,上 户 , 放下 的 像 . 
“5.28 ”证明 定理 5. 3. 
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6.1 图 的 基本 概念 


6.1.1 无 向 图 与 有 向 图 


为 了 给 出 无 回 图 和 有 加 图 的 严格 定义 , 先 给 出 无 序 积 与 多 重 集 合 的 概念 . 
两 个 元 系 构 成 的 集合 {a,o} 称 为 无 序 对 . 设 A,B 为 二 集合 , 称 
{{asb}laEAAbEB) 
为 A 与 B 构成 的 无 序 积 , 记 作 A&B. 为 方便 起 见 , 将 无 序 积 A&B 的 元 素 无 序 对 {a,5} 记 为 
(a;5). 例 如 , 取 A=={a,b6;c},B 二 11,2), 则 
AtB—B&A={(a,1), C032) 51) ,0,2) (Cc51) (ce,2)} 
A&A—{(asa) ,a0 ,Cac) ,BD De), Cec)) 
BeeB=((1 1) tl 2 (2 27) 
需要 注意 ,无 序 积 中 的 无 序 对 的 两 个 元 系 不 分 次 序 , 同 时 又 可 以 是 相同 的 ,如 上 例 中 的 (Ca， 
a),(6,6),(c,c),(1,1),(2,2) 等 . 

元 对 可 以 重复 出 现 的 集合 称 为 多 重 集合 ,人 简称 多 重 集 . 元 率 在 多 重 集合 中 出 现 的 次 数 称 
为 该 元 素 的 重复 度 . 例如 ,在 多 重 集 {a,65,6,;c,c,d,d,d}) 中 ,a,b,c,d 的 重复 度 分 别 为 1 ,2,2， 
3. 在 多 重 集 {(a,a),(a,5),(a,5)} 中 ,元 素 (a,a),(a,5) 的 重复 度 分 别 为 1,2. 当 将 集合 {1， 
2 ,3}) 看 成 多 重 集 时 ,1,2,3 的 重复 度 均 为 1. 

下 面 先 给 出 无 回 图 的 定义 . 

定义 6.1 一 个 无 向 图 G 是 一 个 二 元 组 (V,E), 即 G==(V,E), 其 中 V 是 一 个 非 空 的 有 
穷 集合 , 称 为 G 的 顶点 集 ,V 中 的 元 素 称 为 顶点 或 结 点 ;已 是 无 序 积 V&V 的 一 个 有 穷 的 多 
重子 集 , 称 上 为 G 的 边 集 ,其 元 系 称 为 无 向 边 或 向 称 为 边 . 

在 一 个 图 G= 二 (V,E) 中 ,为 了 表示 V,E 分 别 是 G 的 顶点 集 和 边 集 , 稼 将 立 记 成 VCG)， 
FEF 记 成 E(G). 

无 癌 图 的 男 一 种 更 直观 的 表示 方法 是 用 图 形 表 示 , 用 小 圆圈 表示 VV 中 的 项 点 ,用 连接 
顶点 ao 的 线段 〈a ,0). 在 画图 过 程 中 ,顶点 的 位 置 和 边 的 形状 及 边 之 间 是 否 除 项 点 外 还 相 
交 都 是 比较 随意 的 .反之 给 定 一 个 图 G==(V,E) 的 图 形 表 示 ,也 很 容易 将 该 图 的 顶点 集 和 边 
集 瑟 出 来 ,不 过 一 般 情 况 下 不 需要 这 样 做 .在 有 些 图 的 图 形 中 ,顶点 不 标定 名 字 , 只 部 用 小 加 
圈 表 示 , 称 这 样 的 图 为 非 标定 图 . 自然 地 , 称 顶 点 标定 名 字 的 图 为 标定 图 . 给 定 图 G==《V， 


FEF}, 其 中 ,VV 一 {wi | swtsE={(Cw ;Ta ) ， ( UI s Clo ks (UI y Ua) ( Ua » Uo We ( Us s Ta 六 (zs ， 


v4)) ;图 6.1(a) 给 出 了 G 的 图 形 表示 . 在 标定 图 中 还 可 以 给 边 态 起 名 宇 . 如 在 图 6.1 中 (a) 


中 sel 一 (了 1 s Clo ) ,es 一 (1 s Cs ) "Ea 一 (mi ,vs ) 等 . 


图 6.1 


下 面 骨 给 出 有 问 图 的 定义 . 

定义 6.2 一 个 有 向 图 DD 是 一 个 二 元 组 (V,E), 即 D 一 (V,E), 其 中 项 点 集 V 同 无 癌 图 
中 的 项 点 集 ; 边 集 巨 是 卡 氏 积 VXV 的 有 穷 的 多 重子 集 , 其 中 元 系 称 为 有 向 边 或 简称 为 边 . 

同 无 癌 图 的 情况 类 似 , 有 时 用 V(D),E(D) 分 别 表 示 有 问 图 DD 的 项 点 集 和 边 集 . 也 可 以 
用 图 形 表 示 有 回 图 ,与 无 回 图 图 形 的 区 别 是 用 市 前 头 的 线段 表示 有 回 边 ,表示 边 人 ao) 的 线 
段 上 的 箭头 从 好 指 问 b. 给 定 有 回 图 已 一 《V ,下 )， . 其 中 sV 一 (v1 » U2 Us Ua 上 Sy { 《Te 9 TY)1 》 9 
《zy any wy om zy mo) 其 图 形 为 图 6.16b) 所 示 . 

无 问 图 和 有 回 图 通称 为 图 . 习惯 上 用 G 表示 无 器 图 ,D 表示 有 问 图 . 有 时 也 用 C 沁 指 
一 个 图 (有 问 的 或 无 回 的 ), 而 D 只 表示 有 问 图 . 

关于 图 还 有 下 述 概念 . 

(1) 有 7 个 项 点 的 图 称 作 nn 阶 图 . 

(2) 没有 边 ( 即 边 集 EF 二 2 ) 的 图 称 作 零 图 . 1 阶 零 图 称 作 平凡 图 . 平 几 图 只 有 一 个 顶 
点 ,没有 边 . 

(3) 在 定义 中 规定 项 点 集 非 空 ,但 在 图 的 运算 中 可 能 产生 顶点 集 为 空 集 的 结果 . 为 此 
规定 顶点 集 为 空 集 的 图 称 作 空 图 , 记 作 儿 . 

(4) 在 无 问 图 G 二 (VV,E) 中 , 设 e 二 (vi,v;)EE, 称 vi,v; 是 e 的 端点 ,e 与 Wu) 关 联 . 
右 vi 关 v;; 则 称 vi(v) 与 e 的 关联 次 数 为 1; 硅 vi 二 vj;; 则 称 w 与 e 的 关联 次 数 为 2; 厂 vi 不 
是 e 的 端点 , 则 称 vi 与 e 的 关联 次 数 为 0. 

右 两 个 项 点 之 则 至 省 有 一 条 边 , 则 称 这 两 个 项 点 相 邻 , 硅 两 条 边 至 少 有 一 个 共同 的 并 
点 , 则 称 这 两 条 边 相 邻 . 

例如 ,在 图 6.1(a) 中 ,v 和 ws 是 ei 的 端点 ,vi 与 wus 相 邻 ,而 与 vi ,vs 不 相 邻 .ei 与 
es,e3se4 相 邻 ,而 与 es ,es 不 相 邻 ， 

(5) 在 有 问 图 D 二 (V,E) 中 , 设 e 二 (vi,vj)EE, 称 vi,v; 是 e 的 端点 , 雪 是 e 的 始点 ,uv 
是 e 的 终点 . e 与 vi;(v;j) 关 联 . 

石 从 v; 到 v; 有 一 条 边 , 则 称 这 两 个 项 点 相 邻 ,并 称 v; 邻接 到 wv; ,wv 邻接 于 wv;. 大 一 条 
边 的 终点 是 万 一 条 边 的 始点 , 则 称 这 两 条 边 相 邻 . 

例如 ,在 图 6.1(b) 中 ,es 的 始点 是 vw, 终 点 是 如 ,vi 和 vs 是 es 的 病 点 . wm 与 ,ww 相 
邻 ,vs 邻接 到 vi ,wv 邻接 到 wv. es 与 e3 ,es ,es 相 邻 ,es 与 el 相 邻 ,但 与 es ,es ,er 不 相 邻 ,当然 
与 es ,es 也 不 相 邻 . 


图 
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(6) 在 无 巾 图 和 有 癌 图 中 ,没有 边关 联 的 顶点 称 作 孤立 后 ,两 个 闹 操 重合 的 边 称 作 环 . 
例如 ,图 6.1(a) 中 vs 是 孤立 扩 ,es 古 环 .(b) 中 没有 扳 立 扩 ,e!l 是 环 . 


6.1.2 顶点 的 度数 与 覃 手 定 理 


定义 6.3 设 G=(V,E) 为 一 无 向 图 ,v;EV, 称 v 作为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 v; 的 度 
数 , 简 称 为 度 , 记 作 dc (wi). 在 不 引起 混 清 情况 下 ,人 简 记 为 d(wi). 注意, 每 个 环 提 供给 它 的 端 
点 2 度 . 
设 D 二 《(V ,EP) 为 一 个 有 问 图 ,viEV, 称 wv; 作为 边 的 怒 点 的 次 数 之 和 为 v; 的 出 度 , 记 作 
dp (vi;) , 简 记 为 dq” (vw;); 称 v; 作为 边 的 终点 的 次 数 之 和 为 v; 的 入 度 , 记 作 dp (wi), 简 记 为 
d (vi;) ; 称 v; 作为 边 的 端点 的 次 数 之 和 为 v; 的 度数 或 度 , 记 作 dp (vi), 简 记 为 d4(vi). 显然 ， 
d(vi)=d™ (vi;)++d™ (wv:;). 
在 图 6.1(a) 中 ,d(vwi) 一 d (vs) 二 3,d(va3) 二 5,d(w) 二 1,d(wvs) 一 0. 在 图 6.1(b) 中 ， 
cd (vw) 二 1( 由 环 e) 提供 的 ) ,dr (vw) 二 4,d(vwi)= 二 5.d7T (vs) 二 3,d 7 (v,)=0,d(v,)=3,... 
在 图 中 , 称 度数 为 1 的 顶点 为 悬挂 顶点 ,与 它 大 联 的 边 为 悬挂 边 . 在 图 6.1(a) 中 ,vw 是 
基 挂 项 点 ,es 是 基 挂 边 . 
另外 , 称 A(G) 王 maxtcd(Cz)lucEVY(Cc)} 为 G 的 最 大 度 ,6(G) 一 min{d(v)1vEV(G)} 为 G 
的 最 小 度 . 在 不 会 引起 混 消 的 情况 下 ,党 把 ACG) 简 记 作 A, 把 SG) 简 记 作 和. 在 图 6.1(a) 中 ， 
4 一 5,6 一 0. 图 6.1(b) 中 ,A 二 5,6 二 3. 
设 DD 为 一 有 问 图 , 叉 称 
AT(D) = max{d'(v) | v E V(D)} 
为 D 的 最 大 出 度 ; 称 
6°(D) = min{d'(v) | v € V(D))} 
为 D 的 最 小 出 度 ; 称 


| 


A (D) max{d (v) |v EV(D), 


为 DD 的 最 大 入 度 ; 称 
6 (D) = min{d (v) | v € V(D)) 
为 DD 的 最 小 入 度 . 在 不 引起 混淆 的 情况 下 , 常 将 A+ (D),6+ (D),A-(D),6-(D) 分 别 简 记 为 
a 
下 面 给 出 图 论 中 的 基本 定理 . 
定理 6.1 设 G==(V,E) 为 任意 一 图 (无 癌 的 或 有 问 的 ),V 二 {ovo，…,v,), 边 的 条 数 
IE|= 二 mm, 则 


> dm) ~ 2m 
a 


证 明 图 中 任何 一 条 边 均 有 两 个 端点 . 在 计算 各 顶点 的 度数 之 和 时 ,每 条 边 提 供 2 度 ， 
当然 m 条 边 共 提供 2m 度 , 这 就 是 各 顶点 的 度数 之 和 . 
此 定理 常常 被 称 为 握手 定理 , 它 有 下 面 推论 . 
推论 任何 图 (有 问 图 或 无 癌 图 ) 中 ,度数 为 奇数 的 硕 点 个 数 是 偶数 . 
证 明 设 G=(V,E) 为 任意 一 图 . 设 
让 二 {vl|vEVA dl(wv) 为 可 数 } 


一 (tlnpEYAdCo) 为 偶数 )} 
显然 有 ,Vi [|V, = ) ,V1 UV 一 由 握手 定理 可 知 ， 


2m 一 Djd () 一 jd (0w) 9 Dj dv) 


veEV vEW veEV, 
由 于 2 ，>，d(o) 为 偶数 ,所 以 > d(v) 也 为 偶数 .可 是 ,vEVi 时 ,d (vw) 为 奇数 ,偶数 个 奇 
veEV, veEV 


数 之 和 才能 为 偶数 ,所 以 |Vi | 为 偶数 .这 就 证 明了 我 们 的 结论 . 
对 于 有 问 图 来 说 ,还 有 下 面 定 理 . 
定理 6.2 设 吕 一 (V,E) 为 一 有 问 图 ,V=={viyv2 v0,} ,|E|= 二 mx, 则 


Da Go > 
证 明 在 有 加 图 中 ,每 条 边 均 有 一 个 始点 和 一 个 终点 . 于 是 在 计算 万 中 各 顶点 的 出 度 
之 和 及 人 度 之 和 时 ,每 条 边 各 提供 一 个 出 度 和 一 个 人 度 . 当然 m 条 边 共 提供 mm 个 出 度 和 入 


个 和 人 度 , 因 而 定理 成 立 . 
设 V = {vw sn sh } 为 n 阶 图 (7 的 顶点 集 , 称 d (vu ) sd CU ) ,d(C(v,) 为 (7 的 度数 列 . 


图 6. 1(a) 的 度数 列 为 3,3,5,1,0, 其 中 有 4 个 奇数 . 几 6.1(b) 的 度数 列 为 5,3,3,3, 全 是 琳 
数 . 对 于 有 问 图 还 可 分 出 出 度 列 和 入 上 度 列 . 在 图 6.1(b) 中 ,出 度 列 为 1,3,2,1; 入 度 列 为 4， 
0,1,2. 

例 6.1 (1) 以 下 两 组 数 能 构成 无 器 图 的 度数 列 吗 ?为 什么 ? 

@D 2,3,4,5,6,7 hd 

(2) 已 知 图 G 中 有 11 条 边 ;: 有 1 个 4 度 顶点 ,4 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 的 度数 均 小 于 等 
于 2, 问 G 中 至 少 有 几 个 顶点 ? 

(3) 已 知 5 阶 有 回 图 忆 的 顶点 集 V 一 (oo yu os 它 的 度数 列 和 出 度 列 分 别 为 
3,3,2,3,3 和 1,2,1,2,1. 试 求 DD 的 人 度 列 . 

解 (1) 中 中 有 3 个 奇 度 , 所 以 不 能 构成 图 的 度数 列 ,否则 将 与 握手 定理 的 推论 矛盾 . 

印 中 有 两 个 奇 度 , 可 以 找到 多 个 图 以 包 作 度数 列 . 图 6.2 中 的 两 个 图 均 以 书 为 度数 列 . 


ti Ua 


0 U3 


图 6.2 


(2) 由 握手 定理 可 知 ,G 中 各 顶点 的 度数 之 和 为 22. 1 个 4 度 顶 点 ,4 个 3 度 顶 点 共 占 
去 16 度 . 还 剩 下 6 度 , 其 余 顶 点 的 度数 者 全 是 2, 还 需要 3 个 顶点 ,所 以 G 中 至 少 有 1 十 4 十 
3 一 8 个 顶点 . 
(3) 对 于 任意 的 v; EV(D), 均 有 
d(vi) = d+(v;) + d- (wv) 
因而 do) 一 dc) 一 dr Co) ,容易 算出 入 度 列 为 2,1,1,1,2. 
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例 0. -2 无 回 图 Cr 有 11 条 边 ,2,3,4,5,6 度 顶 点 各 ] 个 ,其 余 顶 点 均 为 悬挂 顶点 ( 即 ] 
度 顶 点 ), 求 G 中 甚 挂 项 点 个 数 . 


解 设 C 有 zz 个 悬挂 顶点 . 由 握手 定理 立即 可 解 出 工 : 
并 = > ,vd(u) 一 20 十 工 

可 知 并 一 2. 

例 6.3 设 n 阶 m 条 边 的 无 器 图 G 中 ,二 2 十 1 证 明 G 中 存在 项 点 v,d(v) 宇 3. 

证 明 用 归 壮 法 ( 反 证 法 ) 证 明之 . 

否则 ,YvEV(G), 均 有 d(v) 夺 2, 则 由 握手 定理 有 

2(n 二 +1)=2n+2= 2 d(v) < 2n 

即 2n 十 2 所 2n ,这 是 个 克 慎 .所 以 ,存在 ,du) 之 3， 

例 6.4 证 明 : 空间 不 存在 有 奇数 个 面 且 每 个 面 均 有 奇数 条 棱 的 多 面体 . 

证 明 用 归 订 法 ( 反 证 法 ) 证 明之 .假设 存在 多 面体 已 , 它 有 奇数 个 面 , 且 每 个 面 均 有 奇 
数 条 棱 . 做 无 向 图 G 二 (V,E),V= 二 {vlv 为 P 的 面 }, 记 V 二 《vyww v0,); 则 为 奇数 ,F 二 
{(usv)|lu,vEVAw 与 v 有 公共 棱 }, 记 |E|= 二 mm. 由 握手 定理 可 知 


2m 一 Sigeny 
i 一 1 


d (vi) 全 为 奇数 ,n 为 奇数 ,奇数 个 奇数 之 和 为 奇数 , 故 上 面 等 式 是 个 交 导 ,所 以 原 命 题 为 真 . 

例 6.5 设 G 为 9 阶 无 器 图 ,G 的 每 个 顶点 的 度数 不 是 5 就 是 6. 证明 G 中 至 少 有 5 个 
6 度 顶 点 或 至 少 有 6 个 5 度 顶 点 . 

证 明 方法 一 : 用 分 情况 证 明 法 . 

设 G 中 5 上 度 顶 点 与 6 度 项 点 的 个 数 分 别 为 n 和 ns, 由 握手 定理 推论 可 知 ,m 必 为 偶 
数 , 因 而 ni 只 能 为 0,2,4,6,8. 所 以 ,ni,ns 的 取 值 只 有 下 面 5 种 情况 : 

(1) =0,n,=9 

(2) 7 一 2,711 一 7 

(3) 7 一 4,7y 一 5 

(4) n=6,n;,=3 


(5) 11 一 8,711 一] 


(1),(2),(3) 至 少 有 5 个 6 度 顶 点 ,(4)，(5) 至 少 有 6 个 5 度 顶 点 . 
方法 二 : 用 反 证 法 . 
否则 ,C 中 至 多 有 4 个 6 度 顶 点 ,并 且 人 至 多 有 5 个 5 上 度 顶 点 ,但 由 握手 定理 的 推论 可 知 ， 


G 至 多 有 4 个 5 度 顶 点 ,这 蕴涵 着 G 中 至 多 有 8 个 顶点 ,与 G 为 9 阶 图 矛盾 , 故 原 命题 为 真 . 
6.1.3 简单 图 .完全 图 .正则 图 、 圈 图 、 轮 图 、 方 体 图 


定义 6.4 在 无 问 图 中 ,关联 一 对 顶点 的 无 回 边 如 条 多 于 1 条 , 称 这 些 边 为 平行 边 , 平 
行 边 的 条 数 称 为 重 数 . 

在 有 问 图 中 ,关联 一 对 顶点 的 有 问 边 如 来 多 于 1 条 ,并 且 它 们 的 始 氮 与 终点 相同 ( 即 它 
们 的 方 问 相同 ), 则 称 这 些 边 为 有 向 平行 边 ,简称 平行 边 . 

含 平行 边 的 图 称 为 多 重 图 . 既 不 合 平 行 边 也 不 合 环 的 图 称 为 简单 图 . 


易 知 ,n 阶 简 单 无 器 图 的 A 三 n 一 1 
图 6.1(a) 中 ,ei 与 es 是 平行 边 ,该 图 既 有 平行 边 , 又 有 环 ,当然 不 是 简单 图 .图 6. 1(b) 
中 ,es 与 et 是 平行 边 , 但 es 与 es 不 是 平行 边 ( 它 们 的 方向 不 同 ). 当然 它 也 不 是 简单 图 . 
图 6. 2(a) 是 既 无 平行 边 也 无 环 的 图 ,因而 它 是 简单 图 .图 6.2(b) 也 不 是 简单 图 (因为 它 含 环 ). 
在 本 小 节 下 面 的 几 个 定义 ,都 是 针对 简单 图 定义 的 . 


定义 6.5 设 G==(V,E) 是 nn 阶 无 向 简单 图 . 硅 G 中 的 任何 顶点 都 与 其 余 的 2 一 1 个 项 


点 相 邻 , 则 称 G 为 n 阶 无 向 完全 图 , 记 作 天 ,. 

设 D 二 (V,E) 是 n 阶 有 问 简 单 图 . 奉 对 于 任意 的 顶点 u,vEV(u 关 v), 既 有 (u,v) EE， 
叉 有 (《v,u) EL, 则 称 D 是 nn 阶 有 向 完全 图 . 

在 图 6.3 中 ,图 (a), 图 (b) 分 别 是 无 癌 完 全 图 Ks 入 ; ,图 (c) 是 3 阶 有 问 完 全 图 . 


(a) (b) (c) 
图 6.3 


在 无 向 完全 图 K, 中 , 边 数 w 一 CG; 一 全 ,在 nn 阶 有 向 完全 图 中 , 边 数 mm 一 
2C 二 n(n—1). 

定义 6.6 设 G==(V,E) 是 无 癌 人 简单 图 . 硅 A(G)= 二 6(G)= 二 上 有 ( 各 顶点 度数 均 每 于 月 ), 则 
称 G 为 k- 正 则 图 . 

图 6.3(a) 为 2- 正 则 图 ,图 6.3(b) 为 4- 正 则 图 . 其 实 ,天 ,部 是 正则 网 , 且 为 (2 一 1) -正则 
图 . 请 读者 举 出 5 阶 2- 正 则 图 ,6 阶 3- 正 则 图 的 例子 . 

由 握手 定理 可 知 ,n 阶 &- 正 则 图 的 边 数 mm 二 &，n/2. 

定义 6.7 (1) 设 G 二 《VV,E) 为 n(n 宇 3) 阶 无 问 简 单 图 ,VV 二 (vi ,vo ,v,}, 玉 一 
(oo oo yo um) , 则 称 G 为 于 阶 无 向 圈 虑 
EC 

(2) 设 D=《V,EE) 为 te V=iv vv? Eo i(v, VY, 
《v2 5037 《U190a)，《vas01)), 则 称 D 为 n 阶 有 向 圈 图 ,也 可 记 为 C. 

在 图 6.4 中 ,图 (a), 图 (b)， 图 (分 别 为 无 向 圈 图 Cs;C4 和 Cs ,而 图 (d) ,图 Ce) ,图 (ff) 分 
别 为 有 向 圈 图 Cs ,Cs ,Cs. 无 向 圈 图 C, 均 为 2- 正 则 图 . 

定义 6.8 在 无 回 圈 C,_1(n 宇 4) 内 放置 一 个 顶点 ,使 该 项 点 与 C,_1 上 的 每 个 项 点 均 相 
邻 , 所 得 何 单 图 称 为 n 阶 轮 图 , 记 为 W,. 

图 6.5(a),(b),(c) 所 示 分 别 为 Ws ,Ws 和 Wi. 

定义 6.9 设 G=(V,E) 为 2”(n 宇 1) 阶 无 站 重音 图 ， 

V={v|v=aon Yao,ra; = 0 或 1],i1 一 1,2,.…,n} 
FF 二 {(u,v)|lu,vEVAw 写 v 有 且 仅 有 一 位 数字 不 同上 , 则 称 G 为 n 方 体 图 , 记 为 Q,. 
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(a) (b) (c) 
(d) (e) (f) 
图 6.4 
(a) (b) (c) 
图 6.5 


图 b. 6(a) . (b) . (c) 分 别 为 Qi , Cu; 属国 
00 0 
10 1 


(a) (b) 


6.1.4 地图、 补 图 


定义 6.10 设 G 一 (V,E),G 一 (V ,EE ) 是 两 个 图 (两 图 同 为 无 向 的 ,或 同 为 有 向 的 ). 
若 VCV 且 E'CE, 则 称 G 是 G 的 子 图 ,G 是 G 的 母 图 , 记 作 G CCG; 车 GG 且 G' 关 G( 即 
VCV 或 ECE), 则 称 G 是 G 的 真子 图 ; 若 G CG, 且 V ==V, 则 称 G 是 G 的 生成 子 图 . 

设 马 和 WiSV ,以 Vi 为 项 点 集 , 以 两 个 端点 均 在 Vi 中 的 全 体 边 为 边 集 的 G 的 子 图 称 
为 Vi 导出 的 导出 子 图 , 记 作 GLV' |. 

设 所 和 关 瑟 拓 兢 ,以 已 为 边 集 ,以 Ei 中 的 边关 联 的 顶点 的 全 体 为 顶点 集 的 CG 的 子 图 称 为 
Ei 导出 的 导出 子 图 , 记 作 GLE]. 

图 6.7(a),(b),(c) 都 是 图 (a) 的 子 图 ,其 中 图 (b),(c) 是 真 于 图 .图 (a),(c) 是 图 (a) 的 生 
成 子 图 .图 (b) 既 可 以 看 成 Vi 二 1d,e,; 阳 的 导出 子 图 GLV ,也 可 以 看 成 El 一 (es ,es，er) 的 
导出 子 图 GLE1]. 图 (c) 叉 可 看 成 ,二 (ei,es,es,er}) 导 出 的 子 图 GLE;j]. 


(c) 
图 6.7 


定义 6.11 设 G=(V,E) 是 阶 无 向 简单 图 .以 V 为 顶点 集 ,以 所 有 能 使 G 成 为 完全 
图 KK, 的 添加 边 组 成 的 集合 为 边 集 的 图 称 为 G 相对 于 天 , 的 补 图 ,简称 为 G 的 补 图 , 记 作 G. 

图 6.8(b) 是 图 (a) 的 补 图 ,当然 图 (a) 也 是 图 (b) 的 补 图 . 显然 ,K, 的 补 图 为 ” 阶 零 图 ， 
反之 亦 然 . 


(a) (b) 
图 6.8 


6.1.5S 图 的 同 构 


图 是 摘 述 事物 之 间 关 系 的 手段 ,在 画图 时 ,由 于 顶点 的 位 置 及 边 的 曲直 都 没有 什么 规 
定 , 因 而 同一 个 事物 之 间 的 关系 可 能 画 出 不 同形 状 的 图 来 ,这 就 引出 了 图 同 构 的 概念 . 

定义 6.12 设 G=(W ,PE ,Go 一 (Vs ,Es) 为 两 个 无 向 图 (有 向 图 ). 若 存在 双 射 函数 
f: V1 一 V， ,使 得 对 于 任意 的 e 一 (vw;,v;)EEi 当 且 仅 当 e 一 (f(v),f(v;)) EE,(e= (vi,v;) 
EE, 当 且 仅 当 e = 二 (ff(w),f(v;))EE,), 且 与 e' 的 重 数 相 同 , 则 称 G 与 Gs 同 构 , 记 作 G， 
= ， 

从 定义 不 难看 出 ,图 之 间 的 同 构 关系 是 等 价 关 系 .大 Ci 一 (WwW,PEi),csz 一 人 VE > 同 构 ， 
则 必 有 |1Vi| 二 IV;|1,|Ei| 二 1E;|. 圭 它 们 都 是 标定 图 ,可 调整 一 个 图 的 顶点 次 序 ,使 Gi 与 
Gs 有 相同 的 度数 列 . 我们 还 可 以 找 出 同 构 的 两 个 图 所 应 满足 的 许多 必要 条 件 , 但 这 些 条 件 
不 是 充分 的 .到 目前 为 止 , 还 没有 找到 判断 两 个 图 是 否 同 构 的 简 便 方 法 ,只 能 对 一 些 侧 单 图 
根据 定义 进行 判别 .另外 ,可 用 破坏 必要 条 件 的 方法 来 判断 某 些 图 之 间 不 是 同 构 的 . 

在 图 6.9 中 ,(a) 竺 (b),(c) 鱼 (d),(e) 旦 (人 ). 在 图 (a) 和 图 (b) 中 , 设 F:Vi 一 Va olyva， 
vasUasvUs 分 别 为 wp:cydye 的 像 , 可 简 记 为 we ,pe ccd ye 可 验证 ,在 这 
个 映射 下 ,保持 边 与 顶点 之 间 的 关联 关系 ,所 以 (a) 旦 (b). 类 似 可 证 (c) 宪 (Cd), (Ce) 宇 ( 划 . 但 
(c) 不 同 构 于 (e) ,在 (Cc) 中 存在 着 彼此 相 邻 的 3 个 顶点 :但 在 Ce) 中 不 存在 彼此 相 邻 的 3 个 项 
点 ,所 以 (Cc) 与 Ce) 不 同 构 . 图 之 间 的 同 构 关系 具有 传递 性 ,因而 (c) 与 (人 也 不 同 构 . 
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图 6.9 


例 6.6 画 出 4 阶 3 条 边 的 所 有 非 同 构 的 无 回 简单 图 . 

解 ” 用 握手 定理 及 推论 、 人 简单 图 的 性 质 (A 三 n 一 1) 解 本 题 . 由 握手 定理 可 知 , 画 出 的 图 
度数 之 和 应 为 6, 将 6 分 配给 4 个 顶点 ,每 个 顶点 至 少 得 0, 至 多 得 3( 因 为 A 三 4 一 1 二 3), 又 
要 求 其 中 含 偶数 个 奇数 ,于 是 所 得 图 的 度数 列 只 有 以 下 3 种; 1,1,1,3;@ 1,1,2,2;@@0， 
2,2,2. 由 根据 每 种 度数 列 画 出 所 有 非 同 构 的 图 ,本 肿 中 ,每 种 度数 均 有 一 个 非 同 构 的 无 器 向 
单 图 ,因而 共有 3 个 非 同 构 的 无 回 简单 图 满足 要 求 , 如 图 6.10(a),(b),(c) 所 示 . 有 时 同一 
个 度数 列 可 以 对 应 多 个 非 同 构 的 无 回合 单 图 , 见 例 6. 7. 


全 4 


(b) 
图 6.10 
例 6.7 男 出 以 1,1,1,2,2,3 为 度数 列 的 3 个 非 同 构 的 无 器 何 单 图 . 
解 ” 图 6.11 所 示 3 个 无 回 简单 图 均 以 1,1,1,2,2,3 为 度数 列 , 它 们 彼此 非 同 构 . 


[1 有 
(3) (b) (c) 


图 6.11 


6.2 图 的 连通 性 


6.2.1 通路 与 回路 


通路 与 回路 是 图 论 中 的 两 个 重要 而 又 基本 的 概念 ,本 厄 将 给 出 这 两 个 概念 . 本 市 中 所 给 
出 的 定义 一 般 说 来 既 适 合 无 回 图 , 叉 适 合 有 问 图 ,否则 将 加 以 说 明 或 重新 给 出 关于 有 问 图 所 
涉及 的 定义 . 

定义 0. 13 给 定 图 (一 《V ,上 )》. 设 (Cr 中 顶点 和 边 的 区 蔡 序 列 为 { 一 Toelmliez er 

右 卫 满足 如 下 条 件 :vw- 和 六 是 ei 的 端点 (CG 为 有 问 图 时 ,要 求 v;_1 是 e; 的 始点 ,vi 是 e; 
的 终点 ) ,一 1,2,…，,, 则 称 卫 为 zw 到 立 的 通路 .zw 分 别称 为 此 通路 的 起 点 和 终点 . 卫 中 
所 含 边 的 数目 7 称 为 卫 的 长 度 . 当 w= 二 vi 时 , 称 通路 为 回路 . 

右 卫 中 所 有 边 各 异 , 则 称 卫 为 简单 通路 ,此 时 ,又 在 vo 王 vi; 则 称 械 为 简单 回路 . 

耕 本 的 所 有 顶点 各 异 , 所 有 边 也 各 异 , 则 称 丁 为 初级 通路 或 路 径 . 此 时 ,又 若 vo 二 vi; 则 
称 丁 为 初级 回路 或 圈 , 并 将 长 度 为 奇数 的 圈 称 为 育 圈 ,长 度 为 偶数 的 峰 称 为 侦 

厂矿 中 有 边 重 复出 现 , 则 称 丁 为 复杂 通路 ,又 硅 vo 二 vi, 则 称 本 为 复杂 回路 . 

对 定义 6.13 给 出 下 面 几 点 说 明 . 

(1) 回路 是 通路 的 特殊 情况 . 

(2) 初级 通路 (回路 ) 是 简单 通路 (回路 ) ,但 反之 不 下. 

(3) 通路 (回路 ) 表 示 法 如 下 : 

中 定义 给 出 的 顶点 与 边 的 交替 序列 表示 法 : 二 voervies*…eiv1, 回 路 :voeivies evo 
( 因 v= vo). 

也 可 以 只 用 边 表 示 通 路 (回路 ): 本 二 ejes*…ei, 夺 为 回路 , 则 ei 与 e 相 邻 . 

G) 在 简单 图 中 ,也 可 以 只 用 顶点 表示 通路 (回路 ) :了 = 回路 :zolimn 
(vi = vo ). 

(4) 在 无 四 图 中 ,长 度 为 1 的 圈 由 环 给 出 ,长 度 为 2 的 圈 由 两 条 平行 边 给 出 . 在 人 简单 图 
中 , 闭 长 至 少 为 3. 在 有 问 图 中 ,长 度 为 1 的 圈 由 环 给 出 .有 问 何 单 图 中 , 财 长 至 少 为 2. 

定理 6.3 在 一 个 阶 图 中 , 耕 从 顶点 到 v(w 关 v) 存 在 通路 , 则 从 ww 到 ww 存在 长 度 小 
于 等 于 n 一 1 的 初级 通路 . 

证 明 设 本 二 weivi"*…ewi(vo 二 Usvi 二 Vv) 为 w 到 w 的 通路 , 硅 厂 上 无 重复 出 现 的 顶点 ， 
则 械 为 初级 通路 . 否则 必 存 在 1 二 s,v 二 wv, 在 厂 中 去 掉 wv, 到 w, 的 一 段 ,所 得 通路 仍 为 w 到 ww 
的 通路 .不妨 仍 记 为 卫 若 玉 上 还 有 重复 出 现 的 顶点 ,就 做 同样 的 处 理 , 直 到 无 重复 出 现 的 顶 
点 为 止 . 最 后 得 到 的 通路 是 x 到 z 的 初级 通路 . 显然 它 的 长 度 应 小 于 等 于 7 一 |. 

类 似 可 证 下 面 定 理 . 

定理 6.4 在 一 个 nn 阶 图 中 ,如 果 存 在 v 到 上 自生 的 简单 回路 , 则 从 wv 到 目 号 存在 长 度 不 
超过 nn 的 初级 回路 . 


6.2.2 无 向 图 的 连通 性 与 连通 度 
定义 6.14 在 无 向 图 G 中 , 若 顶 点 v 与 之 间 存 在 通路 , 则 称 v; 与 ww 是 连通 的 . 规定 


BG 


上 二 
到 一 叫 
下 
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v; 与 月 身 是 连通 的 ， 

右 无 回 图 G 是 平凡 图 ,或 G 中 任 二 顶点 都 是 连通 的 , 则 称 G 是 连通 图 ,否则 称 G 是 非 连 
通 图 . 

设 G 二 (VV,E) 为 一 无 问 图 , 设 

R= 一 {(z,y)|zx,yEV 且 Zz 与 y 连通 )} 
则 RR 是 目 反 的 ,对 称 的 ,并 且 是 传递 的 ,因而 RR 是 V 上 的 等 价 关 系 . 设 R 的 不 同 的 等 价 类 分 
别 为 Vi ,Vs,… ,Vi; 称 它们 的 导出 子 图 CLV ,GELV | GELV 为 G 的 连通 分 支 , 其 连通 
分 支 的 个 数 记 为 p(G). 若 G 是 连通 图 , 则 p(G)==1. 车 nc) 三 2, 则 G 一 定 是 非 连通 图 . 

设 vi ,vj 为 无 器 图 G 中 的 任意 两 个 顶点 . 硅 vi 与 v; 是 连通 的 , 则 称 w 与 v; 之 间 长 度 最 
短 的 通 踊 为 v; 与 v; 之 加 的 短程 线 . 短程 线 的 长 度 称 为 v; 写 vj; 之 则 的 距离 , 记 作 d (wv; ,wj). 
右 vi 与 v; 不 连通 ,规定 dwv;,wv) 二 oo. 距离 有 如 下 性 质 . 

(1) do) 全 0, 并 且 当 且 仅 当 六 = 一世 时 ,等 号 成 立 ; 

(2) 满足 三 骨 不 等 式 , 即 对 于 任意 3 个 顶点 viyv; ,vi, 有 d(vi,v;) 十 d(v; ,Vv;) 之 d(v;,v); 

(3) 友人 0) —d(v, ;v0). z l p 

在 图 6. 12 中 ,a 与 4 之 间 的 短程 线 有 两 条 :acd， 
aed,d(a,d) 二 2.4a 与 g 之 间 的 短程 线 有 一 条 : afg， 
d(asg) 王 2,. 易 知 ,d(a,6) 二 1,d(a,h)= oo. 

对 于 无 向 连通 G 来 说 , 常 由 删除 G 中 的 一 些 顶 点 bp 
或 删除 一 些 边 ,而 破坏 其 连通 性 . 所谓 从 G 中 删除 项 点 图 6.12 
v, 是 指 从 G 中 去 挥 w 及 其 关联 的 一 切 边 . 从 G 中 删除 
顶点 集 子 集 V 是 指 从 G 中 删除 VV 中 的 所 有 顶点 .用 G 一 v 表示 从 G 中 删除 wv, 用 G 一 V' 表示 
从 G 中 删除 六 . 

所 谓 从 G 中 删除 边 e ,是 指 从 G 中 去 掉 边 e , 记 作 G 一 e. 删除 边 集 的 子 集 正 ,是 指 从 G 
中 删除 E' 中 所 有 边 , 记 作 G 一 FE. 

设 图 G 为 图 6.13 中 (Ca) 所 示 .G 一 a 为 图 6.13(b) 所 示 ,G 一 e 为 (c) 所 示 ,G 一 {a,c) 为 
图 6.13(d) 所 示 . G 一 es 为 图 6. 13(e) 所 示 ,G 一 {es ,es} 为 图 6.13(f) 所 示 . 

定义 6.15 设 无 器 图 G 二 (V,E). 奉 存在 顶点 集 V CV ,使 得 p(G 一 V ) 宝 p(G), 而 对 
于 任意 的 VCV , 均 有 p(G 一 VV)= 二 p(G), 则 称 V 是 G 的 点 割 集 . 名 图 G 的 某 个 点 割 集 中 
只 有 一 个 项 点 , 则 称 该 项 点 为 割 点 . 

若 存 在 边 子 集 CE, 使 得 p(G 一 E) 放 p(G), 而 对 于 任意 的 CE , 均 有 p(G 一 EE) 一 
p(G);, 则 称 E 是 G 的 边 割 集 , 简 称 割 集 . 若 G 的 某 边 割 集中 只 有 一 条 边 , 则 称 该 边 为 割 边 或 
称 为 桥 . 

在 图 6.13(a) 中 ,(te}j ,ftaycjyfta yd 等 都 是 点 割 集 , 其 中 e 是 割 点 .而 ta (pejy (aycyd) 
等 都 不 是 点 割 集 . {es ) ,{el es) (elyes) 等 都 是 边 割 集 ,其 中 es 是 桥 .而 {ei ,es } (es es ee) 等 
都 不 是 边 割 集 . 


关于 点 割 集 和 边 割 集 , 有 以 下 几 点 : 
(1) 完全 图 天 , 无 点 割 集 ,因为 从 天 , 中 删除 &(kn 一 个 项 点 后 ,所 得 图 仍然 是 连 
通 的 . 


(2) 7 阶 委 图 既 无 点 割 集 ,也 无 边 割 集 . 


e1 "5 
ob es 《 pa “ne 
下 
ea 2 ea 
d < 
(d) (e) 


图 6.13 


(3) 若 G 是 连通 图 ,已 为 G 的 边 割 集 , 则 p(G 一 EF ) 二 2. 理由 如 下 ; 显然 ,p(G 一 E' ) 宇 
2. 又 任 取 eEE , 令 E 二 EF 一 {e}. 根据 定义 ,p(G 一 FE) 二 p(G) 二 1. 而 删 去 一 条 边 至 多 增 
加 一 个 连通 分 支 , 故 p(G 一 E ) 一 2. 

(4) 车 G 是 连通 图 ,V 是 G 的 点 割 集 , 则 p(G 一 V) 宇 2. 而 且 可 能 p(G 一 VV) 记 2, 这 是 
因为 删 去 一 个 顶点 可 能 产生 多 个 连通 分 文 . 

对 一 个 连通 图 来 说 , 奢 它 存在 点 割 集 和 边 割 集 ,就 可 以 用 含 元 了 个 数 最 少 的 点 制 集 和 边 
割 集 来 刻画 它 的 连通 程度 . 

定义 6.16 设 G 为 一 个 无 回 连 通 图 . 设 

rx(G) 王 min{1V 1IV 是 G 的 点 割 集 或 VV 使 (G 一 V' ) 只 有 一 个 顶点 )} 
则 称 x(G) 为 G 的 点 连通 度 . 今 
A(G) 二 min{|E'||1E' 是 G 的 边 割 集 ) 

则 称 A(G) 为 G 的 边 连通 度 . 

规定 非 连 通 图 的 点 连通 度 和 边 连通 度 都 是 0. 

从 定义 可 以 看 出 以 下 几 点 : 

(1) 若 G 是 平凡 图 , 则 <c(G) 一 X(G) 一 0. 这 里 约定 : min 二 0. 

(2) 夺 G 是 完全 图 KK,, 由 于 G 无 点 割 集 , 当 删除 2 一 1 个 顶点 后 ,G 成 为 平凡 图 ,所 以 
Kk(G)=nO—1. 

(3) 硅 G 中 存在 割 点 , 则 «x(G) 二 1; 奉 G 中 存在 割 边 ( 桥 ), 则 4(G)=1. 

在 图 6.13(a) 中 图 既 有 基点 e, 义 有 桥 eg ,所 以 它 的 < 与 1 均 为 1. 圈 图 C, (nn 三 3) 的 k= 二 
A 二 2. 而 轮 图 W,(n 主 4) 的 x 二 A 二 3， 

对 于 任何 图 C 来 说 , 它 的 点 连通 度 k, 边 连通 度 4 与 最 小 度 6 有 如 下 定理 给 出 的 关系 . 

定理 6.5 对 于 任何 无 回 网 G, 有 

kc(G) 委 1(G) 委 SCG) 
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6.2.3 有 向 图 的 连通 性 及 其 分 类 


定义 6.17 设 D==(V,E) 为 一 有 问 图 . 设 w,v; 为 D 中 任意 两 个 顶点 . 硅 从 v; 到 wv; 有 
通路 , 则 称 vw; 可 达 w;. 规定 v; 到 自身 总 是 可 达 的 . 设 wu 为 卫 中 任意 两 个 顶点 . 若 v; 可 达 
oj ui 也 可 达 vwi;, 则 称 vw; 与 v; 是 相互 可 达 的 . vw 与 自身 是 相互 可 达 的 . 

同 无 回 图 的 情况 类 似 , 右 六 可 过 , 则 称 vw 到 U; 长 度 最 短 的 通路 为 vu; 到 Uv; 的 短程 线 ， 
短程 线 的 长 度 称 为 v; 到 w; 的 距离 , 记 作 d 《wv;).d 《vwi,v;) 际 记 法 及 无 对 称 性 外 ,有 与 
d(v;,v;) 相 类 似 的 性 质 . 

定义 6.18 设 DD 为 一 有 问 图 .如果 略 去 D 中 各 边 的 方 品 所 得 无 器 图 是 连通 图 , 则 称 D 
是 弱 连 通 图 或 连通 图 .者 D 中 任意 两 个 顶点 至 少 一 个 可 达 另 一 个 , 则 称 D 是 单 向 连通 图 . 若 
D 中 任意 两 个 顶点 都 是 相互 可 达 的 , 则 称 D 是 强 连 通 图 . 

显然 ,一 个 有 回 图 是 强 连 通 的 , 它 一 定 是 单 回 连通 的 ; 奉 是 单 回 连 通 的 , 它 必 为 弱 连 通 
的 .但 反之 都 不 真 . 

图 6. 14 所 示 各 图 中 ,图 Ca) 是 强 连 通 的 ,当然 也 是 单 回 连通 和 允 连 通 的 .图 (Cb) 是 单 回 连 
通 的 ,也 是 弱 连 通 的 ,但 不 是 强 连 通 的 .图 (c) 是 弱 连 通 的 ,不 是 单 向 连通 的 ,更 不 是 强 连 
通 的 . 


(a) (b) (c) 
图 6.14 


可 用 下 面 方法 来 判断 一 个 有 问 图 D 是 否 为 强 连 通 的 或 是 否 为 单 品 连通 的 . 

判别 法 1: 阁 有 问 图 D 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 回路 . 则 D 是 强 连 通 的 . 
判别 法 2: 阁 有 向 图 D 中 存在 经 过 每 个 顶点 至 少 一 次 的 通路 , 则 D 是 单 向 连通 的 . 
由 判别 法 1 可 知 图 6. 14(a) 是 强 连 通 的 ,图 6.14(b) 是 单 癌 连通 的 . 

其 实 ,判别 法 给 出 的 条 件 也 是 必要 的 . 


6.3 图 的 矩阵 表示 


从 以 上 的 讨论 可 知 , 一 个 图 可 以 用 集合 来 表示 ,也 可 以 用 图 形 来 表示 . 为 外 还 可 以 用 甜 
阵 来 表示 ,这 便于 用 代数 方法 来 妍 究 图 的 性 质 , 也 便于 用 计算 机 来 处 理 图 . 用 窍 阵 表示 图 , 必 


须 将 图 的 项 点 和 边 编 号 .在 本 方 中 , 主 要 讨论 图 的 关联 窍 阵 , 有 问 图 的 邻接 矩阵 ,无 品 图 的 相 


6.3.1 无 向 图 的 关联 纸 阵 


设 无 回 图 G@ 一 (VBE),V 一 (oo 匹 一 (elyez en) , 令 111; 为 项 扣 v; 与 边 e; 


的 关联 次 数 , 则 称 ( ),x 为 G 的 关联 和 矩阵, 记 作 M(G). 
mij; 的 可 能 取 值 有 3 种 : 0(w; 与 e; 不 关联 ),1(u 与 e; 关联 次 数 为 1) ,2(ui 与 e; 关联 次 
数 为 2, 即 ej 是 以 v; 为 端点 的 环 ). 
例 6.8 求 图 6.15 所 示 无 向 图 的 关联 窍 阵 . 
解 ” 设 图 6.15 所 示 图 为 G, 它 的 关联 矩阵 为 


1 1 1 0 0 0 
C7 
z 0 1 1 0 1 0 | 
M(G)= 
0 0 0 1 1 0 
] 0 0 1 0 25 


(1) jm = 人 — 1 2 72) ,有 MI(G) 各 列 元 又 之 和 为 2, 这 正 说 明 每 条 边关 联 两 个 
i=] 
顶点 ( 环 关联 的 两 个 项 点 重合 ). 


了 一] 


(3 ) Si = :3 po = pb Sl, -= > 2 二 2m ,这 正 是 握手 定理 的 内 容 一 一 各 
i=1 i=1 j=1 j=1 i=] j=] 


顶点 度 效 之 和 等 于 边 效 的 2 倍 . 
(4) 第 7 列 与 第 &k 列 相 同 , 当 且 仅 当 e 与 ex 是 平行 边 . 


(5) > 一 0, 当 且 仅 当 顶 点 v; 为 孤立 点 . 
了 一 1 


6.3.2 有 向 无 环 图 的 关联 纸 阵 


设 有 问 无 环 图 D 一 (V,E),V 二 {vyv sv ); E 一 和 eyer "En. 令 
1 vi 为 e; 的 妨 丘 
mi; 一 10 vi 与 ej 不 关联 
一 1 vi 是 ej; 的 终点 
则 称 Gmi; ),xn 为 也 的 关联 矩阵 , 记 作 M(D). 
例 6.9 求 图 6. 16 所 示 有 癌 无 环 图 D 的 天 联 短 阵 . 
解 
| ] 0 0 0 一 ] 1 


M(D)= 
= 一 ] 
1 0 0 1 1 0 0 
容易 看 出 MGCD) 有 如 下 人 性质 : 图 6.16 


(1) 每 列 恰 好 有 一 个 1 和 一 个 一 1, 这 是 因为 每 条 边 有 一 个 始点 
和 一 个 终点 (注意 ,规定 图 中 无 环 ). 
(2) 1 的 总 个 数 等 于 一 1 的 总 个 数 ,等 于 边 数 . 这 是 定理 6.1 的 内 容 . 
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(3) 第 i1 行 中 1 的 个 数 等 于 wi 的 出 度 ,一 1 的 个 数 等 于 vi 的 人 度 . 
(4) 第 7 列 和 第 & 列 相同 当 且 仅 当 e 和 ei 是 平行 边 . 
(5) 第 i1 行 全 为 0 当 且 仅 当 _ 是 抓 立 扩 . 


6. 3.3 有 向 图 的 分 接 和 矩阵 


设 有 回 图 D=‘V.,E;»,V= {v1 Us 9 UU, } ， | 五 | 了 令 Pps 为 顶点 Ui 邻接 到 顶点 Ui 的 边 
的 条 数 , 称 (a ),x, 为 D 的 邻接 矩阵 , 记 作 A(D). 
例 6.10 求 如 图 6.17 所 示 有 问 图 D 的 邻接 矩阵 . 


A(D)= 


OO ODO ODO 
一 DD ~ 
一 


0 


邻接 矩阵 有 如 下 诸 条 性 质 ， 
(1) 4p = dr(o). 这 说 明 第 ; 行 元 素 之 和 为 w 的 出 度 习 一 
1 ,2 .…… ,Nn. 进而 ， 


3 3 一 pp, 一 
这 说 明 各 顶点 的 出 度 之 和 为 D 中 边 数 m. 


(2) Sa = d (vv; ), 这 这 明 党 了 列 元 率 之 和 为 Ui 的 人 度 :1 ] ,2,"** ,Nn. 同样 ， 


by Ya 一 > ,em Cn) 二 
这 说 明 各 顶点 的 人 度 之 和 为 D 中 边 数 . 

可 以 利用 A(D) 计 算 D 的 各 种 长 度 的 通路 和 回路 数 . 需要 说 明 的 是 ,这 里 不 是 在 同 构 
意义 下 ,而 是 在 定义 意义 下 计算 通路 和 回路 数 . 2 条 通路 或 回路 ,只 要 表示 它们 的 点 边 序列 
(或 点 序列 , 边 序列 ) 不 同 ,就 认为 它们 是 不 同 的 . 特别 地 ,图 形 中 的 一 条 回路 以 不 同 的 顶点 
作为 始点 和 终点 ,在 定义 意义 下 认为 它们 是 不 同 的 . 如 在 图 6. 17 中 ,vwyv 和 wvsv 在 定 
义 意 义 下 是 2 条 回路 ,而 在 图 形 中 它们 是 一 个 回路 ,对 于 通路 , 它 在 图 形 中 的 表示 和 定义 意 
义 下 的 表示 是 一 致 的 . 如 eses 和 eses 是 2 条 从 vw 到 ws 的 长 度 为 2 的 通路 . 而 在 同 构 意 义 
下 ,给 定 长 度 的 通路 和 回路 都 只 有 一 条 . 在 下 面 的 叙述 中 把 回路 包含 在 通路 中 . 

定理 6.6 设 A 为 有 问 图 D 的 邻接 和 矩阵,D 的 顶点 集 V 一 to , 则 A (CC 三 1) 
的 元 系 ay 是 v; 到 w; 长 度 为 /1 的 通路 数 ， 2 ai 六 是 D 中 长 度 为 / 的 通路 总 数 ,其 中 > a a 


是 D 中 长 度 为 1 的 回路 总 数 . 
证 明 ”只 需 证 明 a 是 wv; 到 wv; 长度/ 的 通路 数 . 对 7 做 归纳 证 明 . 
归纳 基础 : 当 /=1 时 ,长 度 为 1 的 通路 是 一 条 边 ,由 邻接 矩阵 的 定义 ,结论 成 立 . 
归纳 步骤 假设 当 / 宇 1 时 结论 成 立 ,考虑 v, 到 vw 长 度 为 1 十 1 的 通路 数 .一 条 wv 到 
长 度 为 1 十 1 的 通路 由 v; 到 某 个 v 长 度 为 ! 的 通路 和 边 (vi ,wv) 构 成 . 根据 归纳 假设 ,a 是 


| 


v; 到 wi 长 度 为 1 的 通路 数 , 而 a 是 vi 到 的 边 数 . 于 是 ,a ，ay 是 ww 到 wv 表 加 一 条 边 
到 v 长 度 为 1 十 1 的 通路 数 ,从 而 vi; 到 vi 长 度 为 1 十 1 的 通路 数 等 于 站 
3 0 


即 , 对 71 十 1 结论 也 成 立 . 
推论 设 B= 二 A 十 A 十 … 十 A'(1 宇 1), 则 B, 的 元 素 58 是 D 中 wv; 到 w; 长 度 小 于 等 于 1/ 
的 通路 数 ，> ,5 是 DD 中 长 度 小 于 等 于 1 的 通路 总 数 ,其 中 > bp 是 DD 中 长 度 小 于 等 于 1 的 


回路 总 数 . 
例 6. 10( 续 ) 在 图 6.17 中 
(1) vi 到 vw ,vs 到 wi 长度 为 3 的 通路 各 为 多 少 条 ? 
(2) vi 到 自身 长 度 为 1,2,3,4 的 回路 各 为 多 少 条 ? 
(3) 长 度 为 4 的 通路 总 数 为 多 少 条 ?” 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(4) 长 度 小 于 等 于 4 的 回路 有 多 少 条 ? 
解 ” 根 据 定理 6.6, 只 需 写 出 卫 的 邻接 矩阵 A 的 前 4 次 震 . 


1] 2 1 0 1 2 

0 0 1 0 0 0 0 1 

J 3 sl ， z 
0 0 0 1 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 0 0 1 
l] 2 4 3 1] 2 6 4 
0 0 1 0 0 0 0 1 

A’ A4 eo 

0 0 0 1 0 0 1 0 

0 0 1 0 0 0 0 1 


(1) vw 到 wi sv 到 vw 长 度 为 3 的 通路 数 由 4: 中 必 一 3 和 wu 二 0 给 出 , 即 分 别 为 3 条 
和 0 条 . 

(2) mm 到 mm 长 度 为 1,2,3,4 的 回路 数 分 别 为 a 企 一 1,a 人 一 1,a 人 一 1,a 和 一 1 给 出 , 即 
都 是 1 条 . 

(3) DD 中 长 度 为 4 的 通路 总 数 为 A! 中 全 体 元 素 之 和 》\ ya 二 16 给 出 , 即 16 条 ,其 


i=1 j=] 


中 国 路 数 为 2 a 二 3 给 出 , 即 3 条 . 
(4) DD 中 长 度 小 于 等 于 4 的 回路 数 为 > > a 外 ,其 结果 为 1 十 3 十 1 十 3 一 8. 


6.3.4 有 向 图 的 可 达 和 矩阵 


设 有 向 图 D 二 (V,E), 其 中 VV 二 {vi ,vo,…,v,), 令 
1 在 六 可 达 m 
1 否则 
称 (p; )。x* 为 也 的 可 达 和 矩阵 , 记 作 PCD) , 简 记 已 . 
有 和 问 图 的 可 达 和 矩阵 有 下 述 性 质 : 


< 1 < 祥 -人 
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(1) 主 对 角 线 上 的 元 系 全 为 1, 即 如 三 1,1 三 :二 7 
(2) D 是 强 连通 的 当 且 仅 当 PC(D) 的 元 系 全 为 1. 
(3) 根据 定理 6.3,p; 二 1 当 且 仅 当 好 和 0,1 委 :7 和 2 且 i 关 j. 
例 6. 10( 续 ) 与 出 图 6.17 的 可 达 和 矩阵 ,并 问 ; 它 是 强 连 通 的 吗 ? 


解 
3 6 8 4 
/ 0 0 2 1 
B=A+A:+A:=| 
0 .0 1 2 
0 0 2 1 
由 性 质 (1) 和 (3) ,得 
1 1 1 1 
0 1 1 
-i 
0 .0 1 1 
0 0 1 1 


该 图 不 是 强 连 通 的 ,但 由 己 可 以 看 出 , 它 是 单 连 通 的 . 

类 似 地 ,无 向 图 也 有 相 邻 矩阵 和 可 达 和 矩阵 . 设 无 向 简单 图 C 一 4(V,E) ,其 中 V= {vi ww ，…， 
ww ); 令 a9 为 项 点 vi 与 vj 之 间 边 的 条 数 , 称 (ay?),x;, 为 G 的 相 邻 矩阵 , 记 作 A(G). 

> 

1 看 六 可 达 m 

否则 
称 (pi )wxs 为 G 的 可 达 和 矩阵 , 记 作 P(G), 简 记 作 PP. 

A(G) 和 P(G) 都 是 对 称 的 . 与 有 四 图 的 邻接 矩阵 类 侯 , 也 可 以 用 相 邻 矩阵 的 需求 G 中 
各 种 长 度 的 通路 数 和 回路 数 . 

例 6.11 写 出 图 6.18 所 示 无 器 图 G 的 相 邻 矩阵 ,并 求 vw 到 vw, 长度 为 3 的 通路 数 和 
vi 到 vi 长 度 为 3 的 回路 数 . v v4 

解 G 的 相 邻 矩阵 


at 


< 二 


0 1 0 1 
Fi : 
0 1 0 0 
1 1 0 0 图 6.18 
计算 
2 111 2 4 1 3 
W21301| 423 14 
1011 1 3 0 1 
Wk Ws WE 3 4 1 2 


由 al2 二 3,vi 到 长度 为 3 的 通路 有 3 条 ,它们 是 mvmvyuwvvv ww. 由 am 一 
2,m 到 vi 长度 为 3 的 回路 有 2 条 ,它们 是 wwwywwzvm. 这 2 条 回路 在 图 中 是 一 条 
回路 . 


6.4 几 种 特殊 的 图 


在 本 节 将 介绍 二 部 图 . 欧 拉 图 .哈密 顿 图 和 平面 图 . 
0.4.1 二 部 图 


今 有 4 个 工人 ayasryasyai 4 项 任务 站 ,2 030. 已 知 工 人 ai 熟悉 任务 51 ,pp3 ay 熟 
悉 22 ,bs ;as 只 熟悉 ja 熟悉 5， 和 6. 问 如 何 分 配 任 务 ,才能 使 每 人 都 有 一 项 日 己 熟 悉 的 
任务 , 且 每 项 任务 都 有 一 人 来 完成 ? 其 实 , 只 要 以 VV 二 alyaz yas3ya4,01;bs ;03 ,4) 为 顶点 集 ， 
各 ai 熟悉 六 ,就 在 a 与 5; 之 间 连 边 , 得 边 集 EE, 构 成 无 癌 图 G 二 (V,E) ,如 图 6.19 所 示 . 

由 图 显而易见 ,分 配 a 去 完成 ,as 去 完成 2 ,as 去 完成 wu ,as 去 完成 5; 就 能 满足 

现在 来 分 析 图 6. 19. 在 此 图 中 ,ak ,a; ,asya 彼此 不 相 邻 ,2 ,2 ,b; ,bs 也 彼此 不 相 邻 . 像 
这 样 的 图 , 称 它 为 二 部 图 . 下面 给 出 它 的 严格 定义 . 在 本 古 我 们 只 讨论 无 加 网 . 

定义 6.19 右 能 将 无 回 图 C=4V ,已 ?的 顶点 集 V 分 成 两 个 不 相交 的 子 集 Vi 和 V:( 即 
fiV: = 二 多 且 Vi UV;==V) ,使 得 G 中 任何 一 条 边 的 两 个 端点 一 个 属于 ww , 另 一 个 属于 
V: , 则 称 G 为 二 部 图 (有 的 书 上 称 其 为 偶 图 、 双 图 ,或 二 分 图 ) ,Vi ,Vs 称 为 互补 顶点 子 集 . 奉 
G 是 二 部 图 ,和 营 将 G 记 为 G 一 《Vi,Vs,E), 其 中 Vi,Vs 是 互补 顶点 子 集 . 由 定义 可 以 看 出 ,n 
阶 零 图 ( 含 平 几 图 ) 虱 是 二 部 图 . 

又 硅 W 中 任 一 项 点 与 Vs 中 任 一 顶点 均 有 且 仅 有 一 条 边 相 关联 , 则 称 二 部 图 G 为 完全 
二 部 图 . 铬 |Vi|= 二 7 |1V =, 则 记 完 全 二 部 图 为 K,,. 

图 6.20(a) 为 天 :3 ,图 6.20(b) 为 天 :3. 


al a a a 


(a) 
图 6.19 图 6. 20 
在 完全 二 部 图 K,,, 中 , 它 的 顶点 数 n 二 =r 十 s, 边 数 二 +r。 5s. 


定理 6.7 无 问 图 CG 一 4V 天) 是 二 部 图 当 且 仅 当 G 中 无 奇数 长 度 的 回路 . 

证 明 必要 性 .已 知 G=《Vi,V;,F) 为 二 部 图 ,要 证 明 G 中 无 奇数 长 度 的 回路 .大 C 中 
无 回路 ,结论 显然 成 立 . 若 G 中 有 回路 , 设 C 为 一 条 回路 ,C= 二 wv …vv ,1 之 2. 不 妨 设 
on EV ; 则 Vi 显然 /为 偶数 ,而 C 的 长 度 为 1, 所 以 C 
为 偶 圈 . 

充分 性 .已 知 G 中 无 奇数 长 的 回路 ,要 证 明 G 是 二 部 图 . 奋 G 是 零 图 ,结论 显然 成 立 .下 
面 不 妨 设 G 是 连通 图 . 设 vw 为 G 中 任 一 项 点 , 令 
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人 太一 (olvEVYGG) Ad oo) 为 偶数 ) 
Vs 二 {v1|vEV(G) Ad(wvo ,v) 为 奇数 ) 
则 矶 关 多,V; 关 名 , 且 总 人 介 Vj 二 名 ,Vi UV 一 V. 只 要 证 明 V 中 任 二 顶点 不 相 邻 ,Vs 中 的 
任 二 顶点 也 不 相 邻 . 否则 , 必 存 在 vi,v;EVi( 或 它们 属于 Vs), 使 得 边 e= 二 (vi,v;)EE. 设 vw 
到 和 zu 的 短程 线 分 别 为 和 必 , 则 局 和 严 的 长 度 均 为 偶数 (或 均 为 奇数 ). 于 是 
夏 UeUT; 是 G 中 奇数 长 的 回路 ,这 与 已 知 了 矛盾 .所 以 G 是 二 部 图 . 

由 定理 6.7 可 知 ,图 6. 21(a) 和 (f) 不 是 二 部 图 ,因为 它们 中 均 含 奇数 长 的 回路 . 而 
图 6.21(b),(c),(d) 和 (e) 均 为 二 部 图 ,每 个 图 中 实心 点 集 WwW 和 空心 点 集 wz 都 是 互补 项 点子 
集 . 在 画图 时 ,通常 将 Vi 放 在 图 的 上 方 ,V; 放 在 图 的 下 方 ,这 4 个 图 分 别 画 成 图 6. 21(b )， 
(c ),(d ),(e ) 所 示 的 样子 , 称 为 标准 形式 . 


信 今 的 
OO 
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图 6.21 


定义 6.20 设 二 部 图 G=(W:,V ,FE),EEE. 若 瑟 中 的 边 互 不 相 邻 , 则 称 已 是 G 的 
匹配 . 如 果 在 中 再 添加 任意 一 条 边 后 所 得 到 的 边 子 集 不 再 是 匹配 , 则 称 瓦 是 G 的 极 大 匹 
配 . G 中 边 数 最 多 的 匹配 称 为 G 的 最 大 匹配 . 

又 设 |Vi| 三 IVs|,EF 是 G 的 匹配 . 知 | 瑟 | 王 | 太 |, 则 称 瓦 是 V 到 Vs 的 完备 匹配 . 当 
Vi|= 二 |Vz| 时 ,完备 匹配 称 为 完美 匹配 . 

在 图 6. 22 中 ,图 6.22(a) 和 图 6.22(b) 中 的 实 线 边 是 完备 匹配 ,而 图 6. 22(c) 中 的 实 线 
边 是 最 大 匹配 ,但 不 是 完备 匹配 . 


“~ ~ 
-ww I 
二 | I 
wy ™ | 
YU 必 
(a) 


图 6. 22 


le 


下 述 定 理 给 出 二 部 图 有 完备 匹配 的 充分 必要 条 件 . 

定理 6. 8(Hall 定理 ) 设 二 部 图 G= 二 Vi,V;,E), 其 中 |Vi| 志 |Vj|, 则 G 中 存在 Vi 到 
Vs 的 完备 匹配 当 且 仅 当 Vi 中 任意 (==1,2,…,|Vi|) 个 顶点 至 少 与 V, 中 的 有 个 顶点 
相 邻 . 

定理 中 的 条 件 凋 称 为 " 相 异 性 条 件 ”. 

定理 的 必要 性 显然 ,元 分 性 的 证 明 从 上 略 . 

图 6. 22(c) 中 ,上 面 有 两 个 顶点 只 与 下 面 的 一 个 项 点 相 邻 ,不 满足 相 异 性 条 件 , 因 而 
图 6. 22(c) 不 存在 完备 匹配 . 

定理 6.9 设 二 部 图 G= 二 《Vi ,Vi,E), 其 中 |Vi 科 |V |. 如 果 存 在 正 整 数 i, 使 得 Vi 中 每 
个 顶点 至 少 关 联 上 条 边 ,而 V 中 每 个 顶点 至 多 关联 上 条 边 , 则 G 中 存在 W 到 Vi 的 完备 匹配 . 

这 个 条 件 称 作 上 条 件 . 

证 明 Vi 中 任意 &(U 志 k 硅 |Vi|) 个 顶点 至 少 关 联 kt 条 边 , 而 V, 中 每 个 顶点 至 多 关联 
条 边 ,所 以 这 kt 条 边 至 少 关 联 V, 中 上 有 个 顶点 , 故 VV 中 任意 个 顶点 至 少 与 V, 中 的 个 顶 
点 相 邻 .由 Hall 定理 ,G 中 存在 从 Vi 到 V; 的 完备 匹配 . 

Hall 定理 中 的 相 异 性 条 件 是 二 部 图 存在 完备 匹配 的 充分 必要 条 件 , 而 t 条 件 只 是 二 部 
图 有 完备 匹配 的 充分 条 件 , 而 不 是 必要 条 件 . 在 图 6. 22 中 , (a) 不 满足 1 条件, 但 有 完备 
匹配 . 

例 6.12 某 中 学 有 3 个 课外 活动 小 组 : 数学 组 ,计算 机 组 和 生物 组 . 今 有 赵 、 钱 、 孙 、 李 、 
周 5 名 学 生 .已 知 : 

(1) 赵 、 钱 为 数学 组 成 员 , 赵 、 孙 、 李 为 计算 机 组 成 员 , 孙 至、 周 为 生物 组 成 员 ; 

(2) 赵 为 数学 组 成 员 , 钱 、 孙 、 李 为 计算 机 组 成 员 , 钱 、. 孙 至、 周 为 生物 组 成 员 ; 

(3) 赵 为 数学 组 和 计算 机 组 成 员 , 钱 、 孙 、 李 、 周 为 生物 组 成 员 . 

问 在 以 上 3 种 情况 下 ,能 否 选 出 3 名 不 兼任 的 组 长 ? 

解 用 Ul 9 Us 9 Us 分 别 表示 数学 组 ,计算 机 组 和 生物 组 . Ul s Uz sr U3 EL Us 分 别 表示 赵 、 
钱 、 孙 ,、 李 、 周 . 阁 wu; 是 v; 的 成 员 , 就 在 wi 与 之 间 连 边 . 每 种 情况 都 对 应 一 个 二 部 图 , 见 
图 6. 23 所 示 . 


A 从 WN 


i 
(b) 
图 6.23 


记 V 一 {toyzyv) ,Vs 二 人 {usuz sus3sWu4}， 选 3 名 不 兼任 的 组 长 就 是 在 对 应 的 二 部 图 中 
求 Vi 到 Vs 的 完备 匹配 .(a) 满 足 t 条件, 其 中 :==2,(b) 满 足 相 异性 条 件 ,部 存在 Vi 到 V， 
的 完备 匹配 . 因此 ,对 于 (1) 和 (2) 可 以 选 出 3 名 不 兼任 的 组 长 .不 难 给 出 这 样 的 方案 ,而 且 
有 多 种 方案 . 例如 ,对 于 (1), 赵 当 数 学 组 长 , 孙 当 计算 机 组 组 长 ,至 当 生 物 组 组 长 . 这 对 应 
于 (a) 中 取 匹 配 人 vi yt) ,Ca yz as) (Cc) 中 vw 和 ws 只 与 ui 相 邻 ,不 满足 相 异 性 条 
件 . 根据 Hall 定理 ,不 存在 Vi 到 V; 的 完备 匹配 ,因此 不 可 能 选 出 3 名 不 兼任 的 组 长 . 事实 
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高 族 数 学 (和 争 3 版 ) 


上 ,数学 组 和 计算 机 组 只 有 起 一人, 如果 要 求 不 兼任 , 赵 只 能 当 其 中 一 个 组 的 组 长 ,没有 第 二 
个 人 来 任 为 一 个 组 的 组 长 . 
6.4.2 欧 拉 图 

18 世纪 ,普鲁士 的 哥 尼 斯 堡 城 ( 哥 尼斯 堡 城 即 现在 俄罗斯 境内 的 加 里 宁 格 勒 ) 有 一 条 贯 
富 全 城 的 次 雷 格 尔 河 ,河中 有 两 个 岛屿 ,有 七 座 桥 将 两 是 己 岛 晤 及 岛屿 之 间 连 接 , 如 图 6. 24(a) 
所 示 . 当时 ,当地 人 们 热衷 于 一 个 难题 : 一 个 敌 步 者 蚊 样 不 重复 地 走 完 七 桥 , 最 后 回 到 出 发 
点 . 这 就 是 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 . 试验 者 很 多 ,但 部 没 成 功 . 


(b) 


为 了 寻找 答案 ,瑞士 数学 家 昂 哈 德 。 欧 拉 (Leonhard Euler) 对 此 问题 进行 研究 ,他 将 4 
块 陆地 抽象 成 4 个 顶点 A,B,C, 了 D. 契 两 块 陆地 之 间 有 桥 ,就 在 代表 它们 的 顶点 之 间 连 边 ,如 
图 6. 24(b) 所 示 . 哥 尼斯 堡 七 桥 问 题 就 是 要 寻找 经 过 图 中 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 简单 回路 . 
欧 拉 在 1736 年 的 论文 中 指出 ,这 样 的 回路 是 不 存在 的 ,从 而 得 出 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 无 解 的 
结论 . 这 就 是 欧 拉 回路 的 来 源 . 

定义 6.21 设 G=(V,E) 是 连通 图 (无 回 的 或 有 问 的 ).G 中 经 过 每 条 边 一 次 并 且 仪 一 
次 的 通路 称 作 欧 拉 通 路 ;G 中 经 过 每 条 边 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 作 欧 拉 回路 ;具有 欧 拉 回路 
的 图 称 为 欧 拉 图 . 

注音 ,只 有 欧 拉 通路 无 欧 拉 回路 的 图 不 是 欧 拉 图 .在 图 6.25 中 ,图 (a),(d) 痢 既 无 欧 拉 
回路 ,也 无 欧 拉 通路 .图 (b),(e) 均 只 有 欧 拉 通路 ,但 无 欧 拉 回路 .所 以 ,图 (a),(b),(d),(e)4 
个 图 都 不 是 欧 拉 图 . 而 图 (c),(f) 中 均 存 在 欧 拉 回路 ,所 以 它们 都 是 欧 拉 图 . 其 中 一 个 是 无 向 
欧 拉 图 ,一 个 是 有 问 欧 拉 图 . 

下 面 给 出 存在 欧 拉 回 路 和 欧 拉 通路 的 充分 必要 条 件 . 

定理 6.10 无 问 图 G 有 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 CG 是 连通 图 且 无 奇 度 项 点 . 

G 有 了 欧 拉 通 路 但 无 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 G 是 连通 图 且 恰 好 有 两 个 奇 度 顶点 . 在 恰好 有 
两 个 奇 度 顶 点 的 连通 图 中 ,每 条 欧 拉 通路 都 以 这 两 个 奇 度 顶 点 为 端点 . 

证 明 从 咯 . 

图 6. 24(b) 中 的 4 个 顶点 都 是 奇 度 的 ,根据 这 个 定理 , 它 设 有 欧 拉 回路 ,甚至 也 没有 欧 
拉 通 路 ,因此 哥 尼 斯 堡 七 桥 问 题 无 解 . 

例 6.13 判断 图 6. 26 给 出 的 多 个 图 中 ,哪些 图 中 有 欧 拉 通 路 ,但 无 欧 拉 回 路 ”哪些 图 
是 欧 拉 图 ? 


图 6. 26 


解 ”图 6.26(d) 和 (e) 两 个 图 均 各 有 两 个 奇 度 顶 点 ,因而 它们 都 存在 欧 拉 通 路 ,但 无 欧 
拉 回 路 .图 6.26(a) 和 (f) 两 图 中 的 奇 度 顶 点 个 数 分 别 为 8 和 4, 因 而 不 可 能 存在 欧 拉 通 路 、 
更 无 欧 拉 回路 .图 6.26(b) 和 (ce) 两 图 中 均 无 奇 度 顶 点 ,因而 都 存在 欧 拉 回路 , 即 它们 都 是 欧 
拉 图 . 

对 于 连通 的 有 问 图 是 否 有 欧 拉 通路 或 回路 由 下 面 定 理 给 出 判断 . 

定理 6.11 有 问 图 D 有 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 D 是 连通 的 且 所 有 顶点 的 入 度 等 于 出 度 . 

有 问 图 D 有 欧 拉 通 路 但 无 欧 拉 回路 , 当 且 仅 当 五 是 连通 的 , 且 除 了 两 个 例外 的 顶点 外 ， 
其 余 顶 点 的 人 度 均 等 于 出 度 , 这 两 个 例外 的 顶点 中 ,一 个 顶点 的 人 度 比 出 度 大 1, 男 一 个 顶 
点 的 人 度 比 出 度 小 1. 

例 6.14 在 图 6.27 所 示 的 多 个 网 中 ,哪些 有 欧 拉 通 路 ? 哪些 是 欧 拉 图 ? 

解 ” 在 图 6.27(a) 中 所 有 顶点 的 入 度 等 于 出 度 , 所 以 有 欧 拉 回路 ,是 欧 拉 图 . 图 6. 27(d)， 
(中 均 有 一 个 顶点 的 入 度 比 出 度 大 1, 还 有 一 个 顶点 的 出 度 比 入 度 大 1, 其 余 顶 点 的 入 度 等 
于 出 度 ,所 以 有 欧 拉 通 路 但 无 欧 拉 回路 . 图 6. 27(e) 为 非 连通 图 ,因而 不 可 能 有 欧 拉 通 路 ,更 
无 欧 拉 回路 . 在 图 6.27(b) 和 (c) 中 , 均 存 在 人 度 比 出 度 大 2, 和 出 度 比 人 度 大 2 的 顶点 ,因而 
它们 都 不 可 能 存在 欧 拉 通路 ,更 无 欧 拉 回路 . 
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(a) 
(d) 


(©) 
(f) 


图 6.27 


6.4.3 哈密 顿 图 


1859 年 爱尔兰 数学 家 威廉 ， 哈密 顿 (William Hamilton) 设 计 出 一 个 在 正 十 二 面体 上 的 
游戏 一 一 周游 世界 问题 . 他 将 20 个 顶点 看 作 20 个 城市 ,每 一 条 棱 看 作 一 条 公路 ,要 求 从 一 
个 城市 出 发 , 沿 看 公路 经 过 每 一 个 城市 一 次 晶 仅 一 次 ,最 后 回 到 出 
发 的 城市 . 如果 把 正 十 二 面体 投影 到 平面 上 ,如 图 6. 28 所 示 , 就 
是 要 在 图 中 找 一 条 经 过 每 一 个 顶点 恰好 一 次 的 回路 , 这 就 是 阶 密 ， 
顿 回路 的 来 源 . 

定义 6.22 设 G 一 (V,E) 为 一 图 (无 回 的 或 有 问 的 ).G 中 经 
过 每 个 顶点 一 次 且 仅 一 次 的 通路 称 作 哈密 顿 通路 ;G 中 经 过 每 个 
顶点 一 次 且 仅 一 次 的 回路 称 作 哈密 顿 回路 ; 知 G 中 存在 哈密 顿 回 
路 , 则 称 G 为 哈密 顿 图 . - 

从 定义 不 难看 出 以 下 3 点 : 

(1) 存在 哈密 顿 通路 (回路 ) 的 图 一 定 是 连通 图 ; 

(2) 哈密 顿 通路 是 初级 通路 ,哈密 顿 回路 是 初级 回路 ; 

(3) 若 G 中 存在 哈密 顿 回路 , 则 它 一 定 存 在 哈密 顿 通路 ,但 反之 不 真 . 

还 应 该 指出 ,只 有 哈密 顿 通 路 ,无 哈密 顿 回路 的 图 不 叫 哈密 顿 图 . 

图 6. 28 中 abcdefghijklmnopgrsta 是 一 条 哈密 顿 回 路 . 在 图 6. 26 所 示 的 6 个 无 回 图 
中 ,图 Ca) 只 有 哈密 顿 通路 ,无 哈密 顿 回 路 ,所 以 它 不 是 哈密 顿 图 . 其 余 各 图 中 均 有 哈密 顿 回 
路 (当然 也 有 哈密 顿 通路 ) ,因而 它们 都 是 哈密 顿 图 . 

在 图 6. 27 所 示 的 6 个 有 向 图 中 ,除了 图 Ce) 外 ,都 有 哈密 顿 通路 . 其 中 图 (b),(c),(f) 只 
有 哈密 顿 通 路 ,无 哈密 顿 回路 ,所 以 它们 都 不 是 哈密 顿 图 . 而 图 (a),(d) 有 哈密 顿 回 路 ,所 以 
它们 部 是 哈密 顿 图 . 

与 欧 拉 图 的 情况 不 同 , 百 到 目前 ,人 们 还 没有 找到 哈密 顿 图 的 简单 的 充 要 和 条件, 寻找 这 
个 条 件 是 图 论 中 的 一 个 难题 .目前 人 们 只 找到 一 些 判 断 存 在 性 的 充分 条 件 和 一 些 必要 条 件 ， 


下 面 介 绍 一 个 哈密 顿 图 的 必要 条 件 . 
定理 6.12 设 无 器 图 G 二 (V ,已 ) 为 哈密 顿 图 ,w; 是 V 的 任意 真子 集 , 则 
pG—Vi) IV 
其 中 ,p(G 一 Vii) 为 从 G 中 删除 Vi 后 所 得 图 的 连通 分 文 数 . 
证 明 因为 G 是 哈密 顿 图 ,所 以 G 中 存在 哈密 顿 回 路 . 设 C 为 一 条 哈密 顿 回路 , 则 Vi 
中 的 所 有 顶点 在 C 上 有 些 彼此 相 邻 ,有 些 不 相 邻 . 于 是 
六 (C 一 VD) 委 |V| 
可 是 C 一 Vi 是 G 一 Vi 的 生成 子 图 ,因而 G 一 Vi 的 连通 分 文 数 不 会 超过 C 一 Vi 的 连通 分 
文 数 , 故 
pCG—Vi)SSp(C—T SIT | 

定理 中 给 出 的 条 件 是 必要 的 . 因而 对 一 个 图 来 说 ,如 果 不 满足 这 个 必要 条 件 , 它 一 定 不 
是 哈密 顿 图 .但 是 ,满足 这 个 条 件 的 图 不 一 定 是 喻 密 顿 图 . 

推论 。 有 制 点 的 图 一 定 不 是 哈密 顿 图 . 

证 明 设 为 图 G 的 割 点 , 则 p(G 一 v) 三 2. 由 定理 6.12 可 知 ,G 不 是 哈密 顿 图 . 

例 6.15 证 明 图 6. 29 中 所 示 的 4 个 图 者 不 是 哈密 顿 图 . 

解 ” 在 图 6.29(a) 中 存在 割 点 xx 和 w, 所 以 图 (a) 不 会 是 哈密 顿 图 . 在 图 (b) 中 , 令 W = 
(acsde), 从 图 中 删除 , 得 到 6 个 连通 分 支 . 而 |Vi| 二 5, 由 定理 6.12 可 知 图 (b) 不 是 哈 
窗 顿 图 .在 图 (c) 中 , 令 V 二 ta,b,c} ,删除 V 得 到 4 个 连通 分 支 ,所 以 图 (c) 也 不 是 哈密 顿 图 
(注意 图 6. 29(c) 中 存在 哈密 顿 通 路 ,但 不 存在 哈密 顿 回 路 ). 可 以 验证 ,图 6. 29(d) 满 足 定 
理 6.12 中 的 条 件 , 但 它 不 是 哈密 顿 图 . 在 图 6. 29(d) 中 ,a,f,g 均 为 2 度 顶 点 ,因而 边 
(ap),(ayc),Cd ,站 ,Cpcl,eycg), Cosc) 都 应 在 G 中 任何 哈密 顿 回 路 上 .但 这 是 不 可 能 的 . 
因为 如 夺 如 此 ,c 在 回路 上 要 出 现 3 次 ,这 与 哈密 顿 回路 的 定义 相 歼 眉 .但 图 中 存在 哈密 顿 
通路 ,如 abcgedf 就 是 图 中 的 一 条 哈密 顿 通路 . 


图 6.29 


下 面 给 出 一 些 充 分 条 件 ,定理 的 证 明 都 略 去 . 
定理 6.13 设 G 是 n(n 主 3) 阶 无 器 简单 图 , 硅 对 于 G 中 每 一 对 不 相 邻 的 顶点 zx,u, 均 有 
d(u) +d(v) 宇 n—1 
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则 G 中 存在 哈密 顿 通路 . 又 奉 
cz 人 (zz) 十 dv) 一 7 
则 G 中 存在 哈密 顿 回 路 , 即 G 为 哈密 顿 图 . 


推论 。 设 G 是 n(n 三 3) 阶 无 器 简单 图 , 硅 83(G) 宇 必 ; 则 G 是 哈密 顿 图 . 
由 推论 可 知 ,对 于 完全 图 天 , , 当 ?之 3 ,完全 二 部 网 天 , 当 7 一 三 2 时 为 哈 


还 必须 指出 ,定理 6.13 给 出 的 条 件 是 哈密 顿 图 的 充分 条 件 ,但 不 是 必要 条 件 .6 阶 圈 图 
Ci 显然 是 哈密 顿 图 ,但 Ce 不 满足 定理 6. 13 中 的 条 件 . 

关于 有 问 图 中 的 哈密 顿 通路 有 下 面 定 理 . 

定理 6.14 在 n(n 主 2) 阶 有 问 图 D==(V,E) 中 ,如 果 略 去 所 有 有 问 边 的 方向 ,所 得 无 问 
图 中 含 生 成 子 图 K,; , 则 D 中 存在 哈密 顿 通路 . 

以 上 给 出 的 定理 和 推论 ,要么 是 哈密 顿 图 的 必要 条 件 , 要 么 是 充分 条 件 , 就 是 没有 充分 
必要 条 件 ,这 就 给 我 们 判断 一 个 图 是 否 为 哈密 顿 图 带 来 了 很 大 不 便 . 证 明 一 个 图 是 哈密 顿 图 
最 直接 的 方法 是 找到 一 条 哈密 顿 回路 ,也 可 以 通过 证 明 它 满足 某 个 充分 条 件 , 如 满足 定理 
6. 13 或 推论 中 的 条 件 . 而 证 明 一 个 图 不 是 哈密 顿 图 只 能 通过 证 明 它 破坏 某 个 必要 条 件 . 这 
些 必要 条 件 , 除 了 定理 6.12 中 给 出 的 外 ,还 有 许多 . 设 n 阶 图 G 是 哈密 顿 图 , 则 G 应 满足 以 
下 诸 条 件 : 

(1) G 必须 是 连通 图 . 这 是 因为 G 中 存在 经 过 每 个 顶点 的 圈 , 故 G 是 连通 的 . 

(2) G 中 的 边 数 x 必须 大 于 等 于 顶点 数 n.G 中 任何 一 条 哈密 顿 回路 中 都 具有 nn 个 项 
点 ,nn 条 边 , 所 以 G 中 边 数 不 能 小 于 顶点 数 . 

(3) 硅 G 中 存在 2 度 顶 点 v, 即 d(v) 二 2, 则 与 vv 关联 的 两 条 边 e;,e; 必须 在 G 中 的 任何 
哈密 顿 回路 上 . 

(4) G 中 必须 在 每 条 哈密 顿 回 路 中 出 现 的 边 ,不 能 构成 边 数 小 于 7 的 初级 回路 ( 圈 ). 寿 
有 这 样 的 圈 存 在 , 它 扩 展 不 成 G 中 的 哈密 顿 回 路 ,这 与 G 是 哈密 顿 图 矛盾 . 

在 G 破坏 以 上 诸 条 件 中 的 任何 一 条 , 它 都 不 会 是 哈密 顿 图 . 

例 6.16 今 有 a,b,c,d,e,;f,g 7 个 人 ,已 知 下 列 事实 ， 


u 会 讲 英语 ; 
b 会 讲 英 语 和 汉语 ; 


c 会 讲 英 语 、 意大利 语 和 俄语 ; 

d 会 讲 日 语 和 汉语 ; 

e au 滞 ; 

会 讲法 语 、 日 语 和 俄语 ; 

号 ta 
问 能 否 将 这 ?7 个 人 安排 就 座 圆 昌 劳 ,使 得 每 个 人 都 能 与 两 边 e 
的 人 交谈 ? 

解 ” 做 无 器 图 G 二 (VV,E),V= 二 {a,b,c,d,e,f ,2},E= 

{(usv) lu,vEV BwAv Hw 与 v 会 讲 同一 种 语言 ), 如 图 6. 30 图 6.30 


所 示 . 在 图 中 ,* 与 w” 相 邻 当 且 仅 当 他 们 会 讲 同一 种 诸 言 . 问题 就 变 成 了 图 中 是 否 存在 哈密 
顿 回路 (也 即 G 为 哈密 顿 图 ). 不 难看 出 C=acesg fdbPa 为 G 中 的 一 条 哈密 顿 回路 ,因而 可 以 
按 C 中 顶点 顺序 安排 座次 ,这 样 , 相 邻 的 两 个 人 都 会 讲 同一 种 语言 ,因而 能 交谈 . 

6.4.4 平面 图 


在 图 的 理论 探讨 和 实际 应 用 中 ,平面 图 都 具有 重要 意义 . 本 节 将 讨论 平面 图 理论 中 的 一 
些 基本 概念 及 平面 图 的 判断 . 在 本 节 中 专 讨论 无 向 图 ,因而 下 面 所 谈 图 都 是 指 无 向 图 


定义 6.23 图 G 如 采 能 以 这 样 的 方式 画 在 平面 上 : 除 顶 点 处 外 没有 边区 叉 出 现 , 则 称 


G 为 平面 图 . 画 出 的 没有 边 交 义 出 现 的 图 称 为 G 的 平面 能 入 或 平面 表示 . 无 平面 朋 入 的 图 
称 为 非 平 面 图 . 

在 图 6. 31 所 示 的 图 中 ,图 Ca) 为 开 , ,图 (b) 是 它 的 平面 甬 人 ,所 以 K, 是 平面 图 . 单 看 
图 (b), 它 当然 也 是 平面 图 . 图 (c) 是 K; ,无 论 怎样 改变 画 法 , 边 的 交叉 是 不 能 全 去 掉 的 ， 
图 Cd) 是 民 ; 的 边 交 叉 最 少 的 画 法 .图 Ce) 是 KK;,;. 同 K; 类 似 , 无 论 如 何 画 , 边 的 交叉 是 不 能 
全 去 挥 的 ,图 (人 是 KK;,; 的 边 的 交叉 最 少 的 画 法 . 我 们 将 证 明 ,K; ,K;,; 都 不 是 平面 图 . 


(d) (e) 


图 6.31 


在 讨论 平面 图 的 基本 概念 及 性 质 时 ,所 谈 平 面 图 ,一 般 是 指 它 的 平面 藤 入 . 

定义 6.24 设 G 是 一 个 平面 图 ,G 的 边 将 所 在 平面 划分 成 右 干 个 区 域 , 每 个 区 域 称 为 
G 的 一 个 面 . 其 中 面积 无 限 的 区 域 称 为 无 限 面 或 外 部 面 , 面 各 有限 的 区 域 称 为 内 部 面 或 有 限 
面 . 包 羡 每 个 面 的 所 有 边 构 成 的 回路 组 称 为 该 面 的 边界 ,边界 的 长 度 称 为 该 面 的 次 数 . 面 R; 
的 次 数 记 作 deg(R;) ,第 将 外 部 面 记 成 Ro. 

在 定义 6.24 中 所 指 的 回路 可 能 是 初级 回路 ( 圈 ) ,可 能 是 简单 回路 ,也 可 能 是 复杂 回路 . 
特别 地 , 非 连通 的 平面 图 的 外 部 面 的 边界 是 由 几 条 回路 组 成 的 . 

图 6. 32(a) 是 连通 平面 图 , 它 有 4 个 面 ,其 中 Ri,R; ,Rs 是 内 部 面 ,R。 是 外 部 面 . Ri 的 边 
界 为 abda,deg(Ri) 二 3.R, 的 边界 为 bcdb,deg(R,) 二 3. RR 的 边界 为 efge,deg(R;) 二 3.R, 
的 边界 为 dabcdeg fed, 人 是 一 个 复 灯 回路 ,deg(R,。,) 二 9. 图 6. 32(b) 是 非 连 通 的 平面 图 .人 
有 3 个 面 ,deg(R1) 二 4,deg(R;) 二 3,Ro 的 边界 由 muoomww 和 vsvevrvsvrivs 两 条 回路 组 
成 ,deg(R,) 一 9. 

定理 6.15 在 一 个 平面 图 G 中 ,所 有 面 的 次 数 之 和 为 边 数 的 2 售 , 即 
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> deg(K;) = 2m 
Et 一 1 
其 中 ,为 G 的 面 数 ,m 为 边 数 . 


U1 Us 
= 
“BR 
本 Ue EF 
中 i Th 1 
Ro 
(b) 


图 6.32 


证 明 ”对 于 G 中 的 任意 一 条 边 。, 它 或 者 是 某 两 个 面 的 公共 边界 ,或 者 只 出 现在 一 个 面 
的 边界 中 . 当 。 是 两 个 面 的 公共 边界 时 ,在 每 个 面 的 边界 上 。 都 出 现 一 次 ,因而 对 各 面 次 数 
之 和 的 贡献 为 2， 当 。 只 出 现在 一 个 面 的 边界 中 时 ,e 一 定 在 这 条 边界 上 出 现 2 次 ,因而 对 各 
面 次 数 之 和 的 贡献 也 为 2. 所 以 定理 的 结论 成 立 . 

关于 平面 图 的 平面 嵌入 ,还 应 指出 两 点 ， 

(1) 同一 个 平面 图 G 可 以 有 不 同形 状 的 平面 嵌入 ,但 它们 都 是 与 G 同 构 的 ; 

(2) 平面 图 G 的 外 部 面 , 可 以 通过 改变 顶点 的 位 置 由 G 的 任何 面 充当 . 

图 6. 33 中 ,图 (b),(c) 都 是 图 Ca) 的 平面 嵌入 ,它们 的 形状 不 同 ,但 都 与 图 (Ca) 同 构 . 
图 (b) 中 的 有 限 面 RL ,在 图 (ec) 中 变 成 了 无 限 面 R ,Ry 变 成 了 图 (c) 中 的 Rs. 


(a) 


定义 6.25 设 G 为 一 个 简单 平面 图 . 如 果 在 G 的 任意 不 相 邻 的 顶点 之 间 再 加 一 条 边 ， 
所 得 图 为 非 平面 图 , 则 称 G 为 极 大 平面 图 . 

当 n 达 4 时 ,K, 都 是 极 大 平面 图 . Ks 删除 任意 一 条 边 所 得 图 也 是 极 大 平面 图 . 图 6. 33 
中 所 示 的 图 不 是 极 大 平面 图 ,在 这 个 图 中 添加 一 条 四 边 形 的 对 角 线 后 仍 是 平面 图 . 

极 大 平面 图 有 以 下 性 质 ， 

(1) 极 大 平面 图 是 连通 的 ; 

(2) n(n 宇 3) 阶 平面 图 是 极 大 平面 图 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 个 面 的 次 数 都 为 3. 

性 质 (1) 的 证 明 很 简单 . 设 G 是 一 个 非 连通 的 平面 图 ,在 它 的 两 个 连通 分 支 的 外 部 面 的 
边界 上 各 取 一 个 顶点 . 在 这 两 个 顶点 之 间 添 加 一 条 边 , 仍 为 平面 图 , 故 G 不 是 极 大 平面 图 . 

性 质 (2) 的 证 明 略 去 . 利用 性 质 (2) 可 以 方便 地 判断 一 个 平面 图 是 否 是 极 大 平面 图 . 

在 图 6.34(a) 中 各 面 均 由 三 角形 围 成 , 它 是 极 大 平面 图 . 而 图 6. 34(b) 则 不 是 极 大 平面 
图 , 它 的 外 部 面 由 4 条 边 围 成 . 

下 面 讨论 连通 平面 图 中 顶点 数 , 边 数 , 面 数 之 间 的 关系 . 1750 年 ,数学 家 欧 拉 指出 ,任何 


一 个 是 多 面体 的 项 点 数 ” 校 数 e 和 面 数 三 之 间 满 足 关 系 式 : 
了 


可 以 把 凸 多 面体 投影 到 平面 上 成 为 一 个 连通 的 平面 图 ,因而 这 个 关系 对 连通 的 平面 图 也 成 
立 , 这 就 古 下 述 天 于 平面 图 的 欧 拉 公式 . 


图 6.34 


定理 6.16 设 G 为 任意 的 连通 的 平面 图 , 则 
1. 一 7 十 六 一 2 

其 中 为 G 的 顶点 数 ,m 为 边 数 ,r 为 面 数 . 

证 明 ”对 边 数 mx 作 归 纳 法 . 当 区 二 0 时 ,由 G 的 连通 性 可 知 ,G 必 为 孤立 后 ,因而 nn 二 1， 
r 二 1( 即 只 有 一 个 外 部 面 ) ,结论 日 然 成 立 . 

设 mm 一 1(m 宇 1) 时 绊 论 成 立 , 要 证 明 m 时 结论 也 成 立 . 

名 G 中 有 一 个 悬挂 点 ww 删除 ww, 得 G = 二 G 一 v, 则 G 是 连通 的 ,当然 还 是 平面 图 .G 中 顶 
点 数 n 二 nn 一 1, 边 数 区 = 二 m 一 1, 面 数 没 变 , 即 x'==x. 由 归纳 假设 应 有 


n —m 十 r 二 2 
将 nw 二 nn 一 1,m 二 m 一 1,r 二 7 代入 上 式 , 得 
(nO—1)—(m—1)Tr=2 
经 过 整理 ,得 
1 一 7 十 7 一 2 


若 G 中 没有 悬挂 点 , 则 必 存 在 圈 . 设 C 为 一 个 圈 , 边 e 在 C 上 . 令 G = 二 G 一 e, 所 得 图 G 
仍 连通 ,nn = 二 n,m 一 妈 一 1 一 > 一 1. 由 归纳 假设 得 
7 一 7 十 六 一 2 
一 一 一 = 


1 一 11 十 7 一 2 
得 证 mx 时 结论 也 成 立 . 
推论 。G 是 具有 k(k 三 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 , 则 


1 一 7 十 r 一 有 十 ] 
其 中 ,n,m = 分 别 是 G 的 阶 数 , 边 数 和 面 数 . 
证 明 设 G 的 个 连通 分 交 的 硕 点 数 、 边 数 和 面 数 分 别 为 n;、m; 和 rr;(1 硅 i 三 上 有 ). 由 欧 


Wi — Ws ee 1 委 工 志 有 
求 和 得 
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> ni;— >》， m; 十 >》 3 
显然 , n 二 > Nn = > 1712;。 又 注意 到 每 个 分 文 有 一 个 外 部 面 , 而 CG 只 有 一 个 外 部 面 , 故 


-~ 一 》) ri 一 k 十 1. 代入 上 式 ， 得 到 
n—m 十 r 二 上 十 1 
例 6.17 设 G 是 n(n 宇 3) 阶 m 条 边 的 简单 平面 图 ,证 明 . 
(1) 当 G 是 极 大 平面 图 时 ,m= 二 3n 一 6. 
(2) 当 G 不 是 极 大 平面 图 时 ,mm 二 3n 一 6. 
证 明 只 震 证 明 (1). 由 极 大 平面 图 的 性 质 (2) ,有 
sm 3r 
代入 欧 拉 公式 
n—m 十 全 m 一 2 
整理 得 
mC 二 3n—0 
定理 6.17 设 G 是 连通 的 平面 图 , Wan 少 为 !( 三 3) , 则 


Mm 5 (2 2) 


其 中 ,m 为 G 的 边 数 ,n 为 项 点 数 . 
证 明 由 定理 6. 15 及 本 定理 中 的 条 件 可 知 : 
2m 一 > deg(R a (1) 
其 中 ,r 为 G 的 面 数 .由 于 G 是 连通 的 平面 图 ， 因而 满足 欧 拉 公式 ,从 中 解 出 7 
"二 2 一 nm (a) 


将 式 (2) 代 入 式 (1) ,经 过 整理 ,得 
Mm 5 77 2) 
例 6.18 证 明 K; 和 K, ,都 不 是 平面 图 . 


证 明 天 ; 的 顶点 数 n= 二 5, 边 数 二 10. 车 KK 是 平面 图 , 则 它 的 每 个 面 的 次 数 至 少 为 
3. 由 定理 6. 15 得 


3 | 
ES 


Kss 有 6 个 顶点 ,9 条 边 . 厂 四 , 它 的 每 个 面 的 次 数 至 少 为 4, 由 定理 6.15 得 
9 0 2) 一 8 

是 个 矛盾 ,所 以 开 ; ;也 不 是 平面 图 . 

K;,K;,; 是 两 个 特殊 的 非 平面 图 ,在 平面 图 的 判断 上 起 很 重要 的 作用 . 

在 讨论 平面 图 的 判断 之 前 , 先 介 绍 消 去 2 度 顶 点 ,插入 2 度 顶 点 , 同 胚 ,初等 收缩 等 


沙 


在 图 6.35(a) 中 ,从 左 到 右 的 变换 称 为 消去 2 度 顶点 w. 图 6.35(b) 中 从 左 到 右 的 变换 


如 于 


定义 6.26 如 果 两 个 图 G1 ,Cs 同 构 ,或 经 过 反复 搬入 或 消去 2 度 项 点 后 同 构 , 则 称 Ci 
与 Gs 同 胚 . 

在 图 6. 36 中 ,图 (Cb) 是 经 过 图 (a) 消 去 2 度 顶 点 aye' 择 和信 2 度 顶 点 产 导 而 得 到 的 ,网 (al) 
二 图 (b) 是 同 胚 的 . 

定义 6.27 图 中 边 (w,v) 的 收 固 由 下 面 方法 给 出 : 删 际 边 (u,v) ,将 xz 与 v 重合 ,所 得 顶 
点 记 为 &( 或 ) ,使 wu( 或 v) 关 联 除 边 (w,v) 外 ,原来 与 v 关联 的 一 切 边 . 

在 图 6.37 中 ,图 (a) 中 边 (v ,vs) 的 收 绑 所 得 图 由 图 (b) 中 图 给 出 . 


时 
a 2 U, 
2 3 UI 
C 
Th 
d o f 4 U, 
(a) (a) (b) 
图 6.36 图 6.37 


1930 年 , 库 拉 图 斯 基 (KuratowskiD 给 出 了 一 个 图 是 平面 图 的 充分 必要 条 件 , 这 就 是 下 
面 两 个 定理 , 称 作 库 拉 图 斯 基 定 理 . 因为 证 明 复杂 , 故 省 去 证 明 . 

定理 6.18 一 个 图 是 平面 图 当 且 仪 当 它 不 含 写 K; 同 胚 的 子 图 ,也 不 含 与 上 ;,3 同 胚 的 
子 图 . 

定理 6.19 一 个 图 是 平面 图 当 且 仅 当 它 没 有 可 以 收缩 到 Ks 的 子 图 ,也 没有 可 以 收缩 
到 KK;,; 的 子 图 . 

例 6.19 证 明 图 6.38 中 的 4 个 图 部 是 非 平 面 图 . 

证 明 ”在 图 6.38(a) 中 消去 顶点 a,b,c,d,e, 得 到 KK;, 故 (a) 与 Ks 同 胚 . 由 定理 6. 18， 
它 不 是 平面 图 . 也 可 以 用 定理 6. 19 证 明 (a) 不 是 平面 图 ,收缩 边 (ayvi), (5b,v),(c,vs)， 
(qd,vs),(esvs) ,得 到 KK;. 

图 (b) 称 为 彼得 松 图 ,去掉 两 条 虚线 边 得 到 的 子 图 与 K;,; 同 胚 ,所 以 彼得 松 图 不 是 平面 
图 . 也 可 以 用 收缩 边 得 到 K;. 

图 (Cc) 去 兵 两 条 融 双 杆 的 边 ,得 到 天: ,所 以 它 不 是 平面 图 . 

图 (d) 去 挥 两 条 虚线 边 得 到 的 子 图 与 K: 同 豚 , 所 以 它 不 是 平面 图 . 男 外 ,如 果 保 留 虚 绪 
边 ,去 挥 4 条 带 双 杠 的 边 得 到 的 图 与 K;,; 同 上 肛 . 
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图 6.38 


例 6.20 画 出 所 有 非 同 构 的 6 阶 11 条 边 的 连通 的 简单 非 平 面 图 . 

解 ” 硅 图 G 是 非 平面 图 , 则 它 的 母 图 也 必然 是 非 平 面 图 .已 知 K 和 天 :都 是 非 平 面 
图 ,因而 将 它们 青 增加 硅 干 个 项 点 和 寿 干 条 边 所 得 图 仍然 是 非 平 面 图 . 根据 题目 要 求 ,所 要 
求 的 非 平 面 图 一 定 是 由 天; 增加 一 个 顶点 ,增加 一 条 边 得 到 ,或 由 天 :,: 增 加 2 条 边 所 得 到 的 
图 . 而 由 Ks 增加 一 个 顶点 一 条 边 所 得 的 非 同 构 的 简单 图 只 有 两 个 ,如 图 6. 39(a) 和 (b) 所 示 
的 图 .由 天 :.: 增 加 两 条 边 得 到 的 非 同 构 的 简单 图 也 只 有 两 个 ,如 图 6.39(c) 和 (d) 所 示 的 图 . 


定义 6.28 设 平面 图 G 二 (VV,E),G 有 m 条 边 ej ,es,… ,esr 个 面 Rj,R,,…,R,. 用 下 
述 方法 构造 图 G' ;在 G 的 每 一 个 面 R; 中 任 取 一 点 vw: 作为 G* 的 顶点 . 记 V* = 
(好) .对 每 一 条 边 ej,, 硅 es 是 R; 和 R; 的 公共 边界 (i 关 7), 则 连接 对 应 顶点 vr 和 
wv, 记 忆 2 一 (vi ,vr ).ex 与 es 相交 . 若 e 只 在 G 的 一 个 面 R; 的 边界 中 出 现 , 则 以 R; 中 的 顶 
点 vi 为 顶点 做 环 e? 与 e; 相交 . 记 E* 二 {er ,e? ,ex ). 称 G* 一 (V*,E*) 为 G 的 对 偶 图 . 

在 图 6. 40 中 ,由 实心 点 和 虚线 边 构 成 的 图 为 由 空心 号 和 实 线 边 构 成 的 图 的 对 侦 图 . 

对 偶 图 是 相对 于 平面 角 入 而 言 的 . 同一 平面 图 的 不 同 平面 艇 入 (它们 当然 是 同 构 的 ) 的 
对 偶 图 可 能 不 同 构 . 例如 ,图 6.41(a) 和 (b) 中 空心 点 和 实 线 边 构成 的 图 是 同一 个 平面 图 的 
两 个 平面 能 和 人. 它们 的 对 偶 图 是 实心 点 和 虚线 边 构 成 的 图 . 这 两 个 图 不 同 构 ,一 个 的 最 大 


图 6.41 


从 对 仿 图 的 定义 不 难看 出 ,G 的 对 偶 图 G* 是 连通 的 平面 图 .G 与 G ”的 顶点 数 , 边 数 与 
面 数 之 间 的 关系 由 下 面 定 理 给 出 . 

定理 6.20 设 G* 是 连通 平面 图 G 的 对 偶 图 ,n,m* ,rr 和 nymyr 分 别 为 G 和 CG 的 顶 
尽数 , 边 数 和 面 数 , 则 

(1) n’=r. 

(2) m 一 770. 

(3) r’=n. 

(4) 设 G 的 顶点 vi 在 R; 中 , 则 

d(v: )—=deg(KR;), i1=1,2,"" 7 
证 明 ”由 对 偶 图 的 定义 可 知 ,(1),(2),(4) 的 成 立 是 显然 的 . 下面 证 (3) 成 立 . 
由 于 G 与 6G ”都 是 连通 的 平面 图 ,因而 顶点 数 , 边 数 , 面 数 之 辕 都 满足 欧 拉 公式 : 


1 一 1 十 六 一 2 
1 一 1“ 十 六 一 2 
由 式 @@ 得 
r 二 2 一 nn "十 mm 
将 n 一 六 ,11 三 代 人 式 @@ ,得 
7 一 2 一 7 十 7 
由 式 山 知 ， 
2—rTmo=n 
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在 定理 6. 20 中 ,将 G 连 通 改 为 G 具有 有 &(R 三 2) 个 连通 分 支 的 平面 图 ,定理 的 结论 中 ， 
(1) ,(2) ,(4) 均 不 变 , 只 是 (3) 中 rr* = 二 =n 一 k 十 1( 请 读者 证 明之 ). 

例 6.21 试 证 明 : 平 面 图 G 的 对 偶 图 G ”为 欧 拉 图 当 且 仅 当 G 的 每 个 面 的 次 数 均 为 

证 明 先 证 必要 性 . 只 需 证 ,对 于 任意 的 G 的 面 R;,deg(R,) 为 偶数 . 设 G* 的 顶点 vi 位 
于 RR; 中 ,由 定理 6.20 可 知 ,deg(R;) 二 d(vi ) ,由 于 G 为 欧 拉 图 ,所 以 d(vi ) 为 偶数 ,于 是 
deg(R;) 为 偶数 . 

青 证 充分 性 . 只 需 证 G* 连 通 并 且 无 奇 度 顶 点 . 由 平面 图 的 对 偶 图 都 是 连通 的 ,再 利用 和 定 
理 6. 20 可 知 ,G “各 顶点 的 度数 均 为 偶数 ,所 以 G "为 欧 拉 图 . 

由 例 6. 21 不 难看 出 ,在 G 为 二 部 图 并 且 是 平面 图 , 则 G 的 对 偶 图 G* 均 为 欧 拉 图 . 

最 后 介绍 图 的 着 色 问 题 和 四 色 和 定理 . 

定义 6.29 设 无 癌 图 G 无 环 , 对 G 的 每 个 顶点 涂 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 顶点 涂 不 同 的 颜 
色 , 称 为 图 G 的 一 种 点 着 色 ,简称 着 色 . 知 能 用 & 种 颜色 给 G 的 顶点 着 色 , 则 称 G 是 k- 可 着 
色 的 . 

图 的 关 色 问题 就 是 要 用 尽 可 能 少 的 颜色 给 图 着 色 . 图 6. 42 中 给 出 各 图 的 着 色 , 不 难 验 
证 所 用 的 颜色 数 是 最 少 的 . 图 6.42(a) 和 (b) 是 圈 图 , 偶 圈 要 用 2 种 颜色 , 奇 圈 要 用 3 种 颜 
色 . 图 6. 42(c) 和 (d) 是 轮 图 , 奇 阶 轮 图 要 用 3 种 颜色 , 偶 阶 轮 图 要 用 4 种 颜色 . 


图 6.42 


例 6.22 给 出 图 6.43 所 示 各 图 茵 色 尽 可 能 少 的 着 色 . 


(a) (b) (c) 


图 6.43 
解 ”图 6.43(a) 是 二 部 图 ,可 以 用 两 种 颜色 看 色 , 显 然 它 也 至少 要 用 两 种 颜色 ,如 


图 6. 44(a) 所 示 . 图 6. 43(b) 是 彼得 松 图 ,里 面 的 5 个 顶点 是 一 个 圈 , 要 用 3 种 颜色 . 给 它们 
看 色 后 ,不 难 仍 用 这 3 种 颜色 给 外 面 的 5 个 项 点 者 色 , 如 图 6.44(b) 所 示 . 对 于 图 6. 43(c)， 
先 用 3 种 颜色 给 最 外 面 的 3 个 顶点 着 色 , 然 后 仍 用 这 3 种 颜色 给 中 层 的 3 个 顶点 着 色 . 由 
于 每 个 顶点 都 与 最 外 面 的 2 个 顶点 相 邻 , 故 着 色 的 方法 是 唯一 的 . 最 后 ,最 里 面 的 顶点 由 于 
与 中 层 的 3 个 顶点 相 邻 ,必须 用 第 4 种 颜色 着 色 ,如 图 6. 44(c) 所 示 . 


放 
本命 人 


图 6.44 


看 色 问 题 与 哈密 顿 回路 问题 ,至 今 没 有 找到 有 效 的 算法 . 

图 着 色 问 题 有 关 广 泛 的 应 用 . 当 我 们 试图 在 有 冲突 的 情况 下 分 配 资源 时 ,就 会 日 然 地 
产生 这 个 问题 ， 

例 6.23 一 个 程 大 有 6 个 王 量 zyi 一 1:23w36; 上 其 中 ,Xi 与 商 7 下 W 与 而 17261025 与 
XT49XT63T4 与 Zl X39X5 9T6 3T5 与 Zilyrsyziyz6iz6 与 Xz，X3 XT4 Xs 要 同时 使 用 . 计算 机 编译 
程序 要 给 每 一 个 变量 分 配 一 个 寄存 需 . 为 安全 起 见 , 要 同时 使 用 的 两 个 变量 不 能 分 配 同 一 
个 寄存 器 . 问 编 译 这 个 程序 至 少 要 使 用 几 个 寄存 器 ?如 何 分 配 ? 

解 ” 做 无 器 图 GC 一 人 (V ,下 ) ,其 中 V 王 (zyzoyzay ziyz5y T6} ;EE 二 1{(xi, Xi) | 二 与 天 对 
同时 使 用 ,i 关 j ,i,j 二 1,2,… ,6) ,如 图 6.45 所 示 . ， 

不 难看 出 给 这 个 图 着色 至 少 需 要 3 中 颜色 : x ,Xs ,ze 分 别 春 颜 
色 1,2,3, Xx1 看 颜色 3, x; 看 颜色 1, x; 着 颜色 2. 按照 这 种 方式 分 
配 寄存 器 可 以 保证 不 会 产生 冲突 ,分 配方 案 是 : x ,zs ,xe 分 别 分 配 
寄存 器 1,2,3,， zi 分 配 寄 存 器 3， zs 分 配 寄 存 器 1，zs 分 配 寄 存 
fn 2. 图 6. 45 

在 历史 上 ,着 色 问题 起 源 于 地 图 着 色 . 19 世纪 50 年 代 一 个 青年 
学 生 注 意 到 可 以 用 4 种 颜色 给 英格兰 的 郡 地 图 着 色 ,使 得 相 邻 的 郡 着 不 同 的 颜色 . 在 这 个 
基础 上 ,他 猜想 任何 地 图 都 可 以 用 4 种 颜色 痢 色 . 他 的 肿 各 是 德 摩 根 的 学 生 ,他 把 哥哥 的 这 
个 想法 告诉 了 德 摩 根 . 德 摩根 对 这 个 问题 非常 感 兴趣 并 把 它 公 布 于 众 . 这 就 是 著名 的 四 色 
猜想 . 

地 图 是 连通 无 桥 平 面 图 的 平面 通信 ,每 一 个 面 是 一 个 国家 (或 省 .市 、 区 等 ). 大 两 个 国 
家 有 公共 的 边界 , 则 称 这 两 个 国家 是 相 邻 的 ,对 地 图 的 每 个 国家 涂 上 一 种 颜色 ,使 相 邻 的 国 
家 深 不 同 的 闸 色 , 称 为 对 地 图 的 面 着 色 , 简 称 地 图 着 色 . 地 图 看 色 问 题 就 是 要 用 尺 可 能 少 的 

地 图 的 面 看 色 可 以 转化 成 平面 图 的 点 看 色 . 地 图 是 无 桥 的 平面 图 , 它 的 对 偶 图 无 疾 . 
由 于 地 图 上 的 国家 与 它 的 对 偶 图 的 顶点 一 一 对 应 , 且 两 个 国家 相 邻 当 且 仅 当 对 应 的 顶点 相 
邻 , 因 此 ,可 以 把 地 图 的 面 着 色 转 化 成 它 的 对 偶 图 的 点 着 色 . 由 于 平面 图 的 对 偶 图 是 平面 
图 ,从 而 地 图 看 色 ( 面 着 色 ) 可 以 归结 于 平面 图 的 点 者 色 . 因此 ,四 色 猜 想 的 提 法 后 来 变 成 : 
任何 平面 图 都 是 4- 可 者 色 的 . 1890 年 而 伍德 证 明 任 何平 面 图 和 都 是 5- 可 者 色 的 , 称 作 五 色 秆 
理 . 此 后 一 直 没 有 什么 进展 ,直到 1976 年 两 位 美国 数学 家 阿 佩 尔 和 黑 肯 终于 证 明了 它 , 从 
而 使 得 四 色 猜 想 成 为 四 色 定 理 . 阿 候 尔 和 黑 肯 的 证 明 是 根据 前 人 的 证 明 思 路 ,用 计算 机 完 
成 的 . 他 们 证 明 ,如 果 四 色 猜 想 不 成 立 , 则 存在 一 个 反例 ,这 个 反例 大 约 有 2000 种 (后 来 有 
人 简化 到 600 多 种 ) 可 能 ,然后 他 们 用 计算 机 分 析 了 所 有 这 些 可 能 ,都 没有 导致 反例 ,从 而 证 
明 四 色 猜 想 成 立 . 但 是 ,对 四 色 定 理 的 研究 并 没有 到 此 结束 ,他 们 的 证 明 毕 竞 是 用 计算 机 完 
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成 的 . 寻找 相对 短 的 .能 被 人 阅读 和 检查 的 证 明 , 仍 是 数学 家 追求 的 目标 . 
定理 6. 21( 四 色 定 理 ) 任何 平面 图 都 是 4- 可 着 色 的 . 


习 十 


6.1 无 回 图 G 如 图 6.46 所 示 . 
(1) 写 出 G 的 项 点 集 V 和 边 集 上 ,并 指出 G 的 阶 数 n 和 边 数 mx 各 为 多 少 . 
(2) 写 出 各 顶点 的 度数 ,并 验证 握手 定理 及 握手 定理 的 推论 . 
(3) 求 出 G 的 最 大 度 A 和 最 小 度 0. 
(4) 指出 G 中 的 平行 边 、 环 、 扳 立 点 .悬挂 顶点 与 悬挂 边 . 
(5) 要 使 G 成 为 简单 图 ,至 少 要 去 挥 几 条 边 ? 


图 6.46 


6.2 有 问 图 D 如 图 6.47 所 示 . 
(1) 写 出 DD 中 各 顶点 的 度数 .出 度 和 入 度 , 并 验证 握手 定理 . 
(2) 写 出 吕 的 A,A1 ,A ,6,61 ,6 . 
(3) D 中 有 平行 边 吗 ? 
(4) 要 使 D 成 为 简单 图 ,至 少 要 去 掉 几 条 边 ? 

6.3 已 知 无 癌 图 G 的 边 数 双 =13,3 个 2 度 顶点 ,2 个 3 度 顶点 ,1 个 4 度 顶点 ,其 余 的 顶点 
均 为 5 度 顶 点 . 试 求 G 中 5 度 顶 点 的 个 数 . 

6.4 设 无 问 图 CGC 有 12 条 边 , 已 知 G 中 有 6 个 3 度 顶点 ,其 余 顶 点 的 度数 均 小 于 3, 问 G 中 
至 少 有 几 个 顶点 ? 


6.5 7 阶 无 器 图 中 ,2 上 度 ,3 度 ,4 度 ,5 度 项 点 的 个 数 分 别 为 1,3,2,1. 斌 求 G 的 边 数 m. 
6.6 你 能 男 出 一 个 7 阶 , 每 个 顶点 的 度数 都 是 3 的 无 问 图 吗 ? 
6.7 (1) 请 画 一 个 7 阶 无 回 图 G, 使 各 项 点 的 度数 分 别 为 1,3,3,4,6,6,7. 


(2) 证 明 不 存在 7 阶 无 和 器 简单 图 G, 以 1,3,3,4,6,6,7 为 度数 列 . 

6.8 设 di,d;,…,d， 为 n 个 互 不 相同 的 正 整数 ,证 明 不 存在 以 di ,di;,…,d， 为 度数 列 的 无 
器 简单 图 . 

6.9 设 n 阶 图 G 中 有 和 条 边 : 证 明 : 


3(G) < EACG) 
6.10 无 器 简 单 图 Gi 与 G,; 如 图 6. 48 所 示 , 男 出 它们 的 补 图 ,G 与 G, 中 有 月 补 图 (和 震 图 


CC, 则 称 G 为 自 补 图 ) 吗 ? 
.11 证 明 图 6. 49 所 示 的 两 个 5 阶 无 加 简单 图 C 与 Gs 都 是 日 补 网 . 
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图 6.48 图 6.49 


设 G 为 n(n 三 2) 阶 无 问 人 简单 图 ,证 明 : 夺 G 为 目 补 图 , 则 n==4k 或 n= 二 4k 十 1, 其 中 & 
为 正 整 数 . 

设 Gi 与 Gs 都 是 nn 阶 无 向 简单 图 ,证 明 :G 实 Gs。 当 且 仅 当 Ci 伍 C:. 

已 知 5 阶 3 条 边 的 非 同 构 的 无 癌 简 单 图 共有 4 个 ,试问 5 阶 7 条 边 的 非 同 构 的 无 癌 
简单 图 共有 几 个 ? 

画 出 天 ,的 2 条 边 的 所 有 非 同 构 的 生成 子 图 . 

设 CO ,Cs ,Gs 均 为 4 阶 2 条 边 的 无 问 简单 图 ,证 明 它 们 中 至 少 有 两 个 是 同 构 的 . 

设 G 为 n(n 三 3 且 为 奇数 ) 阶 无 问 简 单 图 ,证 明 G 与 G 中 奇 度 顶点 个 数 相等 . 

无 回 图 G 如 图 6. 50 所 示 . 

(1) G 中 最 长 的 圈 长 为 几 ? 最 短 的 圈 长 为 几 ? 

(2) G 中 最 长 的 和合 单 回路 长 度 为 几 ? 最 短 的 简单 回路 长 度 为 几 ? 

(3) 求 出 G 的 6,A,xk,A. 


图 6.50 


有 问 图 D 如 图 6. 51 所 示 . 

(1) D 中 有 多 少 条 非 同 构 的 初级 回路 ( 圈 )? 有 和 多少 条 非 同 构 的 简单 回路 ? 

(2) 求 a 到 4 的 短程 线 和 距离 . 

(3) 求 d 到 a 的 短程 线 和 距离 . 

(4) D 是 哪 类 连通 图 ? 

设 G 为 风 阶 无 向 简单 图 ,和 若 G 不 连通 ,证 明 G 的 补 图 G 必 连 通 . 

6 阶 2- 正 则 图 有 几 种 非 同 构 的 情况 ? 

已 知 3- 正 则 图 G 的 阶 数 与 边 数 mx 满足 m= 二 2n 一 3, 证 明 G 只 有 两 种 非 同 构 的 
写 出 图 6. 46 的 关联 和 矩阵. 

设 有 回 图 万 一 (下 ), 其 中 疼 一 (ay 下 一 (elyeryeiyelyeg) ,其 关联 矩阵 
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如 下 
1 1 0 1 1 
z 0 —1 1 0 0 
M(D) = 
0 0 —1 —1 一 1 
-1 0 0 0 0 
求 : 


(1) 各 顶点 的 和信 度 .出 度 和 度数 . 

(2) 平行 边 . 

有 向 图 吕 ==(V ,EF) 如 图 6.51 所 示 . 

(1) D 中 a 到 4 长 度 分 别 为 1,2,3,4,5 的 通路 各 有 和 多少 条 ? 
(2) D 中 a 到 4 长度 小 于 等 于 3 的 通路 有 多 少 条 ? 

(3) DD 中 a 到 自身 长 度 为 1,2,3,4,5 的 回路 各 有 多 少 条 ? 
(4) 万 中 民 到 目 身 长 度 小 于 等 于 3 的 回路 有 多 少 条 ? 

(5) D 中 长 度 等 于 5 的 通路 (不 含 回 路 ) 有 多 少 条 ? 

(6) 中 长 度 等 于 5 的 回路 有 多 少 条 ? 

(7) D 中 长 度 小 于 等 于 5 的 通路 有 和 多少 条 ? 其 中 有 多 少 条 是 回路 ? 
(8) 写 出 DD 的 可 达 和 矩阵 . 

无 各 图 G 如 图 6. 46 所 示 , 求 : 

(1) a 到 < 长度 为 1,2,3,4 的 通路 数 . 

(2) a 到 自身 长 度 为 1,2,3,4 的 回路 数 . 

(3) G 的 可 达 和 矩阵 . 


议 无 问 图 G 中 只 有 两 个 柯 度 顶 氮 & 和 w, 证 明 ; w 写 v 必 和 连通. 
议 为 无 环 无 问 图 G 中 一 条 割 边 的 一 个 闯 点 ,证 明 : wv 为 割 点 当 且 仪 当 wv 不 是 巧 挂 
顶点 ， 


判断 图 6. 52 所 示 3 个 图 中 ,哪些 是 二 部 图 ? 将 是 二 部 图 的 画 出 标准 形式 . 


a 人 \\ 
d 
b \ f 8 
d 
e J 
(a) (b) (c) 
图 6.52 


n 为 何 值 时 , 圈 图 C, 为 二 部 图 ? 

n 为 何 值 时 ,K, 为 二 部 图 ? 

为 什么 轮 图 W,; 不 是 二 部 图 ? 

今 有 甲 , 乙 ,两 3 人 去 完成 任务 c,p,c, 已 知 申 能 胜任 wa,p,c, 乙 能 胜任 ,2， 丙 能 胜任 
bc. 做 二 部 图 CG= 王 《Vi 天 ), 其 中 ,太一 (甲乙 ,两 上 Vs 一 (ay pc), 瑟 一 
{(xo)lxzEVwoEV ,并 且 v 能 胜任 v}. 请 画 出 G 的 图 形 , 并 且 根 据 图 形 给 出 尽量 多 
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的 分 配 任务 方案 ,使 得 每 个 人 去 完成 自己 能 胜任 的 一 项 任务 . 
图 6. 53 中 各 二 部 图 是 否 满足 相 异 性 条 件 ? 是否 满足 1 条件? 是 否 有 完备 匹配 ? 


VY1 | | Vo V3 Va WV 了 13 Va 
(a) (b) (5) 
图 6.53 


某 公 司 有 6 个 部 门 要 招聘 员工 ,限定 每 位 应 聘 者 至 多 申请 2 个 部 门 , 考 核 结 果 有 10 
人 符合 条 件 . 根据 这 10 人 的 申请 ,每 个 部 门 至 少 有 2 人 申请 . 问 : 这 6 个 部 门 是 否 
都 能 招聘 到 人 ? 为 什么 ? 

有 4 名 学 生 被 录取 为 硕士 研究 生 ; 张 生 , 王 庆 , 李 民 和 赵 久 ,有 4 位 硕 导 : 刘 教 授 , 孙 
教授 , 周 教授 和 宋 教授 . 学 生 报 考 导 师 的 情况 如 下 : 张 生 报 考 刘 教授 和 宋 教 授 , 王 庆 
报考 孙 教 授 和 周 教授 , 李 民 报考 刘 教 授 、. 孙 教授 和 周 教 授 , 赵 久 只 报考 周 教授 . 问 : 4 
位 教授 是 否 能 恰好 每 人 录取 一 名 硕士 人 研究生 ? 

男 出 一 些 无 癌 人 简单 欧 拉 图 ,要求 

(1) 偶数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 

(2) 奇数 个 顶点 ,奇数 条 边 . 

(3) 偶数 个 顶点 ,奇数 条 边 . 

(4) 奇数 个 顶点 ,偶数 条 边 . 

(1) 在 什么 条 件 下 无 癌 完 全 图 K; 为 欧 拉 图 ? 

(2) 在 什么 条 件 下 有 问 完 全 图 为 欧 拉 图 ? 

(3) 在 什么 条 件 下 轮 图 W, 为 欧 拉 图 ? 

(4) 在 什么 条 件 下 完全 二 部 图 K,,, 为 欧 拉 图 ? 

(1) 在 什么 条 件 下 无 癌 完 全 图 K, 为 哈密 顿 图 ? 

(2) 在 什么 条 件 下 有 癌 完 全 图 为 哈密 顿 图 ? 

(3) 在 什么 条 件 下 W, 为 哈密 顿 图 ? 

(4) 在 什么 条 件 下 K,,, 为 哈密 顿 图 ? 

夯 一 个 简单 有 问 图 ,使 它 

(1) 既是 欧 拉 图 ,又 是 哈密 顿 图 . 

(2) 是 欧 拉 图 ,但 不 是 哈密 顿 图 . 

(3) 不 是 欧 拉 图 ,但 是 哈密 顿 图 . 

(4) 既 不 是 欧 拉 图 ,也 不 是 哈密 顿 图 . 

证 明 : 有 桥 的 图 不 是 哈密 顿 图 . 

证 明 : 有 桥 的 图 不 是 欧 拉 图 . 

图 6. 54 中 哪些 有 欧 拉 回路 ? 哪些 有 欧 拉 通路 但 无 欧 拉 回路 ?为 什么 ? 

图 6. 55 中 哪些 有 欧 拉 回路 ? 哪些 有 欧 拉 通路 但 无 欧 拉 回路 ?为 什么 ? 

图 6. 56 中 哪些 有 哈密 顿 回路 ?哪些 有 哈密 顿 通路 但 无 哈密 顿 回路 ? 为 什么 ? 
判断 图 6. 57 所 示 两 个 图 是 否 为 哈密 顿 图 . 


起 9 汗 


高 族 数 学 (和 争 3 版 ) 


bp 
I A AI] 
| 3 oo 


| 


图 6.57 
一 名 至 年 生活 在 城市 A ,准备 假期 到 郊区 景点 B,C,D 去 旅游 ,然后 回 到 A. 图 6. 58 


给 出 了 A,B,C,D 的 位 置 及 它们 之 间 的 距离 (公里 ). 问 该 青年 如 何 走 行程 最 短 ? 

某 工厂 生产 由 6 种 不 同 颜色 的 纱 织 成 的 双色 布 .已 知 在 品种 中 ,每 种 颜色 至 少 分 别 和 
其 他 5 种 颜色 中 的 3 种 颜色 相 搭配 .证 明 可 以 挑 出 3 种 双色 布 , 它 们 恰 有 6 种 不 同 的 
颜色 . 

求 图 6. 59 所 示 非 连通 的 平面 图 各 面 的 次 数 , 并 验证 定理 6.15( 即 各 面 次 数 之 和 等 于 
边 数 的 两 倍 ). 

试 将 图 6. 60 所 示 的 平面 图 的 内 部 面 Ri 变 成 外 部 面 . 

证 明 图 6. 61 所 示 无 回 图 为 极 大 平面 图 . 

硅 G 是 一 个 非 平 面 图 并 且 任 意 删 除 一 条 边 后 都 是 平面 图 , 则 称 G 是 极 小 非 平 面 图 . 
试 给 出 两 个 7 阶 的 非 同 构 的 极 小 非 平面 图 . 
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图 6.60 图 6.61 


已 知 具 有 3 个 连通 分 支 的 平面 图 G 有 4 个 面 ,9 条 边 , 求 G 的 阶 数 . 
证 明 图 6. 62 所 示 两 个 图 均 为 非 平面 图 . 


(a) (b) 


图 6.62 图 6.63 


证 明 图 6. 63 所 示 无 器 图 为 平面 图 . 

画 出 轮 图 Ws 的 对 偶 图 Ws; ,并 证 明 W; 宇 W3;. 

G 为 n 阶 m 条 边 , 每 个 面 的 次 数 至 少 为 4 的 连通 的 平面 图 ,证 明 ;m 夺 2n 一 4. 

给 下 列 各 图 的 顶点 厦 色 最 少 要 用 多 少 种 颜色 ? 

(1) 7 阶 半 图 C;. 

(2) 8 阶 圈 图 Cs. 

(3) 9 阶 轮 图 W. 

(4) 10 阶 轮 图 Wo. 

(5) n 了 完全 图 KK，. 

(6) 二 部 图 KK,,,. 

给 图 6. 56 中 各 图 用 尽量 少 的 颜色 看 色 ， 

某 大 学 计算 机 专业 三 年 级 有 5 中 门 选修 课 , 其 中 课程 1 与 2,1 与 3,1 与 4,2 与 4,2 与 
5,3 与 4,3 与 5 均 有 人 同时 选修 .问安 排 这 5 门 课 的 考试 至 少 需 要 几 个 时 间 段 ? 
假设 当 两 台 无 线 发 射 设备 的 距离 小 于 200 公里 时 不 能 使 用 相同 的 频率 . 现 有 6 台 六 


起 9 坟 


高 邢 数学 ( 务 3 版 ) 


备 , 表 6.1 给 出 它们 之 间 的 距离 , 问 : 它们 人 至少 需要 几 个 不 同 的 频率 ? 


表 6.1 

1 0 120 250 345 160 180 
0 125 240 150 210 
3 0 160 320 380 
4 0 Wop 321 
5 0 100 
6 0 


6.64 有 6 名 博士 生 要 进行 论文 答辩 ,答辩 委员 会 的 成 员 分 别 为 Al 王 { 张 教 授 , 李 教 授 , 王 
教授 ) ,A, 王 {于 教 授 , 赵 教授 , 刘 教 授 } ,A; 二 1{ 张 教 授 , 刘 教授 , 王 教 授 ) ,A 二 ( 赵 教 
授 , 刘 教授 , 王 教 授 },A;s 王 ( 张 教授 ,于 教授 , 孙 教 授 },As 王 {于 教授 , 刘 教 授 , 王 教 
授 ) ,那么 这 次 论文 党 办 必须 安排 在 多 少 个 不 同 的 时 间 ? 


第 章 
—/ 树 及 其 应 用 


树 是 图 论 中 最 重要 的 概念 之 一 . 它 在 许多 领域 中 ,特别 是 在 计算 机 科学 领域 中 得 到 了 广 
泛 的 应 用 . 本章 介绍 无 问 树 及 有 回 树 的 概念 .性质 及 其 应 用 . 

在 本 草 开 始 之 前 ,做 一 个 声明 ; 本 章 所 谈 回 路 均 指 初级 回路 或 向 单 回路 . 

谈 到 树 ,日 然 会 想起 上 然 界 的 树 , 有 和 树 根 、 树 村、 树叶 .在 图 论 中 讨论 树 时 ,有 些 术 语 就 来 
源 于 目 然 寞 的 树 . 


7.1 无 向 树 
7.1.1 无 向 树 的 定义 及 其 性 质 


定义 7.1 连通 不 含 回 路 的 无 向 图 称 为 无 向 树 , 简 称 为 树 . 常用 工 表 示 一 棵 树 . 每 个 连 
通 分 支 都 是 树 的 非 连通 无 回 图 称 为 森林 . 平凡 图 称 
为 平凡 树 . , 人 
在 图 7.1 中 ,图 (a) 为 平凡 树 , 图 (b) 为 2 棵 树 组 
成 的 森林 ,图 (c) 为 1 棵 无 向 树 . 

设 T 二 (V ,EE) 为 一 棵 无 问 树 ,vEV. 硅 d(v) 二 人 
1; 则 称 包 为 工 的 树叶 .图 7.1(c) 中 ,a,b,c,d 均 为 树 (a) (b) 
叶 . 若 d(v) 宇 2, 则 称 wv 为 分 支点 ,e,f,g 均 为 分 
文 点 . 

下 述 定 理 给 出 树 的 多 条 充分 必要 条 件 . 

定理 7.1 设 G=(V,E),|V|==n,|E|==m. 下 面 各 命题 是 等 价 的 : 

(1) G 连通 不 含 回 路 ( 即 G 为 树 ); 

(2) G 的 每 对 顶点 之 间 有 唯一 的 一 条 路 径 ; 

(3) G 是 连通 的 , 且 么 一 7 一 1 

(4) G 中 无 回路 , 且 区 二 nn 一 1; 

(5) G 中 无 回路 ,但 在 G 的 任何 两 个 不 相 邻 的 顶点 之 间 增 加 一 条 新 边 ,就 得 到 唯一 的 一 
条 初级 回路 ; 

(6) G 是 连通 的 ,但 删 去 任何 一 条 边 后 ,所 得 图 就 不 连通 , 即 G 的 每 条 边 均 为 桥 . 

证 明 (1) 之 (2). 设 xpo 为 G 中 任意 两 个 顶点 .由 G 的 连通 性 ,u,v 之 间 有 通路 ,因而 
必 有 路 径 . 硅 路 径 多 于 一 条 , 必 形 成 回路 ,这 与 G 中 无 回路 予 盾 . 
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(2) 之 (3). 由 于 CG 中 任意 两 个 顶点 之 间 均 有 路 径 ,所 以 任意 两 个 顶点 均 是 连通 的 , 故 CG 
是 连通 的 . 下面 用 第 二 数学 归纳 法 证 明 m 二 nn 一 1. 

当 nn 二 1 时 ,G 为 平凡 树 ,m 二 0, 结论 显然 成 立 . 

设 n 硅 k(k 宇 1) 时 结论 成 立 , 证 明 nn 二 上 十 1 时 结论 也 成 了 并. 设 e 二 (u,v) 为 G 中 一 条 边 , 由 
(2) 知 u,v 之 间 除 路 径 wuv 外 ,无 别 的 通路 ,因而 G 一 e 得 两 个 连通 分 文 Gil 与 Gs. 设 它们 的 项 
点 数 和 边 数 分 别 为 mm ,zz ;mi ,mz. 易 知 nm 三 k 有 目 ns 夺 kk. 由 归纳 假设 得 二 一 1 ,ms 二 nn 一 
1. 从 而 区 二 区 十 mj 十 1 二 jy 一 1 十 ns 一 1 十 1 二 nn 一 1. 

(3) 之 (4). 只 要 证 明 G 中 无 回路 . 硅 G 中 有 回路 ,从 回路 中 删 去 任意 一 条 边 后 ,所 得 图 
仍然 连通 ,各 所 得 图 中 再 有 回路 ,再 从 回路 中 删 去 一 条 边 ,下 到 所 得 图 中 无 回路 为 止 . 设 共 删 
去 r(r 宇 1) 条 边 所 得 图 为 G.G 无 回路 ,但 仍 是 连通 的 , 即 G 为 树 . 由 (1) 地 (2) 过 (3), 所 以 
G 中 天 二 nn 一 1 而 nn 二 nym 一 7 一 r. 于 是 得 区 一 r 二 nn 一 1; 即 区 一 n 一 1 十 r(r 宇 1) ,这 与 已 知 


条 件 予 盾 . 
(4) 二 (5). 由 条 件 (4) 匈 证 G 是 连通 的 . 否则 设 C 有 RCR 二 2) 个 连通 分 文 G1 ,Cs ，…， 
(ri. 设 (ri 有 ni 个 顶点 a 01; 条 边 ,i 二 1 :4 "°° sk. 中 (4) 知 , 每 个 连通 分 文 都 是 树 ， 由 (1) 之 (2) 一 


(3) ,因而 71 三 风 一 1 一 1,2,…,R. 于 是 1 一 1 十 7 十 … 十 大 一 172 十 1 十 7 十 1 十 … 十 7 十 1 
一 7 十 RCR 二 2) 这 与 已 知 妈 一 1 一 1 下 眉 .因而 C 是 连通 的 ,又 是 无 回路 的 , 即 C 是 树 . 由 (1) 
一 (2),G 中 任意 两 个 不 相 邻 的 顶点 uv 之 间 存 在 唯一 的 路 径 P。,P,。 再 加 新 边 (u,u) 形 成 
唯一 的 圈 ， 

(5) 全 (6). 首先 证 明 G 是 连通 的 . 否则 设 Gi,G; 是 G 的 两 个 连通 分 支 .vi 为 Ci 中 的 一 
个 顶点 ,vs 为 Gs 中 的 一 个 顶点 .在 G 中 加 边 (w,w) 不 形成 回路 ,这 与 已 知 条 件 予 盾 . 寿 G 
中 存在 边 e 二 (u,v),G 一 e 仍 连通 ,说 明 在 G 一 e 中 存在 w 到 w 的 通路 . 此 通路 与 e 构成 G 中 
回路 ,这 与 G 中 无 回路 予 盾 . 

(6) 之 (1). 只 需 证 G 中 无 回路 .大 G 中 会 回路 C ,删除 C 上 任何 一 条 边 后 ,所 得 的 图 仍 
连通 ,与 (6) 中 条 件 歼 眉 . 

除了 由 定理 7.1 给 出 的 树 的 充分 必要 条 件 外 , 树 还 有 下 述 重 要 的 必要 条 件 . 

定理 7.2 设 T 二 (V,E) 是 nn 阶 非 平 凡 的 无 回 树 , 则 工 至 少 有 两 片 树叶. 

证 明 由 树 的 定义 易 知 , 非 平凡 的 树 中 ,任何 顶点 的 度数 均 大 于 等 于 1. 设 G 中 有 个 1 
度 顶 点 , 即 & 片 树叶 , 则 其 余 ?2 一 个 分 支点 的 度数 均 大 于 等 于 2. 由 握手 定理 可 知 

2m= 2d(v;) 宇 k 二 2(n—k) 

由 定理 7.1 知 mm 二 n 一 1, 代 入 上 式 , 得 三 2. 这 说 明 林 至少 有 两 片 树叶 . 

例 7.1 已 知 一 棵 无 向 树 工 中 有 4 度 ,3 度 ,2 度 的 分 支点 各 1 个 ,其 余 的 顶点 均 为 树 
叶 , 问 工 中 有 几 记 树叶? 

解 设 工 有 zz 片 树 叶 , 则 工 的 阶 数 2 一 3 十 z, 由 定理 7.1 及 握手 定理 得 

4 十 2z 一 4 十 3 十 2 十 工 

解 出 zx 二 5, 即 荆 有 5 所 树叶 . 

例 7.2 满足 例 7.1 中 度数 列 的 无 癌 树 在 同 构 的 意义 下 是 唯一 的 吗 ? 

解 ”在 同 构 意 义 下 不 是 唯一 的 .图 7.2 所 示 的 两 棵 树 的 度数 列 均 满 足 例 7.1, 但 它们 是 
韭 同 构 的 . 
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(b) 
图 7.2 


例 7.3 男 出 6 阶 所 有 非 同 构 的 无 癌 树 . 

解 ” 设 所 求 树 的 项 点 数 为 n, 边 数 为 m. 帧 设 已 知 ,n 二 6. 
(1) 由 无 问 树 的 性 质 可 知 ,m 二 n 一 1 二 5; 

(2) 由 树 的 定义 可 知 ,1] 和 过 du) 过 5 一 1,2， ,5; 

(3) 由 握手 定理 可 知 


5 
> vd(u) = 2 S10 
t= 1 


将 10 度 分 配给 6 个 顶点 ,由 以 上 的 分 析 可 知 , 只 有 下 面 5 种 分 配方 条 : 
,1 ,1 ,5; 


5 
显然 不 同 的 度数 方案 对 应 的 无 回 树 是 非 同 构 的 . 同时 还 应 该 特别 注意 ,同一 种 方案 可 能 对 
应 不 止 1 棵 非 同 构 的 树 .在 以 上 5 种 方案 中 ,由 对 应 2 棵 非 同 构 的 无 回 树 , 巾 3 度 顶 点 是 否 
夹 在 两 个 2 度 顶点 之 间 而 定 . 其 余 4 种 方案 各 对 应 1 棵 非 同 构 的 树 . 所 得 6 棵 非 同 构 的 树 如 
图 7. 3 所 示 . 其 中 图 7. 3(d) 与 (e) 都 对 应 方案 由 ;图 7.3(a),(b),(c) 分 别 对 应 方案 中 ,多 ， 
@ ;图 7.3() 对 应 方案 @. 

例 7.4 画 出 度数 列 为 1,1,1,2,2,2,3 的 所 有 非 同 构 的 7 阶 无 向 树 . 

解 ” 画 出 所 有 7 阶 非 同 构 的 无 问 树 不 是 易 事 ,但 当 n 较 小 时 还 是 容易 画 出 的 . 本 题 是 7 
阶 韭 同 构 无 向 树 度数 分 配方 案 中 的 一 种 , 它 有 3 个 2 度 顶 点 ,1 个 3 度 顶点 ,3 度 顶 点 与 1 个 
2 度 顶 点 相 邻 ;与 2 个 2 度 顶点 相 邻 ;与 3 个 2 度 顶点 都 相 邻 ,所 得 3 棵 树 显然 是 非 同 构 的 ， 
再 无 其 他 情况 ,所 以 共有 3 棵 非 同 构 的 树 ,如 网 7.4(a),(b),(c) 所 示 . 


(a) (b) (©) 


(d) (e) (f) (a) (b) (c) 


图 7.3 图 7.4 


A 
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7.1.2 生成 树 


定义 7.2 设 G==(V,E) 是 无 向 连通 图 ,T 是 G 的 生成 子 图 ,并 且 工 是 树 , 则 称 工 是 G 
的 生成 树 .CG 在 工 中 的 边 称 为 工 的 树枝 .G 不 在 TT 中 的 边 称 为 的 强 . 了 的 所 有 弦 的 集合 
的 导出 和子 图 称 为 工 的 余 树 . 

根据 定理 7.1, nn 阶 m 条 边 的 连通 图 的 生成 树 有 nn 一 1 条 树 校 和 x 一 nn 十 1 条 弦 . 

在 图 7.5 所 示 图 中 ,图 (b) 为 图 (a) 的 一 棵 生成 树 ,图 (c) 为 图 (b) 的 余 树 .注意 , 余 树 虽然 
称 做 “ 树 ”, 但 它 不 一 定 连 通 ,也 不 一 年 不 含 回 路 ,因而 余 树 不 一 定 是 树 ,更 不 一 定 是 生成 树 . 


如 d | d a 


(a) (b) (c) 
图 7.5 


定理 7.3 任何 无 问 连 通 图 G 都 存在 生成 树 . 

证 明 硅 G 中 无 回路 , 则 G 是 树 , 于 是 G 本 对 就 是 G 的 生成 树 . 右 G 中 会 回 路 C ,在 C 
中 任意 删 去 一 条 边 ,不 影响 图 的 连通 性 . 奋 所 得 图 中 还 有 回路 ,就 在 此 回路 中 再 删 去 一 条 边 . 
继续 这 一 过 程 ,直到 所 得 图 中 无 回路 为 止 . 设 最 后 的 图 为 工 ;, 则 工 是 G 的 生成 树 . 

推论 ” 设 n 阶 无 回合 单 连通 图 G 中 有 mx 条 边 , 则 mm 三 nn 一 1. 

证 明 ”由 定理 7.3 可 知 ,G 中 存在 生成 树 . 设 生成 树 中 有 mx 条 树枝 ,m = 二 =n 一 1. 因而 ， 
m 宇 m’ =n 一 1. 


例 7.5 给 出 图 7.6(a) 中 所 示 图 的 两 株 非 同 构 的 生成 树 TT， 和 了; ,并 指出 它们 的 树 校 
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图 7.6 


解 ”在 图 7.6(b) 和 (ce) 中 , 实 边 所 示 的 图 部 是 图 7.6(a) 的 生成 树 , 设 它们 分 列 为 TT 和 
T; ,它们 显然 是 非 同 构 的 . es ,es ,es ;es 为 TT 的 树 校 ,ei ,es 为 TD 的 强 .e@e1,es,e4ses 为 T 的 
树 校 ,e3 ,es 为 T 的 强 . 

例 7.6 设 G=(V ,EF) 为 无 回 连 通 图 , 试 分 析 G 中 什么 梓 的 边 不 在 G 的 任何 生成 树 中 ? 
什么 样 的 边 在 G 的 任何 生成 树 中 ? 

解 大 G 中 有 环 , 因 为 环 为 回路 ,所 以 环 不 能 在 任何 生成 树 中 . 寿 G 中 有 桥 , 则 桥 在 任 
何 生 成 树 中 ,否则 得 到 的 生成 树 是 不 连通 的 ,这 与 树 的 定义 相 矛 盾 . 

在 实践 中 ,有 时 不 仪 需要 用 图 表示 事物 之 间 是 否 有 某 种 关系 ,而 且 需 要 用 数量 来 进一步 
表示 这 种 关系 .例如 ,一 张 公路 图 ,不 仅 要 表示 出 两 个 城市 之 则 是 否 有 公路 ,而 且 要 标 出 公里 
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的 长 度 . 为 此 ,可 以 用 顶点 表示 城市 ,用 边 表示 两 个 城市 之 间 有 一 条 公路 ,并 把 这 条 公路 的 长 
度 标 在 这 条 边 的 旁边 . 这 就 是 带 权 图 . 

定义 7.3 对 图 G 的 每 条 边 e 附加 上 一 个 实数 w(e), 称 w(e) 为 边 e 的 权 .G 连同 附加 
在 各 边 的 权 称 为 审 权 图 , 管 记 作 G 二 (V ,E,W). 

定义 7.4 设 无 向 连通 带 权 图 G 二 (V ,E,W),T 是 G 的 一 棵 生成 树 .TT 各 边 的 权 之 和 称 
为 工 的 权 , 记 作 W(T).G 的 所 有 生成 树 中 权 最 小 的 生成 树 称 为 G 的 最 小 生成 树 . 

下 面 介 绍 求 最 小 生成 树 的 避 圈 法 (人 ruskal 算法 ). 

设 n 阶 无 向 连通 带 权 图 G 二 (VV ,E,W) 有 m 条 边 .不 妨 设 G 中 没有 环 ( 若 有 环 ,将 所 有 的 
环 删 去 ) ,将 m 条 边 按 权 从 小 到 大 顺序 排列 , 设 为 ej ,es ,… ,e,. 

取 尼 ] 在 T 中 ,然后 依次 检查 C2 ye3ay yen。 和 e; 与 1 中 的 边 不 能 构成 回路 , 则 取 E: 在 上 
中 ,人 否则 和 莽 去 ej. 

例 7.7 某 单位 建设 局 域 网 需要 铺设 光缆 , 光缆 连 接 的 建筑 物 的 位 置 .建筑 物 之 间 可 以 
铺设 光 统 的 线路 及 线路 的 长 度 ( 单 位 : m) 如 图 7.7 所 示 . 问 : 如 何 铺设 才能 使 光 绕 的 总 长 
度 最 短 ? 

解 ”根据 题目 的 要 求 , 应 该 按照 图 的 一 株 最 小 生成 树 铺设 光 统 . 用 避 圈 法 依次 取 边 如 
Fs CCD), (FSO) CGI (GH), (AC); BC) (HDD), (B;E). 求 得 图 的 最 小 生 
成 树 如 7. 8 所 示 . 光缆 总 长 度 为 

2 十 2 十 3 十 3 十 4 十 35 二 5 十 7 二 31(m). 
当然 ,最 小 生成 树 不 是 唯一 的 . 如 可 以 用 (A,D) 代 兰 (A,C), 用 (E, 下 ) 代 替 (B,E)，, 总 长 度 


不 变 . 


7.2 根 树 及 其 应 用 


一 个 有 癌 图 D, 如 来 略 去 各 边 的 方 呵 后 所 得 无 癌 图 为 无 癌 树 , 则 称 D 为 有 回 树 . 在 有 问 
树 中 ,最 重要 的 是 根 树 , 它 在 计算 机 专业 的 数据 结构 ,数据 库 等 专业 课程 中 占据 极其 重要 的 
位 置 . 本 证 主要 讨论 根 树 及 它 的 应 用 . 


7.2.1 和 根 树 及 其 分 类 


定义 7.5 一 棵 非 平 几 的 有 问 树 ,如 果 有 一 个 顶点 的 入 度 为 0, 其 余 顶 点 的 入 度 均 为 1， 
则 称 些 有 癌 树 为 根 树 . 在 根 树 中 ,入 度 为 0 的 顶点 称 为 树 根 ;入 度 为 1 ,出 度 为 0 的 顶点 称 为 
树叶 ;入 度 为 1 ,出 度 大 于 0 的 顶点 称 为 内 点 ,内 点 和 树 根 统称 为 分 支点 . 


A 
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图 7. 9(a) 为 一 棵 根 树 .vo 为 树 根 ,w ,v3 ,vs ,ve ,vi 均 为 树 时 ,oz ,us 为 内 后 ,vo ,vs yu 为 
分 文 点 .在 男根 树 时 ,今后 总 是 把 树 根 放 在 最 上 
方 , 有 问 边 的 方 癌 都 癌 下 或 回 斜 下 方 , 有 癌 边 的 
方向 均 省 去 ,如 将 图 7. 9(a) 夯 成 (b) 的 样子 . 

在 根 树 中 ,从 树 根 到 任 一 项 点 v 的 通路 长 度 
称 为 v 的 层 数 , 记 作 Lv), 称 层 数 相同 的 项 点 在 
同一 层 上 . 层 数 最 大 顶点 的 层 数 称 为 树 高 , 记 
h(T) 为 根 树 工 的 高 度 . 在 图 7.9 所 示 根 树 工 中 ， 
树 根 zw 处 在 第 0 层 上 ,i(vwo)= 二 0,wi ;vo ,vs 处 在 
第 1 层 上 ,li(v;) 二 1 ,1 二 1,2,3. wsvs 处 在 第 2 层 上 ,ui) 王 2 一 4,5. ve ,vz 处 在 第 3 层 上 ， 
lu) 一 3,R 一 6,7. h(T) 二 3. 有 的 书 上 规定 , 树 根 的 层 数 为 1, 它 的 下 一 层 顶 点 的 层 数 为 2， 


ne . 布 望 读者 注意 区 分 . 
一 棵 根 树 可 以 看 成 一 哥 家 族 树 . 
右 顶 点 & 邻接 到 顶点 5, 则 称 5 为 a 的 儿子 ,a 为 2 的 父亲 ; 右 2,c 的 父亲 相同 , 则 称 5,c 


为 兄弟 ; 奢 a 闫 d, 晶 a 可 达 4 , 则 称 < 为 4 的 祖先 ,d 为 a 的 后 代 . 

在 图 7.9 中 ,vw ,vs,vs 是 兄弟 ,它们 的 父亲 是 vo. vw,vs 是 兄弟 ,它们 的 父亲 是 vo. ve ,vi 
是 兄 融 ,它们 的 父亲 是 w. vo 以 外 的 所 有 顶点 都 是 vo 的 后 代 ,w 是 它们 的 祖先. 

在 根 树 全 中 , 设 a 是 一 个 非 根 顶点 , 称 a 及 其 后 代 导 出 的 子 图 工 为 工 的 以 a 为 根 的 根 
子 树 . 

定义 7.6 如 果 将 根 树 每 一 层 上 的 顶点 都 规定 次 序 ,这样 的 根 树 称 为 有 序 树 . 

次 序 可 全 标 在 顶点 处 ,也 可 以 全 标 在 边 上 . 标 出 的 次 序 不 一 是 是 连续 的 数 . 

根据 根 树 各 分 文 点 有 儿子 的 多 少 , 以 及 顶点 是 否 排序 ,可 将 根 树 分 成 右 干 类 . 

定义 7.7 设 了 为 一 棵 非 平 凡 的 根 树 . 寿 了 工 的 每 个 分 支点 至 多 有 rr 个 儿子 , 则 称 工 为 
元 树 ; 右 了 工 的 每 个 分 文 点 午 愉 有 7 个 儿子 , 则 称 工 为 了 元 正则 树 ; 右 了 元 树 工 是 有 订 的 , 则 
称 了 为 r 元 有 序 树 ; 硅 r 元 正则 树 人 是 有 序 的 , 则 称 荆 是 r 元 有 序 正则 树 ; 硅 本 是 7 元 正则 
树 , 且 所 有 树叶 的 层 数 均 为 树 高 h(T), 则 称 工 为 r 元 完全 正则 树 ; 蔡 本 是 7 元 完全 正则 树 ， 
且 开 是 有 序 的 , 则 称 工 为 rr 元 有 序 完 全 正则 树 . 

在 所 有 的 7 元 树 中 ,2 元 树 最 重要 ,2 元 树 叉 称 为 2 叉 树 ， 

下 面 讨 论 2 元 树 的 应 用 . 


7.2.2 最 优 树 与 哈 夫 曼 算 法 
定义 7.8 设 _ 元 树 a 有 i 片 树叶 UlsUss ii , 权 分 别 为 TO 9 TU ”TO ,入 多 4) = 
> ul(w) 为 工 的 权 , 其 中 lw) 是 wi 的 层 数 .在 所 有 有 + 片 树叶 且 权 分 别 为 wi va mu 


的 2 元 树 中 , 权 最 小 的 2 元 树 称 为 市 权 wi ,tws，,… ,wi 的 最 优 2 元 树 . 

在 图 7.10 中 所 示 的 3 棵 树 Ti,T;,T 都 是 权 为 1,3,4,5,6 的 2 元 树 , 它 们 的 权 分 别 
为 : W(T1) 二 (1 十 4 十 5)X2 十 (3 十 6)X3 二 47,W(T,) 一 3X1 十 4X2 十 5X3 十 (1 十 6)X4= 
54,W(T,) 二 (6 十 3 十 5)X2 十 (1 十 4) X3==43. 
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i 


下 面 给 出 求 最 优 2 元 树 的 算法 . 

Huffman 算法 : 

给 定 实 数 wi ,ws ，… ,tw,. 

(1) 作 z 拨 树叶 ww, 如 ;分 别 以 吉 x ,tw zu 为 权 . 令 A 二 {oyvw vi) ,i 二 ft 十 1. 

(2) 若 |A|=1, 则 计算 结束 . 

(3) 在 A 中 取 2 个 权 最 小 的 项 点 vw; ,vs. 引入 一 个 新 项 点 vi;， 其 权 为 w; 二 wj 十 wi ,并 将 
vv 作为 的 儿子 . 

(4) 令 A=(A 一 {v; ,vi})U {vi}, i 二 i 十 1, 转 (2). 

W(T) 等 于 所 有 分 支点 的 权 之 和 , 即 W(T) 二 wri 十 witz 十 十 Wwzs-1. 

例 7.8 求 市 权 1,3,4,5,6 的 最 优 2 元 树 ,并 计算 它 的 权 W(T). 

解 为 了 熟悉 算法 ,下 面 将 计算 最 优 树 的 过 程 在 图 7. 11 中 分 步 缀 给 出 . 最 优 树 由 
图 7.11(d) 给 出 , 它 的 权 W(T) 二 42. 根据 这 个 结果 ,图 7.10 中 的 3 棵 树 都 不 是 最 优 树 . 


7.2.3 最 佳 前 缀 码 


通信 中 要 用 二 进 制 串 表示 数字 、 字 母 和 符号 ,通常 都 采用 等 长 的 编码 . 在 某 些 特殊 情况 
下 , 字符 按照 一 定 的 频率 出 现 , 此 时 可 以 用 不 等 长 的 编码 提高 效率 , 使 得 译文 的 总 长 度 最 
短 . 但 是 不 等 长 的 编码 必须 满足 一 些 要 求 . 例如 ,如 果 用 0 表示 A, 01 表示 B, 10 表示 C， 
那么 010 既 可 以 表示 AC, 又 可 以 表示 BA. 这 显然 是 不 行 的 . 问题 就 出 在 0 和 01 上 . 当 看 
到 01… 时 ,不 知道 是 应 该 把 0 详 成 A, 还 是 把 01 译 成 B. 为 此 引入 下 述 前 级 码 的 概念 . 

定义 7.9 设 aa…a ia 为 长 度 为 n 的 符号 串 , 称 其 子 串 aas …a (00 三 :二 1) 为 该 符号 
串 的 前 缀 . 

设 A={B ,BB ,…,B,) 为 一 个 符号 串 集 合 . 若 对 于 任意 的 B.,B EA,i 关 j,B ,B 互 不 为 前 级， 


好 L 汇 
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则 称 A 为 前 缀 码 . 硅 和 从 号 串 BC 一 1,2, 7 中 只 出 现 0,1 两 个 符号 , 则 称 A 为 2 元 前 缀 码 . 

例如 ,{1,01,001,000},{00,10,11,011,0100,0101} 都 是 前 缀 码 . 而 人 ,01,111,1100}) 不 
是 前 级 码 , 因 为 1 是 111 和 1100 的 前 级. 

可 用 2 元 树 产生 2 元 前 级 码 . 给 定 一 棵 2 元 树 工 , 设 它 有 上 片 树叶 . 设立 为 工 的 一 个 分 
文 点 , 则 vw 至 少 有 一 个 儿子 ,至 多 有 两 个 儿子 . 夺 v 有 两 个 儿子 ,在 由 wv 引出 的 两 条 边 上 , 左 
边 的 标 上 0, 右边 的 标 上 1. 硅 v 只 有 一 个 儿子 ,在 由 vwv 引 出 的 边 上 可 标 上 0, 也 可 标 上 1. 设 
v; 是 的 任 童 一片 树叶, 从 树 根 到 wv; 的 通路 上 各 边 的 标号 组 成 的 0,1 和 从 号 串 放 在 wv; 处 ,z 
三 树叶 处 的 t 个 符号 串 组 成 的 集合 为 一 个 2 元 前 缀 人 码 . 这 是 因为 v; 处 的 符号 串 的 前 级 是 树 
根 到 ww; 的 通路 中 从 树 根 开始 的 一 段 上 的 0,1 串 , 它 不 可 能 与 其 余 树 叶 处 的 符号 串 相 同 . 正 
则 2 元 树 产 生 的 2 元 前 级 码 是 唯一 的 . 但 是 , 非 正则 2 元 树 ,由 于 只 有 一 个 儿子 的 分 文 点 的 
边 上 可 以 标 0, 也 可 以 标 1, 所 以 它 产 生 的 前 级 码 不 是 唯一 的 . 

图 7.12 所 示 的 2 元 树 产 生 的 前 缀 码 为 和 100, 10, 11, 010, 0110, 0111}. 

设 m 个 字符 在 通信 中 出 现 的 频率 分 别 为 pi1，p;，…， pm, 使 用 2 元 前 级 码 Bi ,Bs ,…,pB, 
表示 这 m 个 字符 . 记 4 二 18; | ;wi 二 100p;，1 硅 im，, 那么 传输 100 个 字符 所 需 的 平均 人 码 长 


NT= 2 iw: . 称 平均 码 长 i 最 短 的 2 元 前 缀 码 为 最 佳 前 缀 码 . 现在 构造 一 棵 2 元 树 生 成 


前 级 人 码 ef , 2 是 ss ， 注意 到 应 所 在 树叶 的 层 数 恰好 为 li， 因而 权 为 CU Ca ss Cm 的 最 优 
2 元 树 生 成 的 前 级 码 就 是 最 佳 前 级 码 . 
例 7.9 设 通 信 中 八进制 数字 出 现 的 频率 如 下 : 


0:30% 1:20% 
als% 3:10% 
4:10% Seg. 
6:5% fs5% 


求 传输 它们 的 最 佳 前 级 人 码 . 

解 ” 用 100 乘 各 频率 ,并 由 小 到 大 排序 ,得 wi 二 5,ws 二 5,ws 二 5,w 二 10,vws 二 10， 
ws 二 15,tw7 王 20,zws 王 30 为 8 个 权 ( 记 住 它 们 与 数字 的 对 应 关系 ). 用 Huffman 算法 求 得 的 
最 优 2 元 树 如 图 7. 13 所 示 . 


婚 及 其 应 用 


图 中 方 框 中 的 8 个 码 子 组 成 的 集合 是 最 佳 前 级 但 .8 个 公子 对 应 的 数 子 如 下 : 


01 一 0， 101 一 4， 
11 一 1， 0 001 一 5， 
001 一 2， 00 001 一 6， 
100 一 3， 00 000 一 7. 
用 完全 等 长 的 码 子 传输 八进制 数字 , 如 000 传 0, 001 传 1 ，…… ， 要 传输 按 例 7. 10 中 
比例 出 现 的 八进制 数字 10 000 个 , 所 用 二 进 制 数位 为 30 000 个 , 这 与 数字 出 现 的 频率 是 无 
关 的 . 但 硅 用 最 佳 前 组 码 传输 它们 ,所 需 二 进 制 数位 为 


(3000 十 2000) X2 十 (1500 十 1000 十 1000) X3 十 500X4 十 (500 十 500)X5 一 27 500 
比 用 长 为 3 的 等 长 码 子 传输 节省 二 进 制 数 位 2500 个 ,提高 效率 2500/30 000 守 8. 3%. 


7.2.4 根 树 的 周游 及 其 应 用 


对 于 一 棵 根 树 的 每 个 顶点 都 访问 一 次 且 仪 访问 一 次 称 为 行 遍 或 周游 一 棵 树 . 
对 于 2 元 有 序 正则 树 有 以 下 3 种 周游 或 行 遍 方 法 : 
(1) 中 序 行 志 法 ”其 访问 次 序 为 : 左 子 树 , 树 根 , 右 子 树 ， 
(2) 前 序 行 志 法 ”其 访问 次 序 为 : 树 根 , 左 子 树 , 右 子 树 . 
(3) 后 序 行 志 法 ”其 访问 次 序 为 : 左 子 树 , 右 子 树 , 树 根 . 
对 于 图 7. 14 所 示 根 树 按 中 序 、 前 序 、 后 序 行 珊 的 周游 结 来 分 别 为 
(db (hei))a(fcg) 
albd(ehi))(c fg) 
(d(hie)b)( fgc)a 
式 中 表示 vw 为 根子 树 的 根 . 
利用 2 元 有 序 树 可 以 表达 算式 ,然后 根据 不 同 的 访问 方法 得 到 算式 的 不 同 表示 和 相应 
的 算法 . 
用 2 元 有 序 树 存放 算式 时 ,把 运算 符 放 在 分 文 点 上 ， 变量 和 常量 放 在 树叶 上 ,每 个 分 
文 点 上 的 运算 符 的 运算 对 象 是 以 该 分 文 点 的 儿子 为 树 根 的 子 树 (树叶 ) 存 放 的 子 式 ( 变 量 或 
常量 ). 
例如 ,存放 算式 
((a—bxc) die) (f/f*gth) 
的 2 元 有 序 树 如 图 7. 15 所 示 . 访问 这 棵 树 ,中 厅 行 珊 法 访问 结果 为 


A 
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(((Ca— (Dec)) ad)Te) (Cf * g)Th) 
前 序 行 遍 法 访问 结果 为 
(T(x*(C—alxbe)) de * fo)h) 
后 序 行 亿 法 访问 结果 为 
(((Calbe x)—)d*)eT)((fg * )hi)= 
对 于 中 序 行 过 法 的 访问 结果 ,利用 四 则 运算 的 规则 ,可 去 掉 一 些 括号 ,得 到 
((Ca—bxc) x die (f/f * ghh) 
正 是 原 式 ,所 以 中 序 行 过 法 访问 ,其 结果 是 还 原 算 式 . 
对 于 前 序 行 巡 法 访问 结果 ,将 全 部 括号 去 挥 ,得 如 下 结果 : 
十 x 一 a x¥bcde 才 * fgh 
对 这 个 表达 式 规定 ,从 右 到 左 , 每 个 运算 和 从 对 它 后 面 紧邻 的 两 个 数 ( 对 于 一 元 运算 和 从 是 一 个 
数 ) 进 行 运算 ,其 计算 结果 恰好 是 算式 的 计算 结果 .因为 运算 符 在 运算 对 象 的 前 面 ,因而 称 
此 种 表示 法 为 前 缀 符号 法 ,也 称 为 波兰 符号 法 
对 于 后 序 行 近 法 的 访问 结果 ,省 去 全 部 括号 ,得 结 琳 为 
abc * —dx*etfg*ht~= 
对 这 个 表达 式 规 定 , 从 左 到 右 , 每 个 运算 符 对 它 前 面 紧 邻 的 两 个 数 ( 对 于 一 元 运算 符 是 一 个 
数 ) 进 行 运算 ,其 计算 结果 也 恰好 是 算式 的 计算 结果 . 因为 运算 符 在 参加 运算 对 象 的 后 面 ,所 
以 称 此 种 表示 法 为 后 缀 符号 法 ,也 称 为 逆 波 兰 符号 法 . 
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7.1 证 明 : 树 都 是 二 部 图 . 

7.2 证明; 除 平 凡 树 外 , 树 都 不 是 欧 拉 图 . 

7.3 证 明 : 除 平凡 树 外 , 树 都 不 是 哈密 顿 图 . 

7.4 证 明 : 树 都 是 平面 图 . 

7.5 哪些 完全 二 部 图 是 树 ? 

7.6 无 向 完全 图 K, (n 三 1) 中 有 树 吗 ? 

7.7 2,3,4,5 阶 韭 同 构 的 无 回 树 各 有 和 多少 棵 ” 画 出 图 形 来 . 

7.8 树 荆 有 2 个 4 度 顶 点 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 全 是 树叶 , 问 荆 有 几 片 树叶 ? 

7.9 无 向 树 工 有 ?7 片 树 叶 ,3 个 3 度 顶 点 ,其 余 顶 点 的 度数 均 为 4, 求 工 的 阶 数 7”. 

7.10 无 回 树 工 中 有 个 顶点 的 度数 为 i,i1= 二 2,3,…,k, 其 余 顶 点 全 为 树叶 , 问 荆 中 有 几 片 
树叶 ? 

7.11 下 面 两 组 数 中 ,哪个 ( 些 ) 可 以 为 无 癌 树 的 度数 列 ? 若是 树 的 度数 列 ,请 画 出 两 棵 非 同 
构 的 无 问 树 . 


CTI 

9 ey ey Wm ey We 
7.12 设 丁 为 任意 的 无 问 树 , 问 工 的 点 连通 度 rk 和 边 连通 度 4 分 别 为 几 ? 
7.13 图 7.16 所 示 无 回 图 共有 几 棵 非 同 构 的 生成 树 ?” 画 出 它们 来 . 
7.14 图 7.17 所 示 无 器 图 共有 几 棵 非 同 构 的 生成 树 ? 


既 及 其 应 用 


7.15 图 7.18 所 示 无 器 图 共有 几 村 非 同 构 的 生成 树 ? 


直人 坟 


图 7.16 图 7.17 图 7.18 


7.16 求 图 7. 19 所 示 两 个 惠 权 图 中 的 最 小 生成 树 ,并 计算 它们 的 权 . 
7.17 求 图 7. 20 所 示 市 权 无 癌 图 的 最 小 生成 树 ,并 计算 它 的 权 . 


图 7.19 图 7.20 


7.18 锅炉 房 到 各 楼 可 铺设 暖气 管道 的 线路 及 距离 Cm) 如 图 7. 21 所 示 , 试 设计 暖气 管道 的 
线路 使 得 管道 总 长 度 最 短 . 
7.19 根据 图 7.22 所 示 根 树 工 回答 下 列 问题 . 
(1) 下 有 几 个 内 点 ? 
(2) 工 有 几 个 分 文 点 ? 
(3) 下 有 几 片 树叶 ? 
(4) 械 的 高 度 h(T) 为 几 ? 
(5) 工 是 几 元 树 ? 


图 7.21 图 7.22 


7.20 画 出 4 阶 所 有 非 同 构 的 根 树 ,并 指明 它们 都 是 几 元 树 . 

7.21 设 m 和 tt 分别 为 2 元 正则 树 工 的 边 数 和 树叶 数 , 证 明 ; im 二 2(0 一 1), 阶 数 7 为 奇数 . 
7.22 设 本 是 r(r 宇 2) 元 正则 树 ,i 和 zt 分 别 为 分 文 点 数 和 树叶 数 ,证明 : 1 二 (7r 一 1)i 十 1. 
7.23 求 融 为 h 的 2 元 完全 正则 树 工 的 项 点数,; 边 数 mr 和 树叶 数 工 . 

7.24 求 高 为 h 的 r 元 完全 正则 树 T 的 树叶 数 上 和 分 支点 数 . 
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7.25 画 一 棵 权 为 0.5,1,2,3.5,4,5,6.8,7.2,10 的 最 优 2 元 树 , 并 计算 它 的 权 . 
7.26 下 面 给 出 的 符号 串 集合 中 ,哪些 是 前 缀 码 ? 

B, = 0;10;110;1111} 

B; =— {1,01;001 ,000} 

B; = {1,11,10]1,001,0011;} 

B, = {beaa yac yaba sabb abec} 


B. = {bycyasaa sac sabc sabb ,aba} 


7.27 用 图 7.23 中 的 2 元 树 产生 一 个 2 元 前 级 码 . 


图 7.23 


7.28 设 7 个 字母 在 通信 中 出 现 的 频率 如 下 . 


a:35% b:20% 
c:15% d:10% 
e:10% fF:5% 
g:5% 


(1) 以 频率 (或 乘 100) 为 权 , 求 最 优 2 元 树 . 
(2) 利用 所 求 2 元 树 找 出 每 个 字母 的 前 级 人 码 . 
(3) 传输 10 000 个 按 上 述 比 例 出 现 的 字母 需要 传输 多 少 个 二 进 制 数位 ? 比 用 长 度 为 
3 的 等 长 码 子 传输 省 了 多 少 个 二 进 制 数位 ? 
7.29 图 7.24 所 示 的 2 元 树 表达 一 个 算式 . 
(1) 按 中 序 行 亿 法 写 出 算式 . 
(2) 用 波兰 符号 法 表示 算式 . 


(3) 用 逆流 兰 符 号 法 表示 算式 . 
EE 
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图 7.24 


肌 &Q 章 
组 合计 数 基础 


组 合 学 主要 研究 满足 某 种 条 件 下 的 配置 问题 ,例如 ,这 种 配置 是 否 存 在 ? 如 果 存 在 ,能 
够 有 多 少 种 不 同 的 配置 方案 ? 这 些 具 体 的 方案 是 什么 ?在 给 定 优化 函数 的 情况 下 ,最 优 的 
配置 是 什么 ”这些 分 别 属于 组 合 存在 性 问题 .计数 问题 . 枚 举 问 题 和 优化 问题 . 限于 篇 幅 ,本 
书 主要 讨论 组 合计 数 问 题 和 组 合 优化 问题 . 前 面 草 节 已 经 涉及 组 合 优 化 问题 ,例如 , 图 论 中 
的 最 小 生成 树 就 是 一 棵 满足 某 种 条 件 的 最 优生 成 树 ,Huffman 树 对 应 的 前 级 码 是 最 优 前 级 
码 等 . 第 8 章 到 第 10 章 将 集中 讨论 组 合计 数 问 题 .组 合计 数 在 许多 学 科 中 都 会 用 到 ,特别 是 
在 计算 机 的 算法 设计 与 分 析 中 用 于 估计 算法 的 复杂 度 唤 数 . 本 章 将 引入 基本 的 组 合计 数 规 
则 和 公式 . 

下 面 介 绍 解 决 组 合 问 题 的 一 些 第 用 的 技巧 . 

1. 一 一 对 应 的 思想 

先 看 两 个 例子 . 

例 8.1 如 图 8.1 所 示 , 有 一 个 3X3X3 的 立方 体 , 问 至 少 需要 切 多 少 次 才能 切 成 27 
个 边 长 为 1 的 小 立方 体 ? 在 切割 时 允许 将 切 下 的 若干 个 方块 任意 
放置 ,并 一 起 切割 . 

一 种 可 能 的 方法 就 是 沿 着 图 中 的 直线 进行 切割 ,总 共 切 6 次 ， 
就 可 以 得 到 所 有 的 小 立方 体 . 有 没有 更 好 的 切割 方法 ? 我 们 不 可 能 
枚 举 所 有 的 切割 方法 ,但 是 可 以 使 用 一 一 对 应 的 技术 证 明 不 可 能 存 
在 少 于 6 次 的 切 法 . 考虑 处 在 原来 的 大 正方 体 中 心 位 置 的 小 立方 
体 , 它 由 6 个 面 构 成 ,每 个 面 都 不 是 原来 立方 体 的 面 ,而 是 由 切割 产 图 8.1 
生 的 新 面 .在 这 个 小 立方 体 的 面 与 切割 次 数 之 间 存 在 一 一 对 应 , 因 
为 每 切割 1 次 ,能够 产生 并 且 至 多 只 能 产生 1 个 这 样 的 面 . 因 此 6 个 面 至 少 需要 切割 6 次 . 

例 8.2 50 个 选手 进行 淘汰 赛 ,要 决 出 冠军 ,至 少 需要 多 少 次 比赛 ? 

解 答案 是 49 次 .一 种 可 行 的 比赛 方法 是 分 组 . 第 一 轮 25 场 比赛 ;进入 第 二 轮 ,25 个 
人 可 以 分 成 12 组 ,1 人 轮空 . 类似 地 ,第 三 轮 13 个 人 分 成 6 组 ,1 人 轮空 ;第 四 轮 7 人 需要 分 
成 3 组 ,1 人 轮空 ;第 五 轮 4 个 人 分 成 2 组 ,第 六 轮 ,2 个 人 分 成 1 组 . 总 的 比赛 次 数 为 

25 十 12 十 6 十 3 十 2 十 1 = 49 

使 用 一 一 对 应 的 技巧 可 以 证 明 49 是 最 少 的 比赛 次 数 . 因为 只 有 1 个 冠军 是 优胜 者 ,其 
他 的 人 都 要 通过 比赛 被 淘汰 掉 . 1 场 比 赛 至 多 只 能 淘汰 1 个 人 ,因此 ,为 了 淘汰 49 个 人 ,至 
少 需 要 49 场 比 赛 . 
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有 许多 典型 的 组 合计 数 问题 ,如 选取 问题 、 非 降 路 径 问 题 ,棋盘 布 棋 问 题 ,不定 方 程 的 非 
负 整 数 解 问题 整数 拆 分 问题 、 放 球 问 题 等 ,对 于 这 些 问 题 已 经 得 到 相应 的 公式 或 寿 求解 的 
方法 , 换 句 话说 ,已 经 建立 了 相应 的 组 合计 数 模型 . 当 遇 到 其 他 组 合计 数 问题 的 时 候 , 如 果 可 


以 与 这 些 典 型 的 计数 模型 建立 一 一 对 应 ,那么 就 可 以 直接 应 用 有 关 的 结果 来 求解 . 这 是 一 种 
非常 有 用 的 方法 ， 


2. 数学 归纳 法 

本 书 第 1 章 已 经 介绍 了 数学 归纳 法 . 这 是 证 明 有 关上 自然 数 命题 的 一 种 有 力 工 具 .组 合 数 
学 中 涉及 的 问题 ,很 多 部 是 目 然 数 ,因此 营 常 会 用 到 数学 归纳 法 . 

3. 上 下 界 逼 近 的 思想 

为 了 确定 一 个 计数 的 结果 ,有 时 需要 分 别 证 明 这 个 数 的 上 界 和 下 界 . 当 上 界 与 下 界 的 值 
相等 时 ,这 个 数 就 被 唯一 确定 下 来 了 . 例 8.1 就 使 用 了 这 种 思想 . 首先 给 出 一 种 切割 6 次 的 
方法 ,这样 就 证 明了 6 是 最 少 切割 次 数 的 一 个 上 界 . 然后 证 明了 无 论 用 什么 切割 方法 都 至 少 
需要 6 次 才能 完成 切割 任务 ,这 样 就 证 明了 6 也 是 问题 的 下 界 . 上 界 与 下 界 都 等 于 6, 因此 
最 少 的 切割 次 数 就 是 6. 

下 面 开 始 讨论 基本 的 计数 规则 和 公式 . 


8.1 基本 计数 规则 
组 合 学 有 两 个 基本 的 计数 规则 一 一 加 法 法 则 与 乘法 法 则 . 


8.1.1 加 法 法 则 


加 法 法 则 : 事件 A 有 wm 种 产生 方式 ,事件 B 有 nn 种 产生 方式 , 当 A 与 B 产生 的 方式 不 
里 苹 时,“ 事件 A 或 B” 有 wx 十 n 种 产生 方式 . 

加 法 法 则 使 用 的 条 件 是 事件 A 与 B 产生 的 方式 不 能 重合 . 也 就 是 说 ,每 一 种 产生 的 方 
式 不 能 同时 属于 两 种 事件 .例如 从 一 个 班 上 选择 社团 的 成 员 , 有 6 个 同学 参加 爱心 社 ,5 个 
同学 参加 登山 社 , 那 么 当 这 两 个 社团 的 成 员 不 重 蕉 时 ,参加 爱心 社 或 者 登山 社 的 学 生 有 6 十 
5 二 11 人 . 这 里 使 用 了 加 法 法 则 . 

加 法 法 则 可 以 推广 到 个 事件 的 情况 . 设 Ai,A:,…,A, 是 个 事件 ,它们 的 产生 方式 
分 别 有 pi;ps，…,p, 种 , 当 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 不 重合 时 ,事件 “Al 或 A 
或 … 或 A,” 有 也 十 pz 十 … 十 p, 种 产生 的 方式 . 


8.1.2 乘法 法 则 


乘法 法 则 : 事件 A 有 m 种 产生 方式 ,事件 B 有 nn 种 产生 方式 , 当 A 与 B 产生 的 方式 彼 
此 独立 时 ,“ 事 件 A 与 B” 有 mn 种 产生 方式 . 

乘法 法 则 使 用 的 条 件 是 事件 A 与 B 产生 的 方式 彼此 独立 . 换 句 话说 ,事件 A 对 产生 方 
式 的 选择 不 影响 事件 B 对 产生 方式 的 选择 ,反之 也 对 .例如 从 a,b,c,d 中 选择 2 个 字母 构成 
有 序 对 ,如 果 每 个 字母 至 多 出 现 1 次 , 问 有 多 少 种 选 法 ?有 序 对 的 第 一 元 友 可 以 有 4 种 选 
法 ,第 二 元 系 也 可 以 从 a,b,c,d 中 选择 .但 是 当 第 一 元 又 确定 以 后 , 它 只 能 从 剩 下 的 3 个 字 
母 中 独立 进行 选取 ,因此 总 的 选 法 数 不 是 4X4 王 16, 而 是 4X3 一 12. 
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乘法 法 则 也 可 以 推广 到 个 事件 的 情况 . 设 A, ,4A,,… ,4A, 是 n 个 事件 ,它们 的 产生 方 
式 分 别 有 pi ;ps，…,p 种, 当 其 中 任何 两 个 事件 产生 的 方式 都 彼此 独立 时 ,事件 “Ai 与 A， 
与 … 与 A,” 有 Pips… p, 种 产生 的 方式 . 


8.1.3 分 类 处 理 与 分 步 处 理 


加 法 法 则 与 乘法 法 则 经 常 结 合 起 来 使 用 . 在 组 合计 数 时 ,往往 需要 将 被 计数 的 个 体 分 成 
耕 干 个 不 同 的 类 , 先 分 类 计数 ,然后 使 用 加 法 法 则 计数 总 数 . 这 种 方法 就 是 分 类 处 理 . 有 时 被 
计数 的 方法 需要 分 几 步 才能 构成 ,那么 需要 分 别 计数 每 一 步 独立 的 方法 ,然后 使 用 乘法 法 则 
计数 总 数 . 这 种 方法 就 是 分 步 处 理 .分 类 处理 与 分 步 人 处理 可 能 会 舱 套 使 用 . 比如 , 先 分 类 ,在 
计数 每 类 元 素 时 再 分 步 处 理 ; 也 可 能 先 分 步 , 在 计数 每 步 的 方式 时 又 需要 分 类 处 理 . 

例 8.3 设 A,B,C 是 3 个 城市 ,从 A 到 B 有 3 条 道路 ,从 Ba 到 C 有 2 条 道路 ,从 A 下 
接 到 C 有 4 条 道路 , 问 从 A 到 C 有 多 少 种 不 同 的 方式 ? 

解 ” 将 从 A 到 C 的 方式 分 成 两 类 ;经 过 B, 不 经 过 B. 这 两 类 方法 数 加 起 来 等 于 总 方法 
数 . 再 考虑 其 中 经 过 B 的 方式 ,这 需要 分 步 处 理 , 即 从 A 到 B 的 方式 数 乘 以 从 B 到 C 的 方 
式 数 . 因此 从 A 到 C 的 方法 数 是 N= 二 3X2 十 4 二 10. 

例 8.4 求 1400 的 不 同 的 正 因 子 个 数 . 

解 1400 的 紊 因 了 于 分 解 式 为 
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1400 一 23 。52 。7 
因此 ,1400 的 正 因 子 形 式 都 是 2 ，5;。7*, 其 中 ,0 三 1 三 3,0 夺 7 三 2,0 三 有 k 夺 1. 由 于 i,j ,kk 的 选 
择 是 独立 的 ,这 是 一 个 分 步 处 理 的 问题 . i 的 选 法 有 4 种 ,i 的 选 法 有 3 种 ,k 的 选 法 有 2 种 ， 
根据 乘法 法 则 ,1400 有 N=4X3X2 一 24 个 正 因子 . 


8.2 排列 与 组 合 


下 面 考虑 选取 问题 (组 合计 数 模型 1). 
设 丸 元 集合 S, 从 S 中 选取 x 个 元 素 . 那么 不 同 的 选 法 有 多 少 种 ”如 表 8. 1 所 示 , 根 据 
选取 元 素 是 否 有 序 ,是 否 允 许 重复 ,可 以 将 选取 
问题 分 为 4 个子 类 型 :集合 的 排列 、 集 合 的 组 合 、 雪 8& 1 
多 重 集 的 排列 和 多 重 集 的 组 合 . a 
例如 ,从 20 个 人 中 选 出 10 个 人 排 成 一 排 ， 
那么 这 是 一 个 有 序 的 .不 允许 重复 的 选取 问题 ， 
因为 选 出 的 人 排列 的 位 置 不 一 样 对 应 于 不 同 的 
选 法 ,而 且 每 个 人 在 排列 中 至 多 出 现 1 次 . 如 果 
选 出 的 10 个 人 不 是 排 成 一 排 ,而 是 组 成 一 个 兴趣 小 组 ,那么 唯一 确定 选 法 的 是 哪些 人 参加 
小 组 ,而 与 选择 的 顺序 无 关 . 这 是 一 个 无 序 的 .不 允许 重复 的 选取 问题 . 如 果 被 选择 的 不 是 人 
而 是 字母 ,例如 从 英文 字母 中 选择 6 个 字母 组 成 字符 序列 ,并 且 人 允许 序列 中 的 字符 重复 出 
现 ,那么 这 是 一 个 有 序 的 允许 重复 选取 问题 . 如 果 只 是 选 出 一 组 6 个 字符 ,并 且 人 允许 字符 重 
复出 现 , 那 么 就 变 成 一 个 无 序 的 允许 重复 的 选取 问题 . 对 不 同类 型 的 选取 问题 计数 的 方法 不 
一 样 . 对 于 集合 的 排列 与 组 合 问题 ,可 以 通过 加 法 法 则 与 乘法 法 则 得 到 相应 的 计数 公式 . 对 


集合 的 排列 


多 重 集 的 排列 
集合 的 组 合 


多 重 集 的 组 合 


有 序 选 取 
无 序 选取 
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于 多 重 集 的 排列 与 组 合 , 只 能 对 条 些 特殊 情况 得 到 计数 公式 ,一般 性 的 求解 方法 将 在 后 面 两 


章 讨论 . 
8.2.1 集合 的 排列 与 组 合 


下 面 考 虑 集合 的 排列 与 组 合 . 

定义 8.1 从 nn 元 集 S 中 有 序 \ 不 重复 选取 的 7 个 元 系 称 为 S 的 一 个 r- 排 列 ,S 的 所 有 
-排列 的 个 数 记 作 P (n,r). 

引入 阶乘 和 从 与 n1 二 nX(n 一 1) Xn 一 2)…:2X1, 规 定 01 二 1, 那 么 定理 8,1 给 出 了 P(n,r) 
的 值 . 

定理 8.1 设 n,r 为 日 然 数 , 则 

nl 
Plnsr)= /nn 一 让 | 
U nr 

证 明 显然 当 n 二 r 时 不 存在 满足 条 件 的 排列 . 下面 考虑 ?三 r~ 的 情况 .首先 确定 排列 中 
的 第 一 个 元 系 , 有 郊 种 选择 的 方式 .然后 确定 排列 的 第 二 个 元 条 , 它 只 能 取 目 剩 下 的 
n 一 1 个 元 奈 , 有 7 一 1 种 选 法 . 类似 地 ,选择 第 三 个 元 系 ,第 四 个 元 系 ,…… ,第 7 个 元 泰 的 方 
式 数 依次 为 n 一 2,n 一 3,…,n 一 r 十 1. 根据 乘法 法 则 ,总 的 选 法 数 为 


Ro 
(nO—r)! 


当 r 二 nn 时 , 称 排列 为 S 的 全 排列 . 容易 看 出 全 排列 数 等 于 nl1. 

上 面 的 排列 均 指 线 排列 . 如 果 规 定 选 出 的 元 系 不 是 按照 顺序 排 成 一 列 ,而 是 排 成 一 个 圆 
团 ,那么 这 种 排列 称 为 环 排列 . 设 线 排列 的 7 个 元 对 依次 为 a ,as,…,a,, 将 ai 接 在 a, 的 后 
边 组 成 一 个 环 排列 . 按照 这 种 方法 , 线 排列 as ,a;,…,a,,ail 也 可 以 构成 相同 的 环 排 列 . 只 要 
相 邻 关系 不 变 , 这 个 元 系 中 的 任何 一 个 作为 线 排列 的 站 元 双 , 站 尾 相 连 所 构成 的 环 排列 郡 
相同 .因此 环 排 列 数 是 线 排 列 数 的 1/r. 从 而 得 到 元 集 S 的 x- 环 排列 数 满足 下 面 的 公式 : 


S 的 r- 环 排列 数 一 一 2 下 


定义 8.2 从 nn 元 集 S 中 无 序 .不 重复 选取 的 了 个 元 系 称 为 S 的 一 个 r- 组 合 ,S 的 所 有 
r- 组 合 的 个 数 记 作 CCzr). 
定理 8.2 给 出 了 关于 C(n,7) 的 公式 . 
定理 8.2 设 n,r 为 卓然 数 , 则 
Plnsr} _ nl 


Cn,r) = -| rli(n—r)! Se 


【0 nr 
证 明 用 分 步 处 理 的 方法 构成 一 排列 . 首先 无 序 地 选 出 个 元 系 ,然后 再 构造 这 二 个 元 
素 的 全 排列 .无 序 选 择 ~ 个 元 素 的 方法 数 是 C(n,r) ,针对 每 种 选 法 ,能 构造 ~! 个 不 同 的 全 排 
列 ,根据 乘法 法 则 ,不 同 的 天 排列 效 满足 
Pln,sr) = Cln,r)r! 


nr 


定理 得 证 . 


绍 合 太 数 基础 


(1) Cln,r) =——Cn yy 


好 8 坟 


人 

(3) Cinsr}—=Cn OO—1r—1)TC(tn—1,r). 

证 明 (1) 将 定理 8.2 的 公式 代入 即 可 . 

(2) 证 明 一 : 将 定理 8.2 的 公式 代入 ,化 人 简 后 两 边 相 等 . 

也 可 以 采用 组 合 分 析 的 方法 给 出 公式 (2) 的 证 明 . 所 谓 组 合 分 析 方 法 就 是 设计 出 一 个 组 
合计 数 问题 ,使 得 公式 两 边 都 对 应 于 这 个 问题 的 计数 结果 . 下面 给 出 这 个 公式 的 组 合 证 明 . 

证 明 二 (组 合 证 明 ): 设 S 二 11,2,…,n}) 是 nn 元 集合 ,对 于 S 的 任意 ”>- 组 合 A = 
{al az ar) ,都 存在 一 个 S 的 n 一 r 组 合 S 一 A 与 之 对 应 . 显然 不 同 的 -组合 对 应 了 不 同 
的 ?一 组合 ,反之 也 对 ,因此 S 的 > 组 合 数 恰 好 与 3 的 (n 一 r)- 组 合 数 相等 . 

(3) 利用 定理 8. 2 得 
(nO— 1)1 (x— 1)1 


La 一 1 一 1 十 CC 一 1 六 一 CED A Ii 

DD! [1 1 
(Cr 一 1)1C62 一 > 一 1)1 -| 
i n (nO— 1)1 

rin—r) (r—1)l(n—r—1)1 
nl 

六 1 (7 一 六 )1 
一 Clnsr) 


以 上 推论 可 以 看 作 是 递 推 的 公式 , 它 可 以 把 对 应 于 较 大 的 区 或 > 的 组 合 数 C(z,r) 用 对 
应 于 较 小 的 nn 或 xr" 的 组 合 数 来 表示 . (3) 中 的 公 
式 称 作 Pascal 公式 , 它 的 图 形 表 示 就 是 普 名 的 
杨辉 三 角形 . 利用 这 个 公式 可 以 由 较 小 的 组 合 
数 逮 步 求 出 所 有 的 较 大 的 组 合 数 . 图 8.2 给 出 
了 这 种 求法 的 示意 图 . 例如 C(5,3), 其 上 层 相 
邻 的 位 置 恰好 为 C(4,2) 二 6,C(4,3) 二 4, 于 是 
有 C(5,3) 一 6 十 4 一 10. 

利用 上 述 的 排列 组 合 公式 能 够 解决 不 重复 
的 选取 问题 . 

例 8.5 从 1 一 300 中 任 取 3 个 数 使 得 其 和 
能 被 3 整除 有 多 少 种 方法 ? 

解 ” 令 A= {1,4,.… ,298)} 

B= {2,5,.… ,299)} 
C=1{3,6,.… ,300)} 
根据 问题 的 要 求 将 选 法 分 成 以 下 几 类 . 
分 别 取 目 A,B,C 中 的 一 个 集合 : 各 C(100,3) 
4A;,B,C 各 取 1 个 : C(100,1)” 
根据 加 法 法 则 和 乘法 法 则 ,总 选 法 数 


高 族 数 学 (和 争 3 瞩 ) 


N = 3C(100,3) 十 1003 = 1 485 100 

例 8.6 (1) m 个 男 骇 ,n 个 女 护 排 成 一 排 ,如 果 女 孩 不 相 铝 ,有 多 少 种 方法 ? 

(2) 如 果 排 成 一 个 圆圈 ,结果 又 是 什么 ? 

解 (1) 先 排 好 男孩 ,这 对 应 于 m 元 集合 的 全 排列 问题 ,有 m! 种 方法 . 为 使 得 女孩 不 
相 邻 ,将 男孩 看 作 格 子 分 界 , 将 女 骇 放 入 格 于 中 间 ,m 个 男孩 构成 了 mm 十 1 个 格子 (包含 男孩 
的 全 排列 之 外 的 尖 尾 两 个 位 置 在 内 ), 从 中 选 出 nn 个 放 入 女孩 , 选 法 数 是 PClm 十 1,n). 根据 习 
法 法 则 所 求 的 方法 数 是 ml P(m 十 ] ,n). 

(2) 与 (1) 不 同 的 是 ,这 里 的 排列 是 环 排 列 . mm 个 元 奈 的 环 排 列 数 是 (m 一 1)1, 这 就 是 男 
孩 排 列 成 圆圈 的 方法 数 . 接着 放 入 女孩 , 环 排 列 构 成 的 格子 数 是 mm 个 ,因此 放 女 孩 的 方法 数 
为 Plm,n) ,那么 所 求 的 方法 数 为 (mm 一 1)1 Pl(m,n). 

例 8.7 设 A 为 n 元 集 , 问 

(1) A 上 的 日 反 关 系 有 多 少 个 ? 

(2) A 上 的 反目 反 关 系 有 多 少 个 ? 

(3) A 上 的 对 称 关 系 有 多 少 个 ? 

(4) A 上 的 反对 称 关 系 有 多 少 个 ? 

(5) A 上 既 不 对 称 也 不 是 反对 称 的 关系 有 多 少 个 ? 

解 (1) 在 A en 主 对 角 线 元 双 部 是 1 ,其 他 位 置 的 元 系 可 
以 是 pe 每 个 位 置 有 2 种 选择 . 这 种 位 置 有 x 一 nn 个 ,根据 来 法 法 则 , 目 反 关系 的 
个 数 是 2" l 

(2) 与 (1) 类 似 , 反 自 反 关系 也 有 2 个 

(3) 考虑 A 上 对 称 关 系 的 矩阵 . 采用 分 步 处 理 的 方法 , 先 考 虑 主 对 角 线 上 的 元 素 . 对 于 
主 对 角 线 的 每 个 位 置 ,元 素 可 以 选择 0 或 者 1, 有 2 种 选 法 ,总 共有 2" 种 方法 .再 考虑 不 在 主 
对 角 线 位 置 的 元 系 , 它 们 的 值 的 选择 并 不 是 完全 独立 的 .因为 宅 阵 是 对 称 的 导 行 ) 列 的 元 又 
必须 与 7 行列 的 元 系 一 相等 .因此 当 定 阵 的 上 三 角 元 系 ( 或 者 下 三 角 元 素 ) 的 值 确定 以 
后 ,万 一 半 对 称 位置 的 元 系 就 完全 确定 了 . 这 种 能 够 独立 选择 0 或 者 1 的 位 置 有 (x 一 n)/2 


个 . 因此 根据 乘法 法 则 ,构成 矩阵 的 方法 数 是 222 了 二 2 

(4) 类 似 于 (3) 的 分 析 ,也 采用 分 步 处 理 的 方法 ,区 别 在 于 对 非 主 对 角 线 位 置 元 素 取 值 
的 约束 条 件 不 一 样 . 将 这 些 位 置 分 成 (x 一 n)/2 组 ,每 组 包含 处 在 对 称 位 置 的 两 个 元 素 x; 和 
Ti ;其 中 lJ. 根据 反对 称 的 性 质 ,7r; 与 Fi 的 取 值 有 以 下 3 种 可 能 : (Dy — lyre = (Or 一 人 名。 

一 ]; G)7; = ry 

因此 所 有 这 些 位 置 元 素 的 选择 方法 数 为 3 到. 由 乘法 法 则 ,考虑 到 主 对 角 线 元 素 的 先 
取 ,总 方法 数 为 2n3" 

(5) 可 以 按照 下 面 的 方法 计算 A 上 既 不 是 对 称 也 不 是 反对 称 关 系 的 数目 . 先 找 出 A 上 
所 有 关系 的 总 数 , 然 后 减 去 A 上 对 称 关 系 的 数目 和 反对 称 关 系 的 数目 .这样 ,对 于 那些 既 对 
DT 就 被 减 去 两 次 ,因此 应 该 再 加 上 这 种 关系 的 个 数 . A 上 的 关系 总 数 
为 2”; 既 对 称 也 反对 称 的 关系 都 是 恒 等 关 系 的 子 集 ,有 2" 个 ;从 而 得 到 所 求 的 关系 个 数 是 
2"” 一 ba +2"3 7 ) 十 2". 
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例 8.8 问 : 10001! 的 末尾 有 多 少 个 0? 

解 ”1000! 王 1000X999X998X…X2X1 

将 上 面 的 每 个 因 了 于 进一步 分 解 , 耕 10001 的 分 解 式 中 有 i 个 5, 个 2, 那 么 min(i, 站 就 
是 0 的 个 数 . 

1,…,1000 中 有 500 个 数 是 2 的 伴 数 ,因此 7 之 500. 再 考虑 i.1,2,…,1000 中 有 200 个 
数 是 5 的 倍数 ,其 中 40 个 是 25 的 倍数 . 而 一 个 数 是 25 的 倍数 则 意味 看 它 的 分 解 式 中 至 少 
含有 2 个 5. 因 此 在 1000! 的 分 解 式 中 还 需要 增加 40 个 5. 类似 地 ,还 有 8 个 是 125 的 倍数 ， 
这 就 需要 再 增加 8 个 5;1 个 数 是 625 的 倍数 ,再 增加 1 个 5. 总计 1000! 的 分 解 式 中 含有 
i 二 200 十 40 十 8 十 1 二 249 个 5. 从 而 得 到 min(i,7) 一 249. 


8.2.2 多 和 量 集 的 排列 与 组 合 


设 多 重信 5 一 {ni * alynso* ds yn， a4), 其 中 含有 上 种 元 宗 , 对 于 i 二 1,2,… ,k,n; 表 
示 第 i 种 元 素 a; 在 S 中 出 现 的 次 数 , 一 般 0 二 n; 三 十 oo. 多重 集 用 于 处 理 允 许 重 复 的 选取 问 
题 ,当头 二 十 ce 时 表示 有 足够 多 的 a; 以 备 选 取 . 关于 允许 重复 的 选取 ,只 有 某 些 特殊 情况 可 
以 得 到 计数 公式 ,一般 情 况 下 只 能 利用 生成 函数 或 包含 排斥 原理 来 求解 ,这 些 技术 将 在 后 面 
两 章 给 予 介 绍 . 

设 多 重 集 S 二 fn 。aul 7 。d rd) ,有 旦 7 一刀 十 加 十 … 十 不 , 称 S 的 全 体 元 素 组 
成 的 排列 为 S 的 全 排列 .下 面 讨 论 S 的 六 排列 在 特殊 情况 下 的 一 些 结果 . 

定理 8.3 (1) 当 r 二 n 时 ,S 的 全 排列 数 

nl 

(2) 若 7r 夺 ni,i 二 1,2,…,k 时 ,S 的 记 排 列 数 是 7. 

证 明 (1) 在 nn 个 位 置 中 先 选 择 ni 个 位 置 放 al, 有 Clin,ni) 种 方法 ;和 冉 从 剩 下 的 nn 一 
个 位 置 选择 个 位 置 放 as, 有 Cln 一 n,nz) 种 方法 ;… ;最 后 在 nn 一 训 一 nn 一 …n-i 个 位 置 中 
选择 个 位 置 放 a ,有 Cn 一 而 一 nz 一 …14-114) 方 法 .根据 来 法 法 则 ， 

N= CnsnCn— non) (人 (7 一 1 一 1 一 … nN) 


nl (天 一 全 和 
nnn)! 7 人 人 一 好 一列 ) n,101 
12 | 


711 1722 1 "722 | 
(2) 7 个 位 置 中 的 每 个 位 置 都 有 R& 种 选 法 ,由 乘法 法 则 得 &". 
多 重 集 S 二 {nv ayn dassn ct } 的 全 排列 数 也 记 作 | ] .ae eB 
721722 ”77 
72 十 … 十 和 4. 这 个 数 也 称 作 多 项 式 系 数 . 关于 它 的 性 质 在 8.4 市 还 会 进一步 讨论 . 
再 考虑 多 重 集 S 的 -组 合 . 
定理 8.4 当 7r 二 nn;,i 二 1,2,…,k 时 ,多 重 集 S 的 r- 组 合 数 N= 二 C(k 十 rr 一 1,7). 
证 明 可 以 使 用 一 一 对 应 的 思想 来 证 明 这 个 定理 . 
. 的 一 个 组 合 为 四 的 一 个 子 多 重 集 {zi dl "do" TE ” ax} ,其 中 
汪 ] 十 十 … 十 zk 一 三 i 为 非 全 整数 ， 1 一 【ee 


起 8 湛 
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这 个 方程 称 为 不 定 万 程 ,可 以 在 它 的 非 久 整数 解 zz 和 rr 个 1 个 0 的 排列 之 间 
建立 一 一 对 应 : 对 于 解 T1229" 9k ,排列 具有 下 述 形 式 
11.…1011.…10.…011.…1 


| tl ,个 1 
其 中 一 1 个 0 将 rr 个 1 分 成 k 段 ,每 段 含有 1 的 个 数 分 别 为 zi ,zs ，… ,zi. 不 难看 出 ,这 个 
排列 是 多 重 集 S 二 {r，。1,(k 一 1)。0} 的 全 排列 ,根据 定理 8.3, 这 样 的 排列 有 


a 
rli(kO— 1)1 


个 ,因此 S 的 +- 组 合 数 是 C(k 十 r 一 1,7). 

下 面 是 使 用 选取 模型 或 者 不 定 方 程 解 的 计数 模型 来 处 理 组 合 问 题 的 实例 . 解 题 的 关键 
在 于 将 实际 问题 与 适当 的 计数 模型 之 间 建 立 对 应 关系 ,然后 应 用 相应 的 计数 公式 . 

例 8.9 7 个 相同 的 球 放 到 ?个 不 同 的 盒子 里 ,每 个 盒子 球 效 不 限 , 求 放 球 的 方法 数 . 

解 ” 设 个 不 同 盒子 的 球 数 依次 记 为 zi1 ,zx2,… ,xz,; 则 满足 下 述 方程 

TT 十 十 二 7 X19T3 9 9Ts 为 非 从 整 狼 
根据 不 定 方 程 的 解 的 个 数 公 式 , 放 球 方法 数 是 
NA 

例 8.10 排列 26 个 字母 ,使 得 a 与 5 之 间 恰 有 ?7 个 字母 , 求 排列 的 方法 数 N. 

解 ”采用 分 步 处 理 的 方法 . 先 固定 a 和 56, 中 间 插 入 7 个 字母 ,构成 一 个 结构 ,有 
2P(24,7) 种 方法 . 将 这 个 结构 看 作 一 个 大 字母 与 其 余 17 个 字母 进行 全 排列 ,有 181 种 排列 
的 方法 .根据 来 法 法 则 ,N 王 2P(24,7)181. 

例 8.11 把 2n 个 人 分 成 n 组 ,每 组 2 人 , 求 不 同 的 分 法 数 N. 

解 ” 先 计数 n 个 不 同 的 组 的 分 法 ,然后 除 以 组 的 排列 数 , 束 得 到 所 求 的 分 法 数 . 

将 2n 个 不 同 的 人 分 到 nn 个 不 同 的 组 , 先 从 22 个 人 中 选 2 个 人 分 人 第 一 组 ;然后 从 剩 下 
的 2n 一 2 个 人 中 选 2 个 人 分 和 人 第 二 组 ,…, 最 后 从 2n 一 (2n 一 2) 一 2 个 人 中 选 2 个 人 分 和 人 第 
2 组 .根据 乘法 法 则 ,分 法 数 是 

Cl2n,2)C(2n — 2,2)°C(2,2) 
2n1 (2n—2)1 “21 _ (2n)1 


(2n 2)12 (2 =—= Yl2 0I2 


人 


所 求 的 方法 效 是 
(2n)1 
2"nl 
例 8.12 9 本 不 同 的 书 , 其 中 4 本 红 上 反 ,5 本 日 皮 . 
(1) 9 本 书 的 排列 方式 有 多 少 种 ? 
(2) 硅 日 皮 书 必须 放 在 一 起 ,那么 有 多 少 种 方法 ? 
(3) 在 日 皮 书 必须 放 在 一 起 ,红皮书 也 必须 放 在 一 起 ,那么 有 多 少 种 方法 ? 
(4) 奉 日 皮 和 红皮书 必须 相间 ,有 多 少 种 方法 ? 
解 (1) 9 本 书 的 全 排列 数 91. 
(2) 先 放 白皮书 有 51 方法 ,将 这 些 白 皮 书 看 成 一 个 整体 ,与 4 本 红皮书 进行 全 排列 ,有 
51 种 排列 的 方法 ,根据 乘法 法 则 所 求 的 方法 数 是 5151. 
(3) 日 及 书 的 放 法 数 是 51, 红 上 反 书 的 放 法 数 是 41, 将 所 有 的 红皮书 看 成 一 本 书 ,所 有 的 


~N 一 
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日 度 书 也 看 成 一 本 书 ,进行 排列 的 方法 数 是 21. 由 乘法 法 则 ,所 求 的 方法 数 为 514121. 

(4) 先 放 日 皮 书 ,有 51 种 方法 . 每 本 红皮书 只 能 放 在 两 本 日 皮 书 之 间 , 有 4! 种 方法 . 总 
计 有 5141 种 方法 . 

例 8.13 从 S=11,2,… :中 选择 & 个 不 相 邻 的 数 , 有 多 少 种 方法 ? 

解 ” 使 用 一 一 对 应 的 思想 求解 这 个 计数 问题 . 设 ai ,as,…,as 是 选 出 的 R 个 数 ,由 这 
个 数 对 应 生成 男 外 的 个 数 51,5;,…,b:. 产生 规则 是 5; 二 a; 一 (i 一 1) 一 1,2,… ,例如 
原来 的 数 是 3,6,8,14; 那 么 生成 的 数 为 3,5,6,11. 不 难看 出 ,对 于 两 组 不 同 的 & 个 数 al， 
az oods 与 a1 as,… ah, 生成 的 两 组 数 妈 ,50;,… ,Db 与 51,5;,… ,bh 也 不 相同 . 反之, 如果 
生成 的 两 组 数 不 相 同 ,那么 原来 的 两 组 数 也 不 相同 . 它们 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 只 需 计数 
生成 的 序列 5 ,5s,…,b: 有 和 多少 个 ,就 可 以 得 到 原来 问题 的 解 . 由 于 所 有 的 6; 允许 相 邻 , 且 
b; 至 多 是 n 一 (k 一 1) ,因此 这 些 序 列 的 个 数 就 是 从 {1,2,…,n 一 (&k 一 1)} 中 无 厅 选 取 上 个 元 
系 的 方法 数 , 从 而 得 到 问题 的 解 是 Cl(n 一 (k 一 1),k) 二 C(n 一 k& 十 1,k). 

利用 组 合 公 式 也 可 以 证 明 一 些 涉 及 整除 的 命题 . 

例 8.14 证 明太 个 连续 正 整 数 的 乘积 可 以 被 &! 整 除 . 

证 明 设 这 有 个 连续 正 整 数 为 风 十 1,72 十 2,… ,12 十 E， 从 7 十 有 个 不 同 的 元 对 中 选取 有 & 个 
元 素 的 方法 数 是 CCz 十 R,R) , 即 


(2 十 R)1 xn 二 1D(n 二 2)*…(n 十 &) 
nlk! | 


因为 N 是 对 方法 的 计数 ,一 年 是正 整数 ,命题 得 证 . 
8.3 二 项 式 定 理 与 组 合 恒等式 


这 一 贡 主 要 讨论 组 合 数 的 性 质 、 组 合 数 序 列 的 求 和 以 及 组 合 恒 等 式 的 证 明 等 内 容 .本 古 
首先 引入 一 个 新 的 符号 | “|. 当 n 与 & 午 是 目 然 数 时 , 它 就 等 于 组 合 数 C(z,A). 在 第 10 章 将 
会 看 到 ,这 个 符号 在 7 与 & 不 是 目 然 数 时 也 有 意义 .为 了 使 得 恒等式 的 结构 看 起 来 更 为 清 
晰 ,本 三 涉及 的 组 合 己 等 式 中 大 量 使 用 了 这 个 符号 . 组合 数 C(n,k) 与 二 项 式 展开 式 有 看 密 
切 的 联系 ,也 称 作 二 项 式 系 数 . 为 了 得 到 相关 的 组 合 恒 等 式 ,需要 用 到 二 项 式 定 理 . 


8.3.1 二 项 式 定 理 


首先 给 出 二 项 式 定 理 . 
定理 8.5( 二 项 式 定理 ) 设 n 是 正 整 数 ,对 一 切 x+ 和 yy, 有 


( 工 十 vy)” > 


k=0 \ 


AN 一 


证 阴 一 ”对 n 进行 归纳 . 


] 1 汪 
7 一 1 ,左边 一 Z 十 y, 右 边 王 je 攻 国 js 一 并 十 y, 命 题 为 真 . 


EE 


假设 对 于 命题 为 真 , 即 (z 十 y)” 一 >， es ， 那么 
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> ， 人 je a 
pr Ee 


n n 
es AT 十] 十 人 及 十 ] 一 太 证 nk 二 1 十 
1， 三 | 3 ps 2 


于 十 ] n nl nl1 
一 -0 ntl k,n 十 1 一 n+l1 .0 
We rE ee > 


根据 数学 归纳 法 ,命题 得 证 . 

注意 ,在 以 上 证 明 最 后 一 步 的 化 简 中 使 用 了 Pascal 公式 .下 面 给 出 二 项 式 定 理 的 另 一 
个 更 加 简单 的 证 明 一 一 组 合 证 明 . 

证 明 二 组 合 证 明 . 

当 乘 积 被 展开 时 其 中 的 项 都 是 下 述 形 式 : zy 号 一 0,1,2,…:2. 而 构成 形 如 xiy” i’ 的 
项 ,必须 从 nn 个 和 (zx 十 y) 中 选 i 个 提供 i n 一 i 个 提供 y， 因此 ,x'y”' 的 系数 古 


1] 定理 得 证 
在 二 项 式 和 定理 中 令 y 二 1 可 以 得 到 以 下 推论 . 
推论 。 设 nn 是 正 整数 , 则 
(1 二 x)" = >》 5 


利用 二 项 式 定 理 可 以 计算 二 项 展开 式 中 东 些 项 的 系数 . 
例 8.15 求 在 (2x 一 3y)” 的 展开 式 中 x ”y 的 系数 . 


解 ” 由 二 项 式 定 理 
人 
(2z 十 (一 3y))5 一 >) | z jeo=c 3y) 
i \、 2 
令 ;一 13 得 到 展开 式 中 z2 的 系数 , 即 
25 ia oa 201 ,012013 
NE (3) = a2 3 


8.3.2 组 合 恒等式 


下 面 给 出 有 关 二 项 式 系 数 的 恒等式 ,这 些 恒等式 也 称 为 组 合 恒等式 . 


(1) [=| 11 ,REN,， n=k 
k n—k 


n (7 一 1 
(2) 一 二 n,kETt , nk 
k &\R 一 1 
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77 到 一 下 nO—1 
k kk kl] 


以 上 公式 的 证 明 已 经 在 8. 2 节 给 出 过 . 弟 推 式 在 计算 组 合 数 的 序列 和 或 恒等式 证 明 中 
经 常用 到 ,主要 用 于 组 合 数 的 化 简 或 者 变形 . 
第 二 组 : 变 下 项 的 求 和 式 . 


(4) > 人 1 EN 
r=0 \k, 


(5) > (— 1)* = 0 n€EN 
上 述 公式 的 组 合 数 | "| 的 nn 不 变 ,k 随 项 的 标号 而 改变 ,简称 为 变 下 项 的 求 和 公式 . 这 
些 公式 的 证 明 主 要 使 用 二 项 式 定理 或 者 组 合 分 析 方 法 . 


证 明 公式 (4). 
方法 一 : 在 二 项 式 定理 中 令 x 二 y==1 即 可 . 
方法 二 : 组 合 分 析 法 . 设 一 {1,2,…,n} ,下 面 计数 S 的 所 有 子 集 . 一 种 方法 就 是 分 类 


处 理 , 将 所 有 的 子 集 按照 售 有 元 双 的 多 少 进 行 分 类 . nn 元 集合 的 & 子 集 个 数 是 -根据 加 


法 法 则 , 子 集 总 数 是 > ， 站 万 一 种 方法 是 分 步 处 理 ,为 构成 S 的 子 集 A ,依次 考 碟 元 隶 1， 
2,…' 光 和 是否 加 入 A. 每 个 元 系 有 两 种 选择 ,根据 来 法 法 则 , 子 集 总 数 是 2”. 

公式 (5) 的 证 明和 公式 (4) 类 似 , 也 可 以 使 用 二 项 式 定 理 和 组 合 分 析 两 种 方法 . 这 里 将 证 
明 留 给 读者 思考 . 

以 上 的 求 和 是 简单 和 与 交错 和 ,其 中 恒等式 的 每 项 系数 为 1 或 者 一 1. 在 更 为 复杂 的 恒 
年 式 中 组 合 数 的 下 项 以 及 系数 都 随 项 的 序号 而 改变 ,这 种 和 是 变 系数 的 和 ,下 面 的 公 
式 (6) 和 公式 (7) 就 属于 这 种 类 型 . 


(6) 站 了 2 nc 
k=0 AR 


(7) Dk’ = n(n 二 1)2” 一 neEr 
k=0 \ 


公式 (6) 和 公式 (7) 的 证 明 方 法 有 两 种 : 可 以 使 用 二 项 式 定 理 和 有 关 级 数 求 导 的 技术 ， 
也 可 以 利用 公式 (2) 消 去 变 系 数 ,再 使 用 公式 (4) 或 者 公式 (5) 进 行 化 简 . 这 里 先 使 用 前 一 种 
方法 证 明 公 式 (6) ,然后 使 用 后 一 种 方法 证 明 公 式 (7). 
证 明 公 式 (6). 由 二 项 式 定 理 有 
GT 二 人 5 
两 边 求 导 数 得 


n(l 上 一 bp pe 
El Lk 
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在 上 面 的 公式 中 令 z=1, 且 有 0[ ] = 于 是 得 到 公式 (6) 
证 明 公 式 (7). 
. fn . ”nl1 
有 | | 一 ZR 肖 去 变 系 
>* (i)- Be (eo)) 六 去 变数 
人 
一 > 
二 1 | 
ee | z | 
— n >, [CR 一 1) + | 芝 量 外 提 
= k—1 
> > 拆 项 
3 : ~\£—1 “A | 
n—1 1 
= Sl ; 上 n2"! 改变 求 和 的 下 限 
FE 
i i 
二 n(n 二 1)2" 利用 公式 (6) 


公式 (4) 一 公式 (7) 主 要 用 于 有 关 组 合 数 的 求 和 与 恒等式 证 明 . 
第 三 组 : 变 上 项 的 求 和 式 . 


7 由 
公式 (8) 中 的 组 合 数 | ,| 中 的 下 天 k 不 变 , 而 上 项 7 随 项 的 厅 号 改变 ,是 变 上 项 的 求 
和 式 . 
a nT1 
3 网 ji 


证 明 公 式 (8). 使 用 组 合 分 析 的 方法 . 令 一 {a et2s ”sctpn 十 1 } 为 7 十 1 元 集合 . 等 式 右 边 
是 SS 的 & 十 1 元 子 集 数 . 考虑 男 一 种 分 类 计数 的 方法 . 将 所 有 的 有 十 1 元 子 集 分 成 如 下 
n 十 1 类. 

第 1 类 食 ai, 剩 下 的 个 元 际 取 目 {as，… ,an+ti) 有 [| 种 取 法 ， 


nl 
第 2 类 不 合 a, 合 a, 剩 下 的 & 个 元 系 取 上 月 (as ，… ,an+l) 有 | ] 和 7 


第 nn 十 1 类 不 侣 aa，…a， 侣 al 剩 下 的 有 个 元 系 取 月 空 集 ,有 | | 各 方法 


根据 加 法 法 则 ,等 式 左边 也 是 S 的 有 十 1 子 集 个 数 . 
实际 上 在 上 述 公 式 中 ,等 式 左边 的 项 当 ! 一 & 时 都 等 于 0. 
公式 (8) 主 要 用 于 有 关 组 合 数 序列 的 求 和 或 者 证 明 组 合 恒等式 . 
第 四 组 : 乘积 项 的 转换 公式 . 


(9) C=C nr 之 k,，, nrs:kEN 
ri\k) \k)\r—k 


可 以 使 用 已 知 的 组 合 恒等式 来 证 明 上 述 公 式 , 也 可 以 使 用 组 谷 分 析 的 方法 . 这 里 采用 
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组 合 分 析 的 方法 . 


证 明 公式 (9). 公式 左边 计数 了 先 从 元 集 S 中 选取 7 个 元 素 ,然后 在 这 ~ 个 元 素 中 再 


选 & 个 元 勾 的 方法 . 公 : 式 右边 的 | | 是 从 s 中 直接 选取 子 集 的 方法 数 . 显然 前 一 种 方法 选 


择 的 同一 个 &- 子 集会 重复 出 现 .例如 ,从 集合 {a,b,c,d,e} 中 先 选 4- 了 于 集 , 然 后 从 这 些 4- 了 于 
集 骨 选 3- 子 集 . 那 么 3- 子 集 {pcsd) 可 能 被 选 出 2 次 ,一 次 是 从 4- 了 于 集 tayoycyd 中选 出 的 ， 
刃 一 次 是 从 4- 子 集 {5,c,d,e} 中 选 出 的 . 下面 计算 米 用 第 一 种 方法 时 同一 个 k- 子 集 重 复出 
现 的 次 数 . 换 句 话说 ,就 是 计算 有 多 少 个 r- 子 集 能 够 选 出 相同 的 &- 子 集 . 设 k- 子 集 为 A ,一 


n—k 
个 r 子 集中 除了 A 的 元 系 外 , 剩 下 的 ”一 上 个 元 素 取 目 S 一 A. 因此 有 有 | | r- 了 于 集 能 生 


A le | 信 


这 个 公式 能 够 改变 组 合 数 的 上 .下 项 ,在 组 合 数 求 和 时 经 常会 用 到 . 
党 五 组 : 积 之 和 . 
公式 (10) 和 公式 (11) 是 组 合 数 的 积 之 和 的 形式 . 


(10) > | 隐 ,= ” " monr EN,r min(m,n) 
ey 7 了 和 六 


(11) »(")( = I " mnEN 


注意 到 公式 (11) 是 公式 (10) 的 特例 .在 公式 (10) 中 令 r==n 就 可 以 得 到 


p> 网 | n j=- I 
Eo \k I \n—k nn 
其 中 ,| n = 
n—k k 7 17 


对 于 公式 (10) ,可 以 使 用 二 项 式 定 理 或 组 合 分 析 的 方法 完成 证 明 . 这 里 使 用 组 合 分 析 的 
万 区: 考虑 集 从 A= {a 32 …am ,B= {0 sD b+. 等 式 右 边 计 数 了 从 这 两 个 集合 : PP 选 
出 了 个 元 系 的 方法 .将 这 些 选 法 按照 舍 有 A 中 元 系 的 个 数 & 进行 分 类 ,二 0,1,…,r. 考 虑 合 


PE 


个 元 素 ， 有 | ” " ,各 方 法 由 乘法 法 则 , 恰 合 个 A 中 元 素 的 方法 有 | | ”根据 加 
法 法 则 对 有 求 和 公式 得 证 . 

到 此 为 止 ,已 经 给 出 了 11 个 主要 的 组 合 恒等式 .总结 有 关 组 合 恒等式 的 证 明 方法 ,大 至 
有 以 下 几 种 ， 

(1) 已 知 恒等式 代入 并 化 简 ， 

(2) 使 用 二 项 式 定 理 比较 相同 项 的 系数 ，; 

(3) 利用 二 项 式 定理 以 及 睾 级 数 的 求 导 或 者 积分 ， 

(4) 数学 归纳 法 

(5) 组 合 分 析 方 法 . 
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此 外 ,涉及 组 合 数 的 序列 求 和 的 方法 主要 有 : 

(1) 利用 Pascal 公式 不 断 归 并 相关 的 项 ; 

(2) 级 数 求 和 ; 

(3) 观察 和 的 计算 结果 ,然后 使 用 归纳 法 证 明 ; 

(4) 利用 已 知 的 恒等式 . 

上 述 方法 在 计数 问题 中 可 能 会 用 到 ,应 该 熟练 掌握 它们 . 
例 8.16 求 和 . 
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十 1 
nn 十 1 
解 CD 将 第 一 项 | ”| 改写 为 ]; 然后 不 断 使 用 Pascal 公式 将 最 前 面 的 两 项 合并 . 
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(2) 利用 公式 (2) 消 去 变 系数 ,然后 利用 公式 (5) 


| n 四 = mt n 
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8.3.3 非 降 路 径 问 题 
非 降 路 径 问 题 有 着 广泛 的 应 用 ,可 以 作为 一 种 组 合计 数 模型 .下 面 讨 论 这 个 计数 问题 的 
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相关 结 末 . 
非 降 路 径 问 题 ( 组 合计 数 模 型 2) 考察 图 8.3. 设 m,n 是正 整 数 , 从 (0,0) 点 到 (Gm,0) 点 
的 非 降 路 径 是 一 条 折线 ,这 条 折线 由 x 十 n 次 移动 构成 ,每 次 允许 加 上 或 者 癌 右 移动 一 步 . 
问 不 同 的 非 降 路 径 有 多 少 条 ? 
不 同 的 路 径 取 决 于 m 十 n 步 的 选择 ,其 中 包含 mw 步 回 右 ,nn 步 加 上 .这 种 路 径 条 数 等 于 


| / m 二 nn mn 
从 了 十 区 个 位 置 中 选 7 个 位 置 的 方法 数 , 即 | 机 | ， 


下 面 考 虑 这 个 问题 的 其 他 情况 . 

给 定 非 钠 整 数 a,5,m,n, 其 中 a 硅 m, 5 三 n. 从 (ao) 点 到 (20) 点 的 非 降 路 径 数 等 于 从 
(0,0) 点 到 (一 a,72 一 5) 点 的 非 降 路 径 数 ,这 相当 于 坐标 进行 了 平移 .根据 上 面 的 公式 ,这 种 
路 径 条 数 等 于 | ” “| 

设 a,b,c,d,m,n 是 非 仙 整数 ,其 中 a 二 c 夺 mm, 5 三 d 硅 nn. 从 (a,0) 上 经 过 (c,d) 扣 到 
(27 点 的 非 降 路 径 数 等 于 从 (ao 点 到 (cd) 点 的 非 降 路 径 数 与 从 (cd) 点 到 (2) 点 的 
非 降 路 径 数 之 积 . 

下 面 是 带 限 制 条 件 的 非 降 路 径 问 题 , 这 种 计数 可 以 采用 组 合 对 应 的 方法 解决 . 

考虑 从 (0,0) 点 到 (xn, 如 点 除 端 点 外 中 间 不 接触 对 角 线 y= 二 xz 的 非 降 路 径 数 N. 这 种 路 
径 锌 对 角 线 划分 成 条 数 相 等 的 两 半 . 考虑 对 角 线 下 方 的 路 径 . 如 图 8.4 所 示 , 这 种 路 径 经 过 
(1,0) 点 ,上 青 经 过 (n,n 一 1) 点 ,最 后 到 达 (n,n) 点 .中 径 数 等 于 从 (1,0) 点 到 (n,n 一 1) 点 非 降 
路 径 总 数 减 去 其 中 那些 从 (1,0) 点 到 (2 一 1) 点 .中 间接 触 过 对 角 线 的 非 降 路 径 数 Ni,. 


mw 


(n, 1—1]) 


(n,n) 


(0, 0) (0,0) (1,0) 
图 8.3 图 8.4 


Zn—2 
根据 上 面 的 公式 , 非 降 路 径 总 数 等 于 | ， 攻 ] ,下面 计 和 Ni. 一 条 接触 过 对 角 线 的 非 降 
路 径 在 对 角 线 上 可 能 接触 不 止 一 次 ,那么 存在 一 个 最 后 的 接触 点 A. A 把 这 条 路 径 分 成 前 
后 两 个 部 分 : 从 (1;0) 点 到 A 的 路 径 与 从 A 到 Gn 一 1 点 的 路 人 径 . 将 路 径 的 前 半 部 分 按照 
对 角 线 y 二 zx 反射 成 一 条 从 (0, 了 1D) 点 到 A 点 的 非 降 路 径 ( 如 图 中 虚线 所 示 ). 这 就 在 对 角 线 下 
方 从 (1,0) 点 到 (2 一 1) 点 且 中 间接 触 过 对 角 线 的 路 径 与 从 (0,1) 点 到 (2 一 1) 点 的 路 径 


2n—2 
之 间 构 造 了 一 一 对 应 .因此 Ni 一 | -从 而 得 
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(| 1" | 2 | 
N=2 一 二 
有 一 外 1 7 \ 7 一 
可 以 使 用 非 降 路 径 数 的 计数 模型 证 明 组合 恒 等 式 , 下 面 采 用 这 种 方法 证 明 公式 (10). 
例 8.17 设 mr,r,n 为 正 整数 ,其 中 rm,n, 证 明 组 合 恒等式 


S.-C 


证 明 证 明 的 关键 是 选择 合适 的 非 降 路 径 模型 ， 等 式 右边 计数 了 从 (0,0) 点 到 (mm 十 
) 一 rsr) 点 的 非 降 路 径 . 等 式 左边 的 和 是 分 类 计数 非 降 路 径 ,不 同 的 类 由 参数 决定 ,其 中 
k= 二 0,1,…,r, 表 示 这 类 非 降 路 径 经 过 某 条 直线 上 的 点 不 同 ， 对 于 给 定 的 ,乘积 则 表示 这 条 


非 降 路 径 由 两 段 构成 . 正如 图 8.5 所 示 ,前 一 段 是 (0,0) 点 到 (mm 一 AR) 点 的 路 径 有 | ”| 条 


后 一 段 是 从 (m 一 k&,k) 点 到 (mm 十 n 一 rr) 点 的 非 降 路 径 . 这 些 路 径 与 从 (0,0) 点 到 
Gn 一 [十 kr 一 点 的 非 降 路 径 一 样 多 有 | ”条 根据 乘法 法 则 和 加 法 法 则 ,左边 的 等 式 
也 恰好 计数 了 从 (0,0) 点 到 Gm 十 n 一 r,7) 点 的 非 降 路 径 . 

利用 非 降 路 径 模 型 也 可 以 解决 实际 的 组 合计 数 问题 . 请 看 下 面 的 例子 . 

例 8.18 求 集合 {1,2,…,n} 上 的 单调 递增 函数 个 数 . 

解 ” 考 不 集合 (1,2,…,n} 上 的 单 英 递增 明 数 f: (1,2,…,n} 一 一 1,2,…,n). 如 
图 8.6 所 示 , 可 以 将 日 变量 看 作 横 坐标 ,对 应 的 函数 值 看 作 纵 坐标 ,得 到 nn 个 点 .在 图 上 增加 
(1,1) 和 (2 十 1,2) 两 个 点 ,并 按照 下 面 的 方法 连接 这 2 十 2 个 点 :如 果 (1) 不 等 于 1, 那么 从 
(1,1) 开 始 向 上 连接 到 (1, Fl1)) 点 .从 (1,7G)) 点 先 回 右 再 向上 连接 到 (2, 大 2)) 点 ,依照 
“ 先 问 右 :, 后 加 上 ”的 规则 顺 次 连接 (3, FC3)),… ,直到 (2 十 1,72) 点 . 而 这 条 连 线 恰好 构成 从 
(1,1) 点 到 (2 十 1,7) 点 的 一 条 非 降 路 径 . 显然 这 种 非 降 路 径 与 单调 图 数 是 一 一 对 应 的 ,只 需 
2 一 外 


ni 


计数 非 降 路 径 条 数 就 得 到 所 求 的 单调 函数 个 数 . 根据 公式 , 非 降 路 色 数 是 [ ， 因此 集 


n 


四 
合 (1.2， ,中 上 的 单调 递增 范 数 个 数 也 是 | “ | 


(ntl, nm) 


(2, 7 (2)) 


(0, 0) 


组 合计 数 堆 耐 


了 十 天 一 1 
个 数 等 于 从 (1,1) 到 (2 十 1,7) 的 非 降 路 径 数 的 两 倍 , 即 ?| ) 


例 8.19 在 计算 机 算法 的 设计 中 , 栈 是 一 种 很 重要 的 数据 结构 . 下 面 考虑 一 个 涉及 栈 
输出 的 计数 问题 , 设 有 正 整 数 1,2,…,n, 从 小 到 大 排 成 一 个 队列 . 将 这 些 整数 按照 排列 的 次 
厅 依 次 压 和 人 一 个 栈 ( 即 后 进 先 出 栈 ). 当 后 面 的 整数 进 栈 的 时 候 , 已 经 在 栈 中 的 整数 可 以 在 任 
何 时 刻 输 出 . 问 可 能 有 多 少 种 不 同 的 输出 序列 ? 例如 整数 1,2,3 可 能 的 输出 序列 有 1,2,3; 
对 应 的 操作 是 :1 进 栈 ,1 出 栈 ,2 进 栈 ,2 出 栈 ,3 进 栈 ,3 出 栈 . 也 可 能 输出 1,3,2; 对 应 的 操 
作 是 :1 进 栈 ,1 出 栈 ,2 进 栈 ,3 进 栈 ,3 出 栈 ,2 出 栈 . 

解 ” 将 进 栈 、 出 栈 分 别 记 作 工 ,y, 一 个 输出 对 应 了 nn 个 xz,n 个 yy 的 排列 , 且 排 列 的 任何 
前 级 中 的 z 的 个 数 不 少 于 y 的 个 数 . 考虑 非 降 路 径 的 
模型 ,从 (0,0) 操 出 发 ,将 排列 中 的 x 看 作 问 右 走 一 
步 ,y 看 作 问 上 走 一 步 ,就 可 以 得 到 一 条 从 (0,0) 点 到 

如 图 8.7 所 示 ,任何 一 条 从 (0,0) 扣 到 (Gn, 后 的 
穿 过 对 角 线 的 非 降 路 径 对 应 于 一 条 从 (一 1,1) 点 到 
(n;70) 点 的 非 降 路 径 。 从 (0,0) 点 到 x,n) 点 的 非 降 路 


27 
径 总 数 为 | | 条 ,从 (一 1.D 点 到 (点 的 非 降 路 


人数 为 | ”条 ,因此 不 同 的 输出 序列 个 数 是 
R11, 
N= (2 (22 CV CC! 
Nn n—1 nlnl (nn— 1)1l(nT 171 


1 2n 
nn 二 1\ln 


这 个 问题 也 可 以 使 用 生成 函数 的 方法 求解 ,有 关 的 说 明 将 在 10. 2 市 给 出 . 


8.4 ”多 项 式 定理 与 多 项 式 系数 


8.4.1 多项式 定理 
二 项 式 定 理 可 以 推广 为 多 项 式 定 理 . 
定理 8.6 设 nn 为 正 整数 ,zx; 为 实数 ,1 二 1,2,…,t. 那么 有 


(Xi 1 Es a > A a 
满足 十 … 二 n, 一 n\ T1712 7 
的 非 负 整数 解 


这 里 | ]= 二人称 为 多 项 式 系数 


721 722 "** 7 7 | 
证 明 展开 式 中 的 项 zaz2…zx 是 如 下 构成 的 :在 7 个 因 式 中 选 j 个 因 式 贡献 zl ,从 
和 镜 下 的 7n 一 个 因 式 选 n; 个 因 式 贡献 zx;,…,; 从 剩 下 的 一 再 一 2 一 一 一 ni 个 因 式 中 选 ， 


好 8 泊 


ni [si : NR Hl nl 加 nn 
HH Mio ns nl | Hs | "Fr | P11 To *** 7 


不 难看 出 二 项 式 定 理 是 多 项 式 定 理 的 特殊 情况 . 当 1 二 2 时 有 
n i 
因此 ,多项式 年 理 束 变 成 了 二 项 式 和 定理 ， 
多 项 式 定 理 有 下 面 的 推论 . 
推论 1 在 多 项 式 定 理 的 展开 式 中 ,右边 不 同 的 项 数 为 不 定 方 程 1 十 nj 十 … 十 n, 二 nn 的 


‘ni 十 E 
非 负 整数 解 的 个 数 | ) 


证 明 根据 定理 8.6, 项 zz2…zea 中 的 指数 和 方程 十 nz 十 … 十 二 n 的 非 人 希 整 数 
解 之 间 存 在 一 一 对 应 . 
推论 2 2 | = t" ,其 中 求 和 是 对 方程 4 十 nz 十 … 十 n= 二 nn 的 所 有 的 非 全 整 
N72 1, 
证 了 朋 在 多 项 式 公 式 中 令 ls 2 
例 8.20 求 (2z 一 3zy 十 5zs) "中 zizyzs 的 系数 . 
解 ”由 多 项 式 定 理 得 


0 js 。， 61 z 
3 (or 0! og, ,or 
(112) ET 
8.4.2 多 项 式 系 数 


多 项 式 系数 | ) 色 党 在 一 些 组 合同 题 中 出 现 , 回 上 8. 2.2 廊 , 它 恰好 是 多 重 集 
71272172 “72 


S 一 人 ay 。，d 1。d) 的 全 排列 数 , 同 时 它 也 对 应 了 了 个 不 同 的 球 放 到 上 个 不 同 的 
盒子 里 ,使 得 第 一 个 盒子 含有 靖 个 球 ,第 二 个 盒子 含有 ma 个 球 ,…… ,第 上 个 盒子 含有 7 个 
球 的 方法 数 . 先 从 7 个 球 中 选 出 ni 个 球 放 入 第 一 个 盒子 ,然后 从 剩 下 的 n 一 个 球 中 选 出 
nz 个 球 放 入 第 二 个 盒子 ,…… ,最 后 从 nn 一 向 一 nz 一 一 ni 个 球 中 选 n, 个 球 放 人 第 :个 盒 
于 ,根据 乘法 法 则 , 放 球 的 方法 数 恰 好 为 


nt ii : /i i | nl 加 71 
nl no» nn, ni 1722 le**n,! T11712 ”77 


与 二 项 式 系数 类 似 ,多 项 式 系数 | ， 机 | 存在 一 些 恒等式 常见 的 恒等式 除了 上 壕 
的 推论 2 以 外 ,还 有 下 面 的 恒等式 


n 天 一 外 7 一 外 1 一 外 
一 E 
7121 The 72， ni 一】 722 "77 nints 一 Jl***n, nins "7 一 外 


这 个 恒等式 是 关于 多 项 式 系数 的 递 推 公式 ,可 以 采用 组 合 分 析 的 方法 加 以 证 明 . 等 式 左 
边 计 数 了 个 不 同 的 球 放 到 + 个 不 同 的 盒子 里 并 且 要 求 第 一 个 盒子 里 含有 见 个 球 ,第 二 个 
盒子 里 含有 郊 个 球 ,…… ,第 1 个 盒子 里 含有 ,个 球 的 方法 数 . 任 取 一 个 球 ,比如 说 a ,然后 


组合 于 烽 基 础 
将 所 有 的 放 球 方法 如 下 进行 分 类 : 
| 
4 放 到 第 一 个 使 了 的 方法 数 为 | ”| 


天 一角 
4 放 到 第 二 个 盒子 的 方法 数 为 | } 


17171717 — 1 nn, 


z z : 在 一 外 
al 放 到 第 i 个 盒子 9 方法 数 为 [ } 


nin2***n— 1] 
由 加 法 法 则 等 式 右边 也 计数 了 总 的 放 球 方法 数 . 

问 顾 8.2 节 多 重 集 排列 问题 ,多 项 式 系数 | | 痊 好 就 是 多 重 集 S 一 (m oe 
ns* qs,… ns。 as} 的 全 排列 数 , 上 面 的 证 明 进 一 步 指出 多 项 式 系数 也 计数 了 个 不 同 的 球 
放 到 1 个 不 同 的 盒子 里 并 且 要 求 第 一 个 盒子 里 含有 ni 个 球 ,第 二 个 盒子 里 含有 no 个 
球 ,……, 第 :个 盒子 里 含有 nn, 个 球 的 方法 数 . 放 球 问题 也 是 一 个 重要 的 组 合计 数 模 型 ,这 里 
计数 的 只 是 它 的 一 个 子 类 . 其 他 情况 的 计数 结果 将 在 第 10 音 介 绍 . 


Li 


习 十 


8.1 从 去 抒 大 小 王 的 52 张 扑 死 牌 中 取出 5 张 牌 , 硅 其 中 有 4 张 点 数 一 样 , 则 有 多 少 种 取 
法 ? 若 第 一 张 牌 是 红 桃 ,第 二 张 牌 不 是 天, 则 有 多 少 种 取 法 ? 
从 集合 (1,2,…,1000} 中 选 3 个 数 使 得 其 和 是 4 的 倍数 , 问 有 多 少 种 方法 ? 
从 S=11,2,… ,20} 中选 出 4 个 数 使 得 其 和 是 3 的 倍数 , 问 有 多 少 种 选 法 ? 
有 多 少 个 十 进 制 3 位 数 的 数字 恰 有 一 个 8 和 一 个 9? 
由 1,2,3,4 这 4 种 数字 能 构成 多 少 个 大 于 230 的 3 位 数 ? 
从 集合 {1,2,…,9}) 中 选取 不 同 数 字 构 成 7 位 数 ,如 果 5 和 6 不 相 邻 , 则 有 和 多少 种 方法 ? 
在 1 一 1000 之 间 ( 包 括 1 和 1000 在 内 ) 有 和 多少 个 整数 的 各 位 数字 之 和 小 于 7? 
用 数字 0,1,2,3,4,5 能 组 成 多 少 个 没有 重复 数字 有 旦 比 34521 大 的 5 位 数 ? 
有 多 少 个 大 于 5400, 不 含 2 和 7, 且 各 位 数字 不 重复 的 整数 ? 
10 设 有 种 明信片 ,每 种 张 数 不 限 . 现在 要 分 别 寄 给 n 个 朋友 ,k 三 n, 硅 给 每 个 朋友 寄 1 
张 明 信 片 ,有 和 多少 种 寄 法 ? 知 给 每 个 朋友 寄 1 张 明 信 片 ,但 每 个 人 得 到 的 明信片 都 不 
相同 , 则 有 多 少 种 寄 法 ? 若 给 每 个 朋友 寄 2 张 不 同 的 明信片 (不 同 的 人 可 以 得 到 相同 
的 明信片 ), 则 有 多 少 种 寄 法 ? 
8.11 设 有 kk 类 明信片 , 且 第 i 类 明信片 的 张 数 是 A;,i 二 1,2,…,k. 把 它们 全 部 送 给 nn 个 朋 
友 , 问 有 和 多少 种 方法 ? 

8.12 由 满足 不 等 式 zi 十 zs 十 zs 过 5 的 非 负 整数 解 zi ,xs ,Xx 构成 的 有 序 三 元 组 《xi ,Xs， 
Xx3) 的 个 数 是 多 少 ? 

8.13 把 10 个 不 同 的 球 放 到 6 个 不 同 的 盒子 里 ,允许 空 盒 , 且 前 2 个 盒子 球 的 总 数 至 多 是 
4, 则 有 多 少 种 方法 ? 

8.14 书架 上 有 24 卷 百 科 全 书 , 从 其 中 选 5 卷 使 得 任何 2 卷 都 不 相继 , 问 这 样 的 选 法 有 多 
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高 族 数 学 ( 利 3 版 ) 


8. 1 


8.16 
8.17 


少 种 ? 

由 集合 {5，a,1*，5,1*c,1，d,1。e}) 中 的 全 体 元 素 构成 字母 序列 , 求 

(1) 没有 a 相 邻 的 序列 个 数 . 

(2) b,c,d,e 中 的 任何 两 个 字母 都 不 相 邻 的 序列 个 数 . 

满足 不 等 式 zi 十 zz 十 zs 过 7 的 非 负 整数 解 的 个 数 是 多 少 ? 

设 S$S 二 {1,2,…,n 十 1}, 从 SS 中 选择 3 个 数 构 成 有 序 三 元 组 (x,y,z) 使 得 xz 二 x 且 
-rR 

(1) 证 明 : 奎 z= 二 k& 十 1, 则 这 样 的 有 友 三 元 组 恰 为 个 . 

(2) 将 所 有 的 有 友 三 元 组 按 照 zx 一 yz 一 yz 二 yy 分 成 4A,B,C 三 组 ,证 明 


1 十 1 1 十 1 
Al=1 ) B=icI=| z | 
2 3 


(3) 由 (1) 和 (2) 证 明 恒 等 式 

2 计量 

1 十 2 十 … 十 n? 一 +2 

ry ” 浊 

有 72 个 整数 aaz,…，a 满足 w 过 id 二 … 二 da， 从 中 选 出 两 组 数 ,每 组 至 少 合 1 个 
数 , 且 要 求 第 一 组 的 最 小 数 大 于 第 二 组 的 最 大 数 , 问 有 多 少 种 方案 ? 
根据 IPv4 网 络 协议 ,每 个 计算 机 的 地 址 是 32 位 二 进 制 数字 构成 的 串 . 其 中 A 类 地 
址 第 一 位 是 0, 接 着 7 位 是 网 络 标 识 , 髓 接 看 24 位 是 主机 标识 . B 类 地 址 前 两 位 是 
10, 接 看 14 位 网 络 标识 ,再 接着 16 位 主机 标识 . C 类 地 址 前 3 位 是 110, 接 看 21 位 
网 络 标识 ,再 接 看 8 位 主机 标识 . 此 外 ,A 类 地 址 中 全 1 不 能 做 网 络 标 识 ,在 三 类 地 址 
中 全 0 和 全 1 都 不 能 作为 主机 标识 . 问 按 照 IPv4 协议 ,在 Internet 中 有 和 多少 个 有 效 
的 计算 机 地 址 ? 
假设 计算 机 系统 的 每 个 用 户 有 一 个 4 一 6 个 字符 的 登录 密码 ,每 个 字符 是 大 与 字母 或 
者 十 进 制 数 字 , 且 每 个 密码 必须 至 少 包 合 一 个 数字 . 问 有 多 少 个 可 能 的 登录 密码 ? 
从 S={ce，0:,co。1:,co。，2} 中 取 守 个 数 做 排列 , 乔 不 允许 相 邻 位 置 的 数 相 同 , 问 有 
多 少 种 排 法 ? 
给 出 多 重 集 {2，a,1*，5,3。c) 的 所 有 的 3- 排列 与 3- 组 合 . 
有 3 只 蓝 球 ,2 只 红 球 ,2 只 黄 球 排 成 一 列 , 夺 黄 球 不 相 邻 , 则 有 多 少 种 方法 ? 
由 x 个 A 和 个 B 构成 序列 ,其 中 ,nn 为 正 整 数 . 如 果 要 求 每 个 A 后面 至 少 跟着 1 
个 B, 问 有 和 多少 个 不 同 的 序列 ? 
A 二 (1,2,…,n} ,SCA, 其 中 为 给 定 正 整数 .如果 S 的 每 个 元 素 都 不 小 于 S 的 元 素 
个 数 |S| ,就 称 S 是 饱满 的 (这 里 认为 空 集 是 饱满 的 ). 令 N(n) 表 示 A 的 饱满 子 集 的 
个 数 . 
(1) 导出 关于 N(n) 的 公式 . 
(2) 计算 N(8). 
证 明 : 


fn 
(1) >| jg 一 37. 
k=0 \k 


(2) SA > 一 2". 


k=0 k 
?十 ] 2"+l 1] 
2 1 了 nl 
求 和 : 
= 
pM } 
=0 \m—k 
rioO\llm—0 nn | ri+nl/m—n 
ee ee 
0 nn—0 n— 1 、 天 Nn—n 
证 明 组 合 恒等式 : 
DDE-p: 一 小- 人 
k=2 


(2) > je 
n (2D 
证 明 ， el j= (2 一 1)1(02 十 1)1 


求 和 : D1 CC2n,28k). 


二 0 


组 佐 矿 数 基 而 


设 3n 十 1 个 球 中 恰好 有 个 相同 ,证 明 从 这 32 十 1 个 球 中 选 革 个 球 的 方案 数 是 2 ". 
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容 斥 原 理 


容 帮 原理 是 一 个 重要 的 组 合计 数 定理 ,主要 解决 有 穷 集 合 中 具有 共 些 性 质 或 者 不 具有 
某 些 性 质 的 元 素 的 计数 ,例如 一 般 多 重 集 的 王 组 合计 数 问题 .错位 排列 计数 问题 等 . 本章 主 
要 讨论 容 帮 原理 的 基本 形式 及 其 应 用 ,限于 篇 幅 , 这 里 不 考虑 它 的 推广 形式 . 


9.1 容 斥 原理 及 其 应 用 


9.1.1 容 斥 原理 的 基本 形式 


我 们 经 第 会 遇 到 对 集合 中 不 具有 某 种 性 质 的 元 又 进行 计数 的 问题 .考虑 下 面 的 例子 . 
例 9.1 设 集合 S=(11,2,3}, 求 S 上 既 不 是 对 称 .也 不 是 反对 称 的 关系 个 数 ， 
解 ” 先 计算 S 中 的 关系 总 数 , 等 于 2 二 2， 二 512. 然后 计算 S 中 对 称 关系 的 个 数 ,根据 


第 4 音 的 结果 , 这 个 数 应 该 等 于 2 二 一 2 一 64 接着 ,计算 反对 称 关系 的 个 数 , 是 


2 .3 7 二 2 。，3” 二 216. 最 后 还 和 需要 知道 既 对 称 、 也 反对 称 的 关系 的 个 数 , 是 2 二 8 个 .为 
了 得 到 所 求 的 结果 ,应 该 从 关系 总 数 中 减 去 对 称 关 系 的 个 数 、 反 对 称 关 系 的 个 数 .但 是 这 样 
一 来 ,同时 具有 对 称 性 和 反对 称 性 的 关系 就 被 减 去 了 2 次 ,因此 需要 在 上 述 结果 中 再 加 上 这 
种 关系 的 个 数 ,最 终 得 到 如 下 结果 : 
512 一 (64 十 216) 十 8 一 240 

上 述 求解 方法 就 是 使 用 容 斥 原理 的 一 个 简单 的 例子 . 

下 面 给 出 容 斥 原理 . 

定理 9.1 设 S 为 有 穷 集 ,Pi,P;,,…,P; 是 m 种 性 质 ,A; 是 S 中 具有 性 质 P; 的 元 素 构 
成 的 子 集 , A; 是 A; 相对 于 S 的 补 集 , 其 中 i 二 1,2,…,m. 那么 S 中 不 具有 性质 
P,P;,… ,PP 的 元 素数 为 

IANA:N-…NA,|= 1 一 之 1Ai|+ 2 1A:NA,| 


li 二 j 寺 mn 


|A,(|lA, (A, 十 一 十 (一 1)”| 和 Al (1 A, NM:…[|A,| 


证 明 可 以 使 用 数学 归纳 法 对 m 进行 归纳 ,也 可 以 使 用 组 合 分 析 的 方法 ,这 里 给 出 的 
是 组 合 分 析 的 方法 . 只 需要 证 明 : 如 果 S 中 的 元 系 z 上 共有 m 种 性 质 中 的 任何 一 种 ,那么 它 
对 等 式 右 边 的 计数 页 献 是 0; 如 采 不 具有 任何 性 质 , 则 对 等 式 右 边 的 计数 页 献 是 1. 下 面 分 别 
讨论 这 两 种 情况 ， 
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右 工 不 具有 任何 性 质 , 则 之 在 S 中 出 现 1 次 ,但 是 工 不 会 出 现在 任何 A, 中 ,其 中 i=1， 
2,…,m. 因此 x 对 等 式 右 边 的 贡献 为 
IT0 Ut D0=1 
大 工具 有 n 条 性 质 ， 1 过 x 过 m; 则 zz 在 S 中 出 现 1 次 ,在 》 | A 中 出 现 | bx 在 


i=1 


> 1A[(IA, | 出 现 [” 网 ， 在 (一 1)”|Ai 门 A; 门 … 门 A;, | 中 + 现 | 


li 二 


此 对 等 式 右 边 的 页 陕 为 


0 


推论 S 中 至 少 具 有 其 中 一 条 性 质 的 元 系数 为 


用: 因 


Hn, 


IAUAUUAI= 1A > 14n4 


1 二 i 二 jj 三 


+ 2 1ANANAITR+E DIANAN.-NA,| 


证 明 根据 集合 论 的 知识 可 以 知道 ， 
| Ai UA, U … U A, | 一 | SS | 一 | Al U A; UU … UA。| 


=|SI-|1A.NANMN.…NA,| 


=|SI-(IsSI—- DIAlt 3D IANA,! 


1 二 ij 和 mm 


li jm 


FN 


2A 2 ANAGIt 2 IANANA I 


1<icj<m li j< hm 


十 一 十 (一 DD™ |ANMA;,NMN…N A,| 
9.1.2 容 斥 原理 的 应 用 
使 用 容 斥 原理 可 以 求 多 重 集 的 六 组 合 数 . 下面 用 一 个 例子 说 明 求 解 方法 . 
例 9.2 求 多 重 集 B= 二 {3。，a,4，b,5，c}) 的 10- 组 合 数 . 
解 令 S 一 {x|z 是 a ,b,c 任意 重复 的 10- 组 合 }, 如 下 定义 S 的 3 个 子 集 : 
Al= 二 {xz|xE5S,z 中 至 少 含 4 个 a}={zx|z 是 a ,b,c 的 任意 6 组合)} 
A, 二 {xz|xES,z 中 至 少 含 5 个 0 二 {x|z 是 a ,b,c 的 任意 5 组合) 
A; 二 {xz|xES,xz 中 至 少 含 6 个 c= 二 {xlz 是 a ,byc 的 任意 4 组 合 )} 
所 求 的 10- 组 合 数 应 该 等 于 |Ai[1A; 门 A;| ,下面 对 这 个 数 进 行 计算 . 
S 的 10- 组 合 总 数 应 该 是 


3 十 10 一 1 i 
Sr io ls) 
、 10 | 2 


如 果 一 个 10- 组 合 中 至 少 含有 4 个 wa, 那么 从 这 个 10- 组 合 中 拿 走 4 个 a, 就 得 到 S 的 一 个 


起 6 湛 
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6- 组 合 ; 反 之 ,如 果 在 S 的 一 个 6- 组合 中 加 上 4 个 a ,就 得 到 一 个 至 少 含 有 4 个 a 的 10- 组 合 . 
根据 这 种 一 一 对 应 ,S 的 至 少 含有 4 个 a 的 10- 组 人 台数 就 等 于 它 的 6- 组合 数 , 从 而 得 到 


3 十 6 一 1 8 
6 2 


‘= En 
的 
| 5  ， 可 
3 十 4 一 1 6 
| A; |= | ， j= 1 上 = 15 


类 似 地 ,也 可 以 得 到 


| 
| Ai na j=: 

el 
| Al na = 人， )-: 
| A; (1 A; |= 0 


| Al 站 A， 门 A: [=0 
代入 容 斥 原 理 得 到 
IANMmA, 门 A;|==66 一 (28 十 21 十 15) 十 (3 十 1 十 0) 一 0=6 

对 于 这 样 简单 的 问题 也 可 以 使 用 文 氏 图 求解 .如 图 9. 1 所 示 , 从 3 个子 集 的 交集 开始 ， 
分 别 在 代表 它们 的 面积 中 填 上 适当 的 数字 . 当中 心 位 置 的 子 集 十 
上 0 以 后 , 接 者 十 上 两 个 集合 交集 位 置 的 数字 ,如 图 中 的 3,0 和 
1; 最 后 填 上 只 在 一 个 子 集中 的 元 素数 , 即 24,18,14. 将 已 经 填 好 
的 数字 加 起 来 就 得 到 A U A, UA; 的 元 素数 ,就 是 60, 从 而 得 到 
不 在 3 个 子 集中 的 元 系数 为 6. 

文 氏 图 的 方法 只 适用 于 S 的 人 性质 比 较 少 或 者 同时 具有 两 种 
性 质 的 元 双 比 较 少 的 情况 . 因为 当 性 质 比 较 多 时 ,涉及 的 子 集 以 
及 它们 之 间 的 交集 也 比较 多 ,就 很 难 用 文 氏 图 来 表示 它们 之 间 的 
关系 了 .在 这 种 情况 下 容 斥 原理 就 成 为 一 个 有 用 的 工具 . 

使 用 容 斥 原理 应 该 注意 什么 问题 呢 ? 首先 注意 容 斥 原理 适 于 求解 的 问题 类 型 是 :对 有 
穷 集 中 不 具有 任何 性 质 的 元 系 进 行 计 数 .求解 过 程 是 : 先 设 定 有 和 穷 集 合 5S, 然 后 定义 S$ 中 的 
右 干 条 性 质 . 这 些 性 质 应 该 与 题目 所 要 求 元 素 具 有 的 性 质 恰 好 相反 ,同时 这 些 性 质 应 该 是 彼 
此 独立 的 . 换 句 话说 ,在 计数 具有 有 某 种 性 质 的 元 素 时 ,与 这 些 元 系 是 否 具 有 其 他 性 质 无 天 . 

下 面 通过 例子 进一步 说 明 这 种 求解 方法 . 

例 9.3 求 不 超过 120 的 素数 个 数 . 

解 ”因为 11: 王 121, 不 超过 120 的 合 数 至 少 含有 2,3,5 或 者 7 这 几 个 素 因 子 之 一 . 先 求 
在 1 一 120 之 间 不 能 被 2,3,5 或 7 整除 的 整数 个 数 . 由 于 2,3,5,7 本 号 是 系数 ,而 1 不 是 素 
数 ， i 4, 再 减 去 1. 设 

机 1 过 7z 和 120} 
zlzES,zr 是 2 的 倍数 } 
一 {zlzES,z 是 3 的 倍数 ) 
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43: 一 (zlzES,z 是 5 的 倍数 } 
A 二 {TI|xz€E5,zx 是 7 的 倍数 ) 


1S|=120, |Ai|=60, |A,|=40, |A;|=24, |A,|=17 
AMA,|=20, |ANMA|=12, |ANMA|=8, |ANMA;|=8, |A;NA,|=5, 
|As[1A,|=3 
IANANMA;|=4, |ANANMNA N=2, [ANA NA N=1, |ANMANMNA,|=1 
IANA;NMA;NMA,|=0 
根据 容 斤 原理 
[1AiNMA;:NMA; NA, |=120 一 (60 二 40 十 24 十 17) 
十 (20 十 12 十 8 十 8 十 5 十 3) 一 (4 十 2 十 1 十 1) 十 0 
一 120 一 141 十 56 一 8 一 27 
因此 ,不 超过 120 的 素数 个 数 是 27 十 3 三 30. 
例 9.4 求 欧 拉 函 数 的 值 . 
欧 拉 轴 数 $$ 是 数论 中 的 一 个 重要 轴 数 , 设 n 是 正 整 数 ,p(n) 表 示 {10,1,…,n 一 1 中 与 
互 素 的 数 的 个 数 . 例如 8%(12) 王 4, 因 为 与 12 互 素 的 数 有 1,5,7,11. 这 里 认为 4%(1) 王 1. 关于 
欧 拉 函数 将 在 第 11 章 进 一 步 讨 论 , 这 里 只 是 利用 容 斥 原理 给 出 欧 拉 图 数 的 计算 公式 . 
给 定 正 整数 n,n 二 pr? pz pz 为 由 的 系 因 于 分 解 式 , 令 
A; 二 {zt10 志 7z 三 n 一 1 且 p; 整除 工 )} 
那么 
$7)=|AiNAs NL NA 
下 面 计算 等 式 右边 的 各 项 ， 


41 一族 2 一 1， 2 天 


ni 
A NA Nm NA 


根据 容 太原 理 
$n) 一 | Ai 人 A， 1 人 A， | 


-一 (至 二 至 十 … 二 王 j+( Ni n PP nn 六 Rs nn 
p11 ppb: ! 


pi pip: pips prips pip2s "ps 
= nl 一 lt 一 二 (1 = | 
pi \ ps z ps 
例如 ,#60) 二 60 (1 一 去 (1 一 计 )(1 一 二 )=60 : 元 5 : 全 一 16, 与 60 互 系 的 正 整数 有 


16 个 ,它们 是 1,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,49,53,59. 
使 用 容 斥 原理 可 以 证 明 组 合 恒等式 . 
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例 9.5 证 明 : 


nO—m ee 1 一 工 
| 上 = > mrn 
rm i 二 让 i rm 


证 了 明 令 S={1,2,…,n}, A 二 41,2,…,m} ,等 式 左 边 是 从 S 中 选取 包含 A 的 r- 子 集 
的 方法 数 . 下面 证 明 等 式 右边 也 是 对 这 种 于 集 的 计数 .如 下 定义 和 2 种 性 质 : 
P;: 在 S 的 r 了 于 集中 不 包 食 i, i 一 1,2,*…,m 
令 S 的 王子 集中 满足 性 质 P; 的 子 集 构成 集合 Ai, i 一 1,2,…,m. 那么 |Ai 几 As 人 … 人 A 


RC 一 1] 
| A， | -== | | EE 
r 


Anan-nacl=| ”| 


根据 容 夺 原理 得 
[1A.NA:N-…NA, | 


-EE 
-Bow 


9.2 对 称 科 公式 及 其 应 用 


9.2.1 对 称 第 公式 


当 集 合 的 性 质 在 计数 中 具有 对 称 性 时 容 斥 原理 有 着 另 一 种 表示 , 它 的 表达 更 为 简洁 . 设 

5S,A; 的 含义 如 年 理 9.1 所 述 , 其 中 i 二 1,…,m. 令 
SI=N, Ni:=|A, na nnal 
其 中 ,1 志 记 过 谎 过 … 过 mm ,上 有 二 1,2,…,m;, 则 容 斥 原理 变 成 
N。—N— sy 十 四 一 … 十 (一 D” jw = N 十 > (一 Dj 

这 个 公式 称 为 对 称 得 公式 . 

对 称 科 公式 是 容 斥 原理 的 特殊 表示 ,只 有 性 质 在 计数 中 具有 对 称 性 时 才能 使 用 . 这 种 对 
称 性 的 表现 是 : 在 m 种 性 质 中 ,具有 其 中 任何 1 条 性 质 的 元 素数 都 等 于 Ni ,具有 其 中 任何 
2 条 性 质 的 元 素数 都 等 于 N;,……, 具 有 其 中 任何 mx 一 1 条 性 质 的 元 素数 都 等 于 N。1. 

下 面 考虑 错位 排列 的 计数 问题 . 这 个 问题 起 源 于 一 个 著名 的 帽子 寄存 问题 ,及 个 人 在 
参加 晚会 时 寄存 了 自己 的 帽子 .可 是 保管 人 忘记 放 寄 存 号 , 当 每 个 人 领取 帽子 时 ,他 只 能 随 
机 选择 一 项 帽子 交 给 守 存 人 . 问 在 nl 种 领取 帽子 的 方式 中 有 和 多少 种 方式 使 得 每 个 人 都 没有 
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领 到 日 己 的 帽子 ? 如果 将 这 些 人 与 他 们 的 帽子 分 别 标号 为 1,2,…,n. 设 7 领 到 的 帽子 标号 
为 1 . we 那么 这 些 人 领 到 的 帽子 可 以 用 排列 1] Ly 7 来 表示 ,其 中 每 个 人 都 设 
有 领 到 自己 帽子 的 排列 霹 i20… i 满足 i 了 关 j ,J 二 1,2,…,n. 这 种 排列 称 为 错位 排列 . 错位 排 


列 数 记 作 D, ,可 以 证 明 D, 二 nl! i | 


设 S 为 {1,2,…,n} 的 排列 的 集合 , P; 是 其 中 i 处 在 排列 中 的 第 i 位 的 性 质 , i=1， 
2,…,n. 错位 排列 数 D, 就 是 S$ 中 不 具有 以 上 任何 一 条 性 质 的 排列 数 . 显然 这 些 性 质 具 有 对 
称 的 特点 ,根据 对 称 第 公式 得 到 

N=n1 
人 Ni 一 (7 一 1)1! 
N,= (nO—2)1 


N; = (nO—k) | 


IE 


3 oe EE je» J 六 
] 下 mn 


=n! [1 一 误 十 训 一 … 十 (一 "让 | 


可 以 证 明 错 位 排列 数 具 有 下 面 的 性 质 . 

(1) 销 位 排列 数 满足 下 面 的 方程 : 

D. 一 《7 一 1) 作 忆 十 已 1) 

证 明 按照 第 一 位 的 数 是 2,…,72 将 错位 排列 进行 分 类 ,有 7 一 1 类 .根据 对 称 性 ,这 
7 一 类 中 的 排列 个 数 相 等 . 考虑 第 一 位 为 2 的 类 ,将 这 个 类 按照 第 二 位 是 1 或 不 是 1 进 一 
步 划 分 成 两 个 子 类 . 如 果 第 二 位 是 1, 那么 后 面 的 2 一 2 个 数 构成 {3,4,…,n}) 的 错位 排列 ,有 
D,_; 种 构成 方法 ;如 果 第 二 位 不 是 1, 那么 从 这 位 起 的 一 1 位 构成 {1,3,…,n}) 的 错位 排列 ， 
有 D,-1 种 构成 的 方法 . 因此 D,_; 十 D,-1 是 第 一 位 为 2 的 钳 位 排列 个 数 ,再 乘 以 对 一 1 就 表 
示 了 所 有 的 错位 排列 数 . 

如 果 将 所 有 的 错位 排列 数列 出 来 ,可 以 得 到 数列 Di ,…,D,;,… ,上述 方 程 将 这 个 数列 
的 第 7 项 也 , 与 前 面 的 nn 一 1 项 及 nn 一 2 项 联系 起 来 .这 种 方程 称 为 递 推 方程 . 如 果 知 道 了 DD， 
与 Di ,反复 使 用 这 个 方程 ,就 可 以 求 出 任何 一 个 错位 排列 数 .求解 这 个 递 推 方程 也 可 以 得 到 
关于 也 , 的 公式 ,与 容 斥 原理 得 到 的 结果 一 样 . 关于 递 推 方程 的 求解 方法 和 在 计数 问题 中 的 
应 用 将 在 下 一 童 讨论 . 

(2) 错位 排列 数 D; 满足 下 面 恒 等 式 ( 这 里 规定 D, 王 1): 


n 11 nn n 
"1 =| jz+| jp -+ jp Pp 
0 1 2 n 


证 明 ”等 式 左边 是 5 二 {1,2,…,n} 的 所 有 排列 的 总 数 .将 这 些 排列 按照 个 数 中 有 多 
少 个 数 不 在 其 自然 位 置 上 进行 分 类 ,这 里 数 i 的 自然 位 置 是 指 排列 中 的 第 i 位 . 考虑 恰好 有 
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“一 :个 数 不 在 其 自然 位 置 的 排列 个 数 . 首先 从 (1,2,… ,二 中 选 出 ?个 数 ,有 |”] 种 选 法 .将 
这 些 数 放 在 它们 的 自然 位 置 上 ,然后 对 剩 下 的 一 i 个 数 进行 错位 排列 ,排列 的 方法 有 D，， 
种 ,因此 | ”]D,iit 数 了 恰好 及 一 ; 个 数 不 在 其 自然 位 时 的 排列 . 使 用 加 法 法 则 ,等 式 右边 
也 计数 了 S 的 所 有 的 排列 

(3) 错位 排列 数 满足 如 下 性 质 :D, 为 偶数 当 且 仅 当 为 奇数 

这 条 性 质 的 证 明 留 作 练 习 ， 

(4) 当 充分 大 时 ,错位 排列 数 与 排列 总 数 的 比值 趋向 于 1/e 

证 明 ”错位 排列 的 个 数 满足 公式 


ME I Te 上 
D, =n!|1 Ti 2 sd 
排列 上 总数 是 n1, 因 此 
D, _ 1 il yl 
71 一 1 Ti i121 i 站 
考察 e 1 的 展开 式 , 可 以 得 到 
= 由 
e 二 ] 11 21 下 
Dt 
e Ta FD matart 
i 
lim— =e 
| 


上 述 比 值 反 映 了 出 现 错 位 排列 的 概率 ,关于 离散 概率 的 概念 及 其 性 质 将 在 后 面 第 12 章 
加 以 介绍 . 

例 9.6 在 8 个 字母 4A,B,C,D,E,F,G, 瓦 的 全 排列 中 , 求 使 得 4 个 字母 不 在 原来 位 置 
的 排列 数 . 


解 从 这 8 个 字母 中 选 出 4 个 字母 的 方法 数 是 可 = 二-=7: 这 4 个 字母 的 错位 排 


4141 
列 数 为 
大 二 机 [人 二 让 一 站 二 站 一 本 1)=1 12 一 4 十 1 二 9 


因此 所 求 的 排列 数 是 N= 二 70X9==630. 
9.2.2 棋盘 多 项 式 与 有 限制 条 件 的 排列 


本 市 主要 讨论 有 限制 条 件 下 排列 的 计数 问题 ,这 里 的 限制 指 的 是 对 元 系 排列 位 置 的 限 
制 ,例如 不 允许 1 排 在 第 5 位 ,不 允许 2 排 在 第 3 位 …… 不 难看 出 ,错位 排列 也 是 一 种 有 限 
制 条 件 的 排列 .它们 的 区 别 是 ,这 里 的 限制 更 加 一 般 化 ,不 像 错 位 排列 对 每 个 数 的 限制 都 一 
样 . 为 了 解决 这 种 排列 的 计数 , 先 引 入 第 三 个 组 合计 数 模 型 一 一 棋盘 布 棋 问 题 . 

棋盘 布 棋 问 题 (组 合计 数 模型 3). 一 个 棋盘 由 大 小 相同 的 正方 形 方 格 构成 ,一 个 方 格 中 
人 允许 放 入 一 个 模子 .在 回 横 盘 布 横 时 ,要 求 任 何 两 个 棋子 既 不 能 布 在 棋盘 的 同一 行 ,也 不 能 
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布 在 同一 列 上 . 
n 个 元 素 的 排列 与 n 个 棋子 在 n Xn 棋盘 的 布 棋 方 案 是 一 一 对 应 的 . 排列 io…*is 表示 
第 一 行 的 棋子 放 在 第 列 , 第 二 行 的 棋子 放 在 第 i 列 ,……, 第 nn 行 的 棋子 放 在 第 i, 列 . 例 


如 图 9. 2 的 布 棋 方 案 对 应 了 人 ,2,… ,6} 的 排列 251364. 

如 果 不 允 许 元 系 i 出 现在 排列 的 第 7 位 上 ,相当 于 棋盘 的 第 i 行 第 
7 列 的 方 格 不 能 布 棋 ,这 种 不 允许 布 棋 的 方 格 称 为 禁区 . 这 样 一 来 ,市 限 
制 条 件 的 排列 问题 就 与 带 禁 区 棋盘 的 布 棋 问 题 之 间 建 立 了 一 一 对 应 . 
下 面 通过 对 棋盘 布 棋 方 案 的 计数 来 解决 市 限制 条 件 排 列 的 计数 问题 . 

设 C 是 给 定 棋 盘 ,r,(C) 表 示 个 棋子 在 棋盘 C 上 的 布 棋 方案 数 . 图 9.2 
规定 ro(0C) 二 1. 还 可 以 证 明 x(C) 满 足下 面 的 递 推 性 质 . 

(1) 在 C 中 任意 选 定 一 个 方 格 , 令 C; 表示 在 C 中 去 掉 选 定 方 格 所 在 的 行 和 列 之 后 剩余 
的 棋盘 ,C, 表 示 在 C 中 去 掉 指 定 方 格 后 剩余 的 棋盘 ,那么 有 

ra(C) = ri (Ci) + r, (CC) 

证 明 按照 在 指定 方 格 中 放 棋 子 或 者 不 放 棋 子 将 布 棋 方 案 分 成 两 类 :如 果 指 定 方 格 有 
棋子 ,那么 剩 下 的 & 一 1 个 棋子 只 能 布 到 剩 下 的 一 1 行 k 一 1 列 的 棋盘 中 去 , 布 棋 方 案 数 是 
re-1(Ci) ;如 果 指 定 方 格 没 有 棋子 ,那么 这 个 棋子 将 布 到 除去 这 个 方 格外 的 剩余 棋盘 CC， 
上 ,方案 数 是 r; (Ci). 根据 加 法 法 则 公式 得 证 . 

(2) 设 C 由 Ci,C: 两 个 分 离 的 棋盘 构成 ,这 里 “分 离 ” 的 含义 是 指 Ci 与 C; 不 存在 共同 
的 行 和 列 . 换 名 话说 ,它们 的 布 棋 方 案 相 互 独立 .那么 有 


kk 
ri(C) = ri(COIri(C,) 


证 明 将 在 C 上 的 布 模 方 案 按照 在 Ci 中 的 棋子 数 i 进行 分 类 ,其 中 i 一 0,1,…,k. 考虑 
其 中 的 任何 一 类 . 假设 在 Ci 中 的 棋子 数 为 i, 那 么 剩 下 的 一 i 个 棋子 将 布 到 C;. 由 于 Ci 与 
C; 的 布 棋 是 独立 的 ,因此 ri;(Ci)r_;(Cs) 就 是 C 中 恰 有 i 个 棋子 的 布 棋 方 案 数 .根据 加 法 
法 则 ,等 式 得 证 . 

这 两 个 方程 是 关于 布 棋 方 案 数 的 递 推 方程 ,可 以 根据 这 个 方程 与 初 值 计算 给 定 棋盘 的 
布 棋 方 和 案 数 . 也 可 以 使 用 另 一 种 方法 , 那 就 是 利用 棋盘 多 项 式 来 求 所 有 的 布 槛 方案 数 .下 面 
先 给 出 棋盘 多 项 式 的 概念 . 

定义 9.1 设 C 为 给 定 棋盘 ,在 C 上 的 布 棋 方 案 数 构成 数列 ro(CC) ,ri(C) ,rs (C),…:， 
ri(C),…. 用 这 个 数列 的 项 天 CC) 作 为 xz* 的 系数 ,构成 形式 窜 级 数 

roC(O) + nort+ri (Oz 二 二 ri(O rx 二 + 
称 为 C 的 棋盘 多 项 式 , 记 作 R(C), 即 


R(C) = ri(O) x 
根据 上 面 关 于 布 棋 方案 数 的 递 推 方程 ,不 难得 到 有 关 棋盘 多 项 式 的 递 推 式 ; 
R(C) = xR(C) + RC(C,) 
R(C) = R(C)R(C;,) 
这 里 的 C; ,Ci ,Ci ,C; 的 含义 与 前 面相 同 . 
利用 这 两 个 公式 和 一 些 简 单 棋盘 的 多 项 式 , 可 以 计算 一 些 比较 复 灯 的 棋盘 多 项 式 .下 面 
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给 出 一 些 简单 棋盘 多 项 式 的 有 关 结 果 和 计算 实例 . 
RDO) 一 1 十 工 
FEO) 一 玉昌 ) 一 1 十 27 
民 ( 守 ) 一 1 十 27 十 工 
R( 有 四) 二 zxR() 十 RG 图) 二 x (1 十 2x) 十 Xx(1 十 xz) 十 RO(9) 
一 27 十 37 十 1 十 37zx 十 xz 一 1 十 5zx 十 4x* 

在 计算 中 可 以 使 用 对 称 的 性 质 , 如 果 一 个 棋盘 C 经 过 旋转 或 者 翻转 变 到 为 一 个 棋 圾 
C ,那么 C 与 C 的 棋盘 多 项 式 相等 . 

下 面 考 虑 有 限制 条 件 的 排列 问题 . 

定理 9.2 设 C 是 nXn 的 具有 给 定 禁 区 的 棋盘 ,这 个 禁区 对 应 于 {1,2,…,n) 中 的 元 对 
在 排列 中 不 允许 出 现 的 位 置 , 则 这 种 有 限制 条 件 的 排列 数 为 

1 1 一 7 一 1)1 十 ma 一 2)1 一 … 十 (一 ])7， 
其 中 产 是 :个 棋子 布置 到 茶 区 的 方案 数 . 

证 明 ” 先 不 考虑 茜 区 的 限制 ,不 审 标 号 的 槛 于 布 到 X 浆 棋 盘 的 方案 数 为 24 ,为 了 和 定义 
排列 的 性 质 , 考 虑 将 棋子 进行 标号 ,那么 市 标号 棋子 的 布 棋 方 案 数 为 nl1n1. 这 两 种 方案 数 恰 
好 相差 n1 倍 . 

令 P; 表 示 第 j 个 棋子 落 入 禁区 的 性 质 ,j= 二 1,2,…,n. 任意 给 定 kE{1,2,…,n) ,考虑 上 
个 选 定 的 被 标号 棋子 落 入 禁区 的 放 棋 方案 数 . 个 不 带 标号 的 模子 落 人 禁区 的 方案 有 
种 ,对 每 一 种 方案 ,模子 被 标号 的 方法 有 Al! 种 ,因此 & 个 选 定 的 被 标号 模子 落 入 禁区 的 放 棋 
方案 数 是 r 刀 1!. 剩 下 的 7 一 & 个 被 标号 的 模子 可 以 任意 分 布 在 剩 下 的 (2 一 如 ) 行 (2 一 A) 列 的 
棋盘 上 ,有 (n 一 &)1 (n 一 &)!1 种 方法 .因此 ,Ni 二 kl ri(n 一 k)1 (n 一 k&)1. 

令 No 和 N 分别 表示 带 标 号 与 不 带 标 号 棋子 的 有 禁区 的 布 棋 方 案 数 , 使 用 对 称 沉 公式 
可 以 得 到 


EV 一 ninl 站 《一 1) in— 1)1 和 mo 2 | (n 2) 1 


一 … 十 (一 17) 网 : es i i "} I 
和 


一 11721 一 rr 1 一 1)1 十 rm21(02 一 2)1 一 … 十 (一 1) 和 1(72 一 有 )1 
全 

N 一 ?一方 (2 一 1)1 十 r(2 一 2)1 一 … 十 (一 1 一 有 )1 1 十 … 十 (一 1)”7， 

为 了 使 用 这 个 定理 ,首先 需要 针对 葵 区 来 计算 槛 盘 多 项 式 , 并 找到 公式 中 出 现 的 所 有 
mr 如 果 茜 区 面积 很 大 ,而 允许 布 棋 的 部 分 棋盘 反而 较 小 ,那么 针对 允许 布 棋 的 部 
分 棋盘 来 计算 棋盘 多 项 式 , 从 而 直接 求 出 布 棋 方 案 数 反而 更 简单 .这 就 说 明定 理 9. 2 仅 对 小 
dr 此 外 ,如果 原始 棋盘 不 是 ?2X7 的 棋盘 ,那么 定理 9.2 也 不 适用 . 比如 说 对 

一 个 分 配 工作 的 实际 问题 ,需要 分 配 工 作 的 有 3 个 人 ,工作 有 6 种 ,确定 了 一 个 3X6 的 棋 
a 每 个 人 的 条 件 决 定 了 所 不 能 从 事 的 工作 种 类 ,这 些 构 成 了 棋盘 的 蔡 区 . 求 有 和 多少 种 可 能 
的 分 配方 案 . 这 个 问题 就 不 能 使 用 定理 9.2 求解 .一 种 可 行 的 解决 办 法 就 是 直接 使 用 棋盘 多 
项 式 确定 分 配方 案 数 . 

例 9.7 G,L,W,Y 是 4 位 工作 人 员 ,A,B,C,D 为 4 项 工作 . 每 个 人 不 能 从 事 的 工作 


丛 帮 原理 


任务 情况 列举 如 下 :GG 不 能 从 事 工 作 B, 工 不 能 从 事 工 作 B 和 C, W 不 能 从 事 工 作 C 和 DD， 
Y 不 能 从 事 工 作 DD. 求 可 能 的 分 配方 案 数 N， 
图 9. 3 的 阴影 区 域 对 应 了 分 配方 案 的 禁区 ,这 个 禁区 的 棋盘 多 项 6| | 
式 是 / 十 
1 十 6z 十 10z2 十 47s oo 
使 用 定理 9.2 得 到 r| | 
N 一 4! 一 6.3! 十 10.2! 一 4.1! 一 24 一 36 十 20 一 4 一 4 
下 面 使 用 定理 9. 2 计算 错位 排列 数 . 
例 9.8 计算 卫 ,. 
设 销 位 排列 对 应 的 棋盘 禁区 为 C,C 恰好 由 左上 到 右 下 的 7 个 连续 的 方 格 构成 . 这 些 方 
格 是 彼此 分 离 的 ,因此 有 
RCC) 一 RCD ) 一 (1 十 z) 
二 1 十 Cn,1D)z 二 Cns2)x 十 十 COn,n)x” 
因此 77; 二 Cn, 引 ,代入 定理 9. 2 的 公式 ,得 


D,= 71 一 jo- Lt oe i es nd jo 
. 到 n 


1 由 1 
一 一 上 ee Ey” | i Ep 、 1 co La 
nl nn 312 十 十 ] ) 人 


1 [1 一 二 十 


这 与 前 面 的 结果 完全 一 样 . 


lll 
21 31 1 人 | 


习 起 


9.1 在 1 一 10 000 之 间 ( 包 括 1 和 10 000 在 内 ) 不 能 被 4,5 和 6 整除 的 整数 有 多 少 个 ? 

9.2 在 1 一 10000 之 间 ( 包 括 1 和 10 000 在 内 ) 既 不 是 某 个 整数 的 平方 ,也 不 是 某 个 整数 的 
立方 的 整数 有 多 少 个 ? 

9.3 一 个 学 校 有 507、292、312、344 个 学 生 分 别 选 了 微 积 分 .离散 数学 .数据 结构 .程序 设计 
语言 课 , 且 有 14 人 选 了 微 积分 和 数据 结构 课 ,213 人 选 了 微 积 分 和 程序 设计 语言 课 ， 
211 人 选 了 离散 数学 和 数据 结构 课 ,43 人 选 了 离散 数学 和 程序 设计 语言 课 , 没 有 学 生 
同时 选 微 积 分 和 离散 数学 课 , 也 没有 学 生 同 时 选 数据 结构 和 程序 设计 语言 课 . 问 有 多 
少 和 学生 在 微 积分 .离散 数学 ,数据 结构 或 程序 设计 培 言 中 选 了 诛 ? 

9.4 使 用 容 斥 原理 求 小 于 200 的 系数 个 数 . 

9.5 确定 方程 zi 十 zs 十 zs 王 14 的 使 得 每 个 x;(i 二 1,2,3) 都 不 超过 8 的 正 整数 解 的 个 数 ， 

9.6 有 3 只 篮球 ,2 只 红 球 ,2 只 黄 球 排 成 一 列 , 奇 黄 球 不 相 邻 , 红 球 也 不 相 邻 , 则 有 多 少 种 
方法 ? 

9.7 求 多 重 集 S 二 {3，a,4，5,2，c) 的 排列 数 , 使 得 在 这 些 排 列 中 同类 字母 的 全 体 不 能 相 
邻 ( 例 如 不 允许 wppppccaa ,但 允许 aabbbacbe). 

9.8 设 S$=({(2.a,2.a,…,2。dw} 是 多 重 集 , 如 果 在 S 的 全 排列 中 任意 两 个 a;(i=1， 
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2,…,k) 都 不 相 邻 , 问 这 样 的 全 排列 有 多 少 个 ? 
9.9 有 7 本 书 放 在 书架 上 , 先 把 书 拿 下 来 然后 重新 放 回 书 染 , 求 满足 以 下 条 件 的 放 法 数 . 
(1) 没有 1 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 
(2) 至 少 有 1 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 
(3) 至 少 有 2 本 书 在 原来 的 位 置 上 . 
9. 10 ”用 恰好 种 可 能 的 颜色 做 施 子 ,使 得 每 面 施 子 由 条 彩带 构成 (n 宇 &), 且 相 邻 的 两 条 
彩带 都 不 相同 , 求 不 同 的 旗子 数 ， 
.11 证 明 错 位 排列 数 D, 满足 : nn 为 偶数 当 且 仅 当 DD, 为 奇数 . 
.12 7 对 夫妻 于 圆桌 就 座 ,要 求 每 对 夫妻 不 相 邻 , 问 有 多 少 种 人 座 方 式 ? 
13 把 15 个 人 分 到 3 个 不 同 的 房间 ,每 个 房间 至 少 1 个人, 问 有 多 少 种 分 法 ? 
14 使 用 数学 归纳 法 证 明 容 斥 原 理 . 
.15 证 明 棋 盘 多 项 式 具 有 以 下 性 质 . 
(1) R(C)=zR(C;) +RO). 
(2) R(C) 二 RC(C1)，R(C,), 其 中 C, 和 CC; 不 存在 公共 的 行 和 列 . 
9.16 计算 RG 由 ). 
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本 章 介 绍 几 种 重要 的 计数 方法 . 首先 讨论 递 推 方程 的 求解 及 其 在 组 合计 数 中 的 应 用 , 特 
别 是 在 算法 的 设计 与 分 析 中 的 应 用 . 然后 讨论 生成 函数 的 概念 与 性 质 ,并 使 用 生成 函数 解决 
一 些 重要 的 组 合计 数 问 题 . 

10.1 有 违 推 方程 及 其 应 用 

10.1.1 遂 推 方程 的 定义 及 实例 

定义 10.1 设 序列 ao aa ，… 简 记 为 {a) ,一 个 把 a 与 某 些 个 ai(C<z) 联 系 起 
来 的 等 式 称 作 关 于 序列 (a, } 的 弟 推 方程 . 

例 10.1 一 个 著名 的 数列 称 作 Fibonacci 数列 , 它 源 于 一 个 有 趣 的 故事 . 在 一 个 岛 上 放 
了 一 对 久子 ,其 中 一 只 公 倪 ,一 只 母 侈 . 除了 本 月 新 出 生 的 小 倪 外 ,假定 每 对 金子 每 个 月 都 
可 以 生出 一 对 小 侈 , 且 新 生 的 小 侈 也 是 一 只 公信 和 一 只 母 侈 如果 倪 子 不 会 死去 ,也 不 会 被 
运 走 , 问 12 个 月 以 后 咏 上 有 和 多少 对 饮 子 ? 用 f, 表示 第 n 个 月 初 的 倪 子 对 数 . 那么 在 第 nn 一 
1 个 月 初 已 经 在 岛 上 的 兔子 仍旧 生活 在 岛 上 ,这 些 锡 子 有 f,-_1 对 . 除 此 以 外 ,第 nn 一 1 个 月 
新 增加 的 小 钨 对 数 恰 好 等 于 第 2 一 2 个 月 初 在 咏 上 的 倪 子 对 数 f,-;. 根据 上 述 分 析 可 以 得 

i eh 

这 个 递 推 方程 的 初 值 是 广 =1, 户 三 2. 可 以 规定 方 =1. 数 万, 万 ,…, 廊 ,… 称 作 
Fibonacci 数 . 

怎样 由 这 个 递 推 方程 求 得 f,? 这 就 是 本 节 所 要 解决 的 问题 . 

例 10.2 Hanoi 塔 . 

图 10.1 中 有 A,B,C 3 根 柱子 ,在 A 柱 上 放 着 7 个 圆 盘 (图 中 的 n 二 3), 其 中 小 圆 盘 放 
在 大 圆 盘 的 上 边 . 从 A 柱 将 这 些 圆 盘 移 到 C 柱 上 去 . 把 一 个 圆 盘 从 一 根 柱子 移 到 另 一 根 柱 
子 称 作 一 次 移动 ,在 移动 和 放置 时 允许 使 用 也 柱 , 但 不 允许 大 圆 盘 放 到 小 圆 盘 的 上 面 . 问 把 
所 有 的 圆 盘 从 A 柱 移 到 C 柱 总 计 需 要 多 少 次 移动 ? 


一 种 递归 的 求解 方法 是 分 三 步 解决 这 个 问题 . 设 


步 使 用 同样 的 方法 将 n 一 1 个 盘子 从 A 柱 移 到 B 柱 ， 
移动 次 数 为 T(n 一 1) ;第 二 步 利用 1 次 移动 将 最 下 面 图 10.1 
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的 大 盘子 从 A 柱 移 到 C 柱 ;第 三 步 还 是 用 第 一 步 的 方法 将 BB 柱 上 的 一 1 个 盘子 移 到 C 
柱 ,移动 次 数 为 了 (2 一 1). 因此 得 到 递 推 方程 
Tn) 一 2 了 (7 一 1) 十 1 

这 个 方程 的 初 人 是 T(1) 二 1. 后面 我 们 将 证 明 这 个 方程 的 解 是 T(n) 二 2” 一 1. 

这 个 问题 就 是 者 名 的 Hanoi 培 问 题 ,据说 古代 的 僧侣 按照 这 种 方法 移动 64 个 金 盘 于 ， 
他 们 认为 当 64 个 金 盘 子 全 部 移 完 以 后 ,世界 的 末日 就 到 了 . 让 我 们 计算 需要 移动 的 时 间 . 如 
果 每 秒 钟 移动 ] 次 ,那么 64 个 盘子 需 事 

2 一 1 一 18446744073 709 551 615 

秒 ,大约 是 5000 亿 年 .对 于 Hanoi 塔 问题 ,盘子 的 个 数 代表 问题 规模 ,T(n) 代 表 求 解 规模 
为 n 的 问题 所 做 的 基本 运算 次 数 , 它 代表 了 这 种 算法 的 效率 , 称 为 算法 的 时 间 复 杂 度 . 对 于 
Hanoi 塔 问题 ,上 述 算 法 的 本 (0) 是 nn 的 指数 函数 .不 难看 到 ,指数 函数 的 值 随 看 目 变 量 nn 的 
增加 呈 爆 炸 性 增长 . 对 于 比较 大 的 nn, 即使 再 提高 CPU 的 速度 ,所 占用 的 时 间 也 是 人 们 所 不 
能 承受 的 . 正如 上 面 的 计算 所 显示 的 ,即使 1 秒 钟 移动 1 亿 次 ,64 个 盘子 也 需要 5000 年 的 
时 间 . 因此 在 处 理 实际 问题 时 ,通常 不 能 选择 指数 时 间 的 算法 . 为 了 对 算法 的 效率 做 出 估计 ， 
求解 递 推 方程 是 经 稼 使 用 的 方法 . 

例 10.3 ”一 个 编码 系统 用 八进制 数字 对 信息 编码 ,一 个 码 字 是 有 效 的 当 且 仅 当 含有 偶 
数 个 7, 求 nn 位 长 的 有 效 码 字 有 多 少 个 ? 

解 ” 设 所 求 的 nn 位 长 的 有 效 码 字 为 a, 个 ,可 以 由 长 为 n 一 1 的 八进制 序列 构成 码 字 . 如 
果 长 为 n 一 1 的 八进制 序列 含有 偶数 个 7, 那 么 在 这 个 序列 后 面 加 上 除了 7 以 外 的 其 他 八 进 
制 数 字 , 即 加 上 0,1,…, 或 者 6, 就 得 到 所 要 求 的 码 字 ;这 种 码 字 个 数 是 74,-1. 如 果 长 为 n 一 
1 的 八进制 序列 含有 奇数 个 7, 这 种 序列 有 8” ! 一 a,-_i 个 .对 于 其 中 的 任何 一 个 序列 ,在 它 后 
面 加 上 7 束 得 到 所 要 求 的 码 字 ,这 种 人 码 字 个 数 是 8” “一 a,-1. 根据 加 法 法 则 得 到 化 推 方程 


tn 一 {an_1 = 2 Cn—l 


a, 一 6a_ 十 8 1:， a 二 7 
这 个 递 推 方程 的 解 是 a, 二 (6 十 8”)/2. 这 个 解 是 怎样 求 出 的 ? 这 正 是 需要 解决 的 问题 . 
例 10.4 在 计算 机 中 经 党 需要 对 数据 进行 排序 ,下 面 给 出 两 种 排序 算法 , 试 确定 哪 种 
排序 算法 在 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 杂 度 比较 低 . 为 了 体 单 起 见 ,不妨 设 输 入 是 个 不 同 的 数 构 
成 的 数组 ,其 中 n= 二 2* ,k 为 正 整 数 . 
顺 厅 插入 排序 算法 .假设 前 i 一 1 个 数 已 经 排 好 ,从 第 i 一 1 个 数 开 始 , 从 后 问 前 , 顺 厅 将 
已 经 排 好 的 数 与 第 守 个 数 进行 比较 , 百 到 找到 第 莽 个 数 应 该 放置 的 适当 位 置 ,然后 插 人 和 人 第; 
个 数 . 算法 开始 时 等 于 2, 每 当 上 述 过 程 完成 后 :增加 1 ,直到 ;一 的 过 程 完成 为 止 . 
设 W (nn) 表示 顺序 插入 算法 在 最 坏 情 况 下 所 做 的 比较 次 数 . 如 果 nn 一 1 个 数 已 经 排 好 ， 
为 插入 第 n 个 数 , 最 坏 情况 下 需要 将 它 与 前 一 1 个 数 中 的 每 一 个 都 进行 1 次 比较 ,因此 得 
到 北 推 方程 
W(n) 一 到 ( 人 一 1) 十 2 一 1] 
(en 一 0 


通过 求解 可 以 得 到 W (n) = 二 n(n 一 1)=0O0n). 
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二 分 归并 算法 . 将 被 排序 的 数组 分 成 相等 的 两 个 子 数 组 ,然后 使 用 同样 的 算法 对 两 个 子 
数组 分 别 排 序 ,最 后 将 两 个 排 好 序 的 子 数组 归并 成 一 个 数组 . 例如 对 8 个 数 的 数组 工 进行 
排序 , 宛 将 二 划分 成 世 L1. .4 和 工 L5..8j 两 个 于 数组 ,然后 分 别 对 这 两 个 了 于 数组 进行 排序 . 
子 数组 的 排序 方法 与 原来 数组 的 方法 一 样 ,以 LL1..4j] 的 排序 为 例 , 先 将 LL1..4j 划 分 成 
LL1..2j 和 LL3..4j] 两 个 更 小 的 子 数 组 ,分 别 对 它们 排序 ,然后 进行 归并 . 当 对 更 小 的 子 数 
组 LL1..2j 进 行 排序 时 ,按照 算法 需要 进一步 划分 . 划分 结果 是 LL1j] 和 LL2j, 每 个 只 含有 1 
个 元 系 ,不 再 需要 排序 . 这 时 算法 将 俘 止 递归 调用 并 开始 归并 . 对 于 其 他 的 子 问题 ,算法 也 同 

设 W(n) 表 示 二 分 归并 排序 算法 在 最 坏 情 况 下 所 做 的 比较 次 数 ,根据 上 面 的 分 析 , 对 n 
个 数 进行 二 分 归并 排序 在 最 坏 情 况 下 的 比较 次 数 满 足 如 下 递归 方程 

W(n) = 2W(n/2) 二 +n 一 1 
ue 一 0 
其 中 一 1 表示 归并 两 个 mn/2 长 的 子 数组 所 需要 的 最 多 的 比较 次 数 . 具体 做 法 如 下 :每 次 比 
较 两 个 子 数组 的 首 元 素 ,将 较 小 的 数 拿 走 . 当 一 个 数组 为 空 时 不 再 进行 比较 ,将 剩余 的 数 全 
部 拿 走 ,顺序 放 到 已 归并 好 的 数 后 面 . 在 最 坏 情 总 下 ,经 过 寻 一 1 次 比较 之 后 ,只 剩 下 1 个 
数 ,就 是 最 大 的 那个 数 .求解 上 述 递 推 方程 得 到 W(n) 二 O(nlogn). 与 有 顺序 插入 算法 比较 , 显 
然 二 分 归并 算法 的 复杂 度 困 数 的 阶 比较 低 ,因此 ,二 分 归并 算法 在 最 坏 情 况 下 比 顺 序 插入 算 
以 上 给 出 的 实例 都 震 要 求解 递 推 方程 .下 面 分 别 讨论 不 同 的 求解 方法 . 


10.1.2 党 系数 线性 齐 次 遂 推 方程 的 求解 


前 系数 线性 递 推 方程 是 一 类 篆 用 的 递 推 方程 ,可 以 使 用 公式 法 求解 . 移 给 出 它 的 定义 . 
定义 10.2 设 递 推 方程 满足 
Pom —aH(n—1)—aH(n—2)—…—alf(n—E) = f(n) a 
IH(O) = a =H(27 = (EE— 1) = 
其 中 as,… sar 为 常数 , 必 关 0, 这 个 方程 称 为 天 阶 党 系数 线性 了 递 推 方程 .oo ,51 ,… ,bi-1 为 
Fibonacci 数 的 递 推 方程 .求解 Hanoi 培 问 题 的 如 推 方程 , 编 公 问题 的 北 推 方程 ,顺序 插 
人 算法 的 递 推 方程 都 是 常 系数 线性 的 北 推 方程 ,其 中 只 有 关于 Fibonacci 数 的 递 推 方程 是 齐 
次 的 . 
为 了 说 明 篆 系数 线性 齐 次 递 推 方程 的 解 的 结构 ,需要 引入 特征 根 的 概念 . 
定义 10.3 给 定 凋 系数 线性 齐 次 递 推 方程 如 下 : 
万 (7) 一 Ga 万 (2 一 1) 一 aa 万 (一 2) 一 … 一 4 万 (2 一 R) 一 0 
Pa = bo,H(1)= 6 ,HH(2) 一 加 万 (一 1]) 三 Di 
方程 六 一 了 ”一 一 必 三 0 称 为 该 递 推 方程 的 特征 方程 ,特征 方程 的 根 称 为 递 推 方程 的 
下 面 的 定理 给 出 了 化 推 方 程 及 其 特征 根 之 间 的 关系 . 
定理 10.1 设 g 是 非 零 复数 , 则 gq" 是 递 推 方程 (10.2) 的 解 当 且 仅 当 g 是 它 的 特征 根 . 
证 明 9 是 化 推 方程 的 解 


(10. 2) 


志 0L 洪 


高 孝 发 学 (入 3 版 ) 


Og 一 align" 一 1 —asg"? 本 一 Qign 一 一 0 
< (天 一 个 六 一 好 人 一 人 一人) 一 0 

生 太一 0 天” 一 00 一-… 一 Qj; 一 0 (因为 g 冯 0) 
今 g 是 它 的 特征 根 

定理 10.2 设 h(n) 和 有 h(n) 是 递 推 方程 (10.2) 的 解 ,ci ,cs 为 任意 常数 , 则 cjhi(n) 十 
czhs(n) 也 是 这 个 化 推 方程 的 解 . 

证 明 将 chi(n) 十 czhs(n) 代 入 该 递 推 方程 进行 验证 . 

根据 定理 10.1 和 定理 10.2 不 难得 到 以 下 推论 : 

推论 。 若 gq1,g;，,… ,gs 是 递 推 方程 (10. 2) 的 特征 根 , 则 cg? 十 co92 十 … 十 c.g; 是 该 递 推 
方程 的 解 ,其 中 ci ,cs ,… ,cs 是 任意 常数 . 

以 上 推论 说 明 cg 十 cz 十 … 十 cxq* 是 递 推 方 程 的 解 . 下面 的 问题 是 :除了 这 种 形式 的 
解 以 外 ,是 否 存 在 其 他 形式 的 解 ? 为 了 解决 这 个 问题 , 先 定义 通 解 . 

定义 10.4 若 对 递 推 方程 (10. 2) 的 每 个 解 h(n) 都 存在 一 组 常数 cl ,cs ,… ,ca 使 得 

h(n) = cg 二 csg 十 "… 十 Cig 
成 立 , 则 称 cgi 十 cog2 十 … 十 ciqx 为 该 递 推 方程 的 通 解 . 

下 面 的 定理 说 明 当 个 特征 根 彼此 不 等 时 上 述 的 解 就 是 递 推 方程 (10.2) 的 通 解 . 

定理 10.3 设 qgi,gs，……,gs 是 弟 推 方程 (10. 2) 不 等 的 特征 根 , 则 互 (2) 王 cicl 十 
C2 十 … 十 cag% 为 该 递 推 方程 的 通 解 . 

证 明 根据 前 面 的 推论 知道 瓦 (是 解 , 下面 证 明 这 个 解 是 通 解 . 设 h(n) 是 递 推 方程 
(10.2) 的 任意 一 个 解 ,h(0),h(1),…,h(k 一 1) 由 初 值 bo ,51 ，… ,bi-1 唯 一 确定 . 将 初 值 代入 
得 到 以 下 线性 方程 组 . 

ctcst = Tc = 
Cgi 十 cogs 十 … 十 cqgs 一 Di 


cgi 十 cqz 十 …* 十 ciq# 二 br 
如 果 这 个 方程 组 有 唯一 解 ccs ，,… ,ci ;那么 说 明 h(n) 二 cigi 十 czq2 十 … 十 cqx， 从 而 证 
明了 及 (n) 是 加 推 方程 et 由 于 上 述 方 程 组 的 系数 行列 式 是 范 德 冢 行列 式 
Ug 一 gj) ， 当 gq; 关 gqj; 时 ,这 个 行列 式 不 等 于 0, 因此 线性 方程 组 有 了 唯一 解 . 
例 10.5 求解 Fibonacci 数列 的 化 推 方程 . 
解 ” 递 推 方程 是 f, 王 f,-i 十 f,-z;, 初 值 是 fo 二 1, 有 二 1. 


特征 方程 是 x* 一 x 一 1 一 0, 求 解 得 到 特征 根 为 二 七, 一 5 ， 因 此 , 递 扒 方程 的 通 


解 为 
(1+ 1-wY 
I | 2 | 2 | 


代入 初 但 fo=1 » fi1 一 ] ,得 
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递 推 方程 (10. 2) 的 特征 根 中 如 果 存 在 重 根 , 当 把 对 应 这 些 特征 根 的 项 吧 进 行 线性 组 合 
时 ,那些 对 应 于 同一 个 重 根 的 项 就 归并 成 一 项 .于 是 , 当 把 这 个 通 解 代入 初 值 时 ,所 得 到 的 线 
性 方程 组 中 方程 的 个 数 将 比 未 知 数 的 个 数 多 . 这 样 的 方程 组 可 能 无 解 . 

例 10.6 考虑 未 推 方程 

H(n)— 4H(n—1)+T+4H(n—2)=0 
em —0,H(1)=1 

它 的 特征 根 是 2, 为 二 重 根 ,按照 上 面 的 方法 得 到 通 解 
人 


人 
he 


这 个 方程 组 无 解 . 解决 这 个 问题 的 方法 是 必须 使 用 线性 无 关 的 解 来 构造 通 解 ,可 以 观察 出 
n2” 是 一 个 解 , 且 与 2" 线性 无 关 . 因此 通 解 可 以 设 为 
H(n) = ec,2" con2” 
把 这 个 通 解 代入 初 值 时 得 到 ci 二 0,cs 二 1/2, 从 而 得 到 原 北 推 方 程 的 解 是 H(n) 二 n2”. 
对 于 存在 重 根 的 情况 , 例 10. 6 提供 了 一 种 普遍 的 求解 方法 . 限于 篇 幅 , 不 再 给 出 证 明 ， 
只 是 将 相关 的 结果 在 定理 10.4 中 给 出 . 
定理 10.4 设 gi,gs，…,g, 是 递 推 方 程 (10.2) 的 不 相等 的 特征 根 , 且 g; 的 重 数 为 e;, 其 


中 z 一 ,2 at. 令 


,从 而 得 到 递 推 方程 的 解 为 
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代入 初 值得 到 线性 方程 组 


H;(n) = (ca can *** ome ) qs 
那么 该 递 推 方程 的 通 解 是 
H(n) = 3 H;(n) 
El 
例 10.7 求解 以 下 递 推 方程 
H(n) + Ham—1)—3H(n—2)—5H(n—3)—2H(n—4)=0 
Pe = 1,H(l1) =0,H(2) = 1,H(3)=2 
解 ” 特 征 方 程 x 十 zx’ 一 3zx’ 一 5zx 一 2 二 0 ,特征 根 是 一 1, 一 1, 一 1,2, 通 解 为 
H(n) = (ci 二 cn cn )(— 1)" +c,2” 
其 中 待定 常数 满足 以 下 方程 组 
a | 
tC 
cei 十 2cs 十 4c: 十 4c 二 1 
一 


ee 7 1 
解 得 二 G02 一 一 50 一 0,04 王 9， 原 方程 的 解 为 


i oe wi 
H(n) = og\ 1) a7 上 二 9g 


10.1.3 党 系数 线性 非 齐 次 遂 推 方程 的 求解 
党 系 数 线 性 非 齐 次 递 推 方程 的 标准 形 是 
Hl(n)—af(nOQm1)—…—alfH(n—Ek) = f(n) (10. 3) 
其 中 nn 宇 k, ai 关 0，f(n) 交 0. 
为 了 求解 上 述 方 程 ,必须 了 解 通 解 的 结构 . 
定理 10.5 设 互 (xz) 是 对 应 的 齐 次 方程 (10. 2) 的 通 解 , 瓦 "(z) 是 方程 (10. 3) 的 一 个 特 
解 , 则 


H(n) = H(n) + H’(n) 
是 递 推 方 程 (10. 3) 的 通 解 . 
证 明 痛 先 证 明太 (n) 是 北 推 方程 (10.3) 的 解 ,将 里 (nr) 代 入 该 弟 推 方程 得 
[HO +H* GDJ—al Hm—D+H’ nmD)]—…—al Hm—k)+H’(n— Ek)] 
=[ HD) 一 aa Hm—1)—:…—a:H(n— kk)] 
十 [H*(n)—afH’(nm1)—…—aH’* (nk)| 
二 0 十 ff(n) 
= f(n) 
因此 互 (z) 是 递 推 方程 (10. 3) 的 解 . 下面 证 明 这 个 解 是 通 解 . 
设 有 h(n) 是 解 , 为 证 晶 (n) 为 通 解 ,只 知 证 明 有 h(n) 可 以 表示 为 对 应 齐 次 方程 的 一 个 解 与 
特 解 及“(n) 之 和 .因为 h(n) 与 了 “(nn) 部 是 北 推 方程 (10.3) 的 解 , 因 此 
hn —ahtnOQm—1)—… — ah(n—k) = fn) 
Hm—alfH (nD —alf 《一 用) 一 fn) 
将 以 上 两 个 式 子 相 减 得 
[a(n)— H’*(n)|—alh(am—1)— H’* (nx 1)|—…: 
—alh(n—k)— H*(n—k)|=0 
这 说 明 h(n) 一 旦 “(nn) 是 对 应 齐 次 方程 的 一 个 解 , 换 句 话说 ,h(n) 是 对 应 齐 次 方程 的 一 个 解 
与 特 解 及 "(nn) 之 和 . 
定理 10. 5 说 明 弟 推 方程 (10. 3) 的 通 解 结构 是 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 加 上 一 个 特 解 ,而 
特 解 的 形式 依赖 于 f(m). 求解 的 天 键 是 确定 一 个 特 解 ,可 以 完 根 据 f() 写 出 特 解 的 痕 数 形 
式 ,然后 用 待定 系数 法 确定 其 中 的 系数 . 下面 针对 某 些 特殊 也 数 形式 进行 讨论 . 
1. 如 果 f(n) 为 n 的 t 次 多 项 式 , 那 么 特 解 一 般 也 为 n 的 t 次 多 项 式 
请 看 下 面 一 些 例 子 . 
例 10.8 找 出 下 述 人 逆 推 方程 的 通 解 : 
a 一 20 = 2n 
解 设 w = Pn 十 Pon 十 P; ,代入 递 推 方程 得 
Pin* 十 Pon 二 P;—2| Pi(n—1)* 二 +P,(n—1) 二 +P;|= 2n 
整理 得 
— Pin’ + (4P; — P,)n+ (~— 2P 2P,— P,) = 2n 
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从 而 得 到 线性 方程 组 
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一 了 | 一 2 
mp 


[一 2P, 十 2P, 一 P: 一 0 
解 得 已 一 一 2, 忆 一 一 8,P: 一 一 12 ,而 对 应 的 齐 次 方程 的 通 解 是 c2” ,因此 原 方程 的 通 解 为 
ca 二 Cc2”" 一 2(n 十 4n 十 6) 
当 图 数 f(n) 为 多 项 式 的 时 候 , 一 般 也 设 特 解 为 同 次 多 项 式 .但 是 如 果 北 推 方 程 的 特征 
根 为 1 ,上述 设 定 方法 是 有 问题 的 . 请 看 下 面 的 例子 . 
例 10.9 求解 例 10.4 关 于 顺序 插入 排序 算法 的 递 推 方程 
Wi(n) 一 多 (一 1) 十 2 一] 
Py 一 0 
解 ”根据 上 面 的 分 析 , 应 该 设 特 解 为 WW* (n) 二 Pin 十 P; ,将 它 代 和 人 递 推 方程 ,得 
也 7 十 了 一 (PIC 一 1) 十 P) 一 7 一 ] 
化 侧 得 Pi 二 =n 一 1, 左 边 是 nn 的 0 次 多 项 式 , 布 边 是 nn 的 1 次 多 项 式 . 没有 沼 数 P, 能够 使 它 
成 立 . 原因 在 于 :如 果 特 征 根 是 1, 当 把 特 解 代入 方程 后 ,在 等 式 左边 所 设 特 解 的 最 高 次 项 和 
常数 项 都 被 抵消 了 .为 了 保证 等 式 两 边 的 多 项 式 的 次 数 相 等 ,必须 将 特 解 的 次 数 提高 . 不 妨 
设 特 解 为 W*(n) 二 Pirw 十 Pon,; 代 入 冲 推 方程 得 
(Pin’ + Pon)— (Pi(n—1) 二 Pn—1))=n—l1 
化 侧 得 
2 了 7 一 了 | 十 了 一 7 一 】 
解 得 Pi 二 1/2,P; 二 一 1/2. 通 解 为 
W(n) = cl 二 n(n 1)/2= cn(nm 1)/2 
代入 初 伸 W(1)= 二 0, 得 c= 二 0, 最 终 得 到 Wn) 二 n(n 一 1)/2. 这 说 明 W(n) 二 O(n ). 
例 10.10 Hanoi 培 问题 的 化 推 方程 是 
H(n) 一 2 万 (2 一 1) 十 1 
设 特 解 为 HH* (7 王 已 ,代入 原 方程 得 P=2P 十 1, 因 此 P= 一 1. 从 而 得 到 递 推 方程 的 通 解 是 
H(n) = c2"—1 
代入 初 值 五 (1) 王 1, 得 c 王 1, 解 为 瓦 (2) 一 2 一 1. 
2. f(n) 为 指数 函数 A ,这 里 的 A 代表 某 个 常数 
(1) 奉 B 不 是 特征 根 , 则 特 解 为 PB", 其 中 PP 为 待定 系数 . 
例 10.11 求解 例 10. 3 中 关于 编码 系统 的 递 推 方程 
d= 0 oo" = 
解 ” 设 特 解 是 a; 一 P8" ,代入 递 推 方程 得 
P8” = 6P8” 十 8 
解 得 P= 二 1/2. 因此 原 递 推 方程 的 通 解 是 
a, 二 c6" 二 8"/2 
代入 初 值得 c 二 1/2. 从 而 得 到 递 推 方程 的 解 是 
au 一 《6" 十 8")/2 
(2) 右 8 是 e 重 特征 根 , 则 特 解 为 Pn*B". 
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例 10.12 求 递 推 方程 及 (nw) 一 5 有 Hn 一 1) 十 6H(n 一 2) 二 2" 的 特 解 . 
解 2 为 特征 根 ,因此 令 特 解 及 *(n) 二 Pn2” ,代入 得 
aSPta— 1 2 “P(ta—2 “= 
化 简 并 求解 ,得 P= 二 一 2, 从 而 得 到 
H’* (n) =— n2""! 


10.1.4 这 推 方 程 的 其 他 解法 


公式 解法 只 能 用 于 常 系数 线性 递 推 方程 ,对 于 某 些 其 他 形式 的 递 推 方程 ,还 可 以 使 用 换 
元 法 .迭代 归纳 法 等 技术 求解 . 先 考虑 换 元 法 , 换 元 法 的 基本 思想 就 是 将 原来 关于 某 个 变 元 
的 弟 推 方程 通过 函数 变换 转变 成 关于 其 他 变 元 的 常 系 数 线性 递 推 方 程 ,然后 使 用 公式 法 求 
解 . 当 得 到 解 以 后 ,和 冉 利 用 相反 的 变换 将 解 转变 成 关于 原来 变 元 的 站 数 . 
例 10.13 求解 下 述 递 推 方程 
a 二 2a’_ ,十 1 a 0 
人 0 一 Li 
解 令 久 =a ,代入 原 递 推 方程 得 
p 一 20 -1 十 1， po 一 4 
这 是 第 系数 线性 递 推 方程 ,使 用 公式 法 解 得 
pb, = 9， 2"—1 
因此 a, 二 V5，*2" 一 1. 
例 10.14 求解 写 二 分 归并 排 友 算法 相关 的 逆 推 方程 
W(n) = 2W(n/2) 二 nm—1,n = 2° 
et 一 0 
解 ”将 n= 二 2 代入 ,该 递 推 方程 可 以 转换 成 关于 变 元 的 币 系 数 线性 递 推 方程 . 即 
H(k) 一 2 万 (R 一 1) 十 关 一 ] 
en 一 
该 方程 是 常 系 数 线性 递 推 方程 . 其 隐 数 部 分 是 2 一 1, 为 指数 限 数 2 与 多 项 式 限 数 
一 之 和 ,因此 特 解 也 是 指数 男 数 与 多 项 式 困 数 的 组 合 形式 .由 于 2 是 特征 根 , 令 
HR = Pk 
将 这 个 特 解 代入 原 方程 , 解 得 Pi 三 P; 二 1, 从 而 得 到 
H" (RK) 2 十 1 
根据 特 解 得 到 通 解 
H(k) 一 c2 十 R2 十 1 
代入 初 值 ,得 c= 二 一 1, 因 此 得 到 原 方 程 的 解 
H(k) 一 一 2 十 &2 十 1] 
将 三 logn 代入 得 
W(n) 一 1]log7 一 7 十 1 
这 正好 验证 了 W(n)= 二 O(nlogn). 
下 面 考 虑 途 代 归纳 法 .所 谓 友 代 驶 是 从 原始 递 推 方程 开始 ,反复 将 对 应 于 递 推 方程 左边 
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的 函数 用 右边 的 等 式 代 入 ,下 到 得 到 初 值 ,然后 将 所 得 的 结果 进行 化 简 . 为 了 保证 结果 的 正 
硝 性 ,往往 需要 代入 原来 递 推 方程 进行 验证 . 
下 面 用 友 代 归纳 法 求解 例 10. 14 的 化 推 方程 
W(n) = 2W(n/2)++n—1 7 一 2* 
[en 一 0 
解 W(n) 二 2W(2* ) 十 2* 一 1 
= 2Wi2 “pt *— 112 —1 
—2W(2  ) 二 2 一 2 十 2 一 1 
| 一 
二 全 本 


= ly 
-Ek2"—2"T1 
一 nlogn 一 nn 十 1 
对 结果 进行 验证 .把 n= 二 1 代入 上 述 公 式 得 
W(1) = llogl 一 1 十 1 = 二 0 
符合 初始 条 件 . 将 结果 代入 原 递 推 方程 的 右边 得 
2W(n/2) 十 n 一 1 一 2L2* log(2* ) 一 2 十 1 十 2 一 1 
一 2(k 一 1) 一 2 十 2 十 2 一 1] 一 k&2 一 2 十 1 
=—=nlogn—n 二 l= W(n) 
这 说 明 得 到 的 解 满足 原来 的 化 推 方程 . 
迭代 方法 一 般 适 用 于 一 阶 的 递 推 方程 ,对 于 茶 些 二 阶 以 上 的 化 推 方程 , 需 要 先进 行 
化 向. 
例 10.15 用 迭代 归纳 法 求解 错位 排列 问题 的 递 推 方程 
D., 一 人 《7 一 1)(DD 十 万 ;) 
lp = 0,D;=1 
解 万 ,一 (2 一 1)(DD 十 也 ，) 
变形 为 
D, —nD. 1 一 一 (Dai 一 (nD)D,s) = "=D LD—2D]= (CD 
从 而 得 到 一 阶 递 推 方程 
D, = 7 力 ，! 十 (一 1 和 ,Di 一 0 
不 断 迭 代 得 
姜 , 一 1 一 1) 万 ,十 1 一 1)” 十 (一 1)9? 
一 711 一 1)(2 一 2) 忆 十 za 一 1)( 一 1) 一 十 2 一 1) 汪 十 (一 1)” 


一 72(1 一 1)…27 十 7 一 1)…3( 一 1 六 十 2 一 1)…4( 一 1 
we 


1 ，1 ,1 
| 1 | 
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有 时 使 用 差 消 法 也 可 以 将 高 阶 递 推 方程 化 简 为 一 阶 的 递 推 方程 . 下 面 的 例子 是 关于 快 
速 排序 算法 平均 情况 下 的 时 间 复 杂 度 T(n) 的 递 推 方 程 ( 见 后 面 13. 3. 1 世 排 序 算 法 ). TT(n) 
依赖 于 T(x 一 了),T(n 一 2),…,T(1),T(0) 和 每 所 有 的 项 ,这 种 弟 推 方程 也 称 为 全 部 历史 北 推 
方程 . 由 于 T(0) 二 0, 可 以 把 这 一 项 从 方程 中 删 去 ,从 而 得 到 下 面 的 方程 . 求解 过 程 见 
例 10. 16. 

例 10. 16 


如 一 
To) 一 和 >ITG) 十 O(OD) n>2 
| 


1(1)=0 
解 ” 由 原 方程 得 到 


如一] 


nT (n) 一 人 TOD em 
i=1 
(一 1)TCz 一 1) 一 2>TG) 十 cCz 一 1)3 
=1 
将 两 个 方程 相 减 得 到 
1 了 (7) 一 (12 一 1) 一 1) 王 2 一 1) 十 OO) 
化 和 侧 得 到 
nl(n) 一 (2 十 1)702 一 1) 十 CC7) 
变形 并 迭代 得 到 
Tn)_ T(tn—1) EN c| | 
7 十] n 1 十] 天 二 


1(1) 
7 


+ 二 十 “十 守 ]+ 


区 TI em | 


上 面 公式 中 的 c 是 某 个 常数 , 求 和 使 用 了 积分 作为 近似 结果 , 见 图 10. 2. 根据 积分 有 
1 | i 
2 人 ， Tdr = lnz , 


因此 得 到 原 递 推 方程 的 解 T(n) 二 O(nlogn). 


= ln(n1)— 1n2 = O(logn) 


如 上 面 的 例子 所 示 ,许多 弟 推 方程 不 能 求 出 精确 的 解 ,但 是 可 以 估计 出 函数 的 阶 ,这 对 
于 算法 分 析 工 作 是 有 意义 的 . 
用 递归 树 的 模型 可 以 说 明 上 述 迭 代 的 思想 .下 面 以 二 分 归并 排序 算法 的 递 推 方程 
W(n) = 2W(n/2) 二 +n—1 no 二 2* 
ee 一 0 
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为 例 来 构造 递归 树 . 递归 树 是 一 棵 带 权 的 二 叉 树 ,每 个 结 点 都 有 权 . 初始 的 递归 树 只 有 一 个 
结 点 , 它 的 权 标记 为 W(n). 然后 不 断 进行 迭代 ,下 到 树 中 不 青 含有 权 为 函数 的 结 点 为 止 . 迭 
代 规则 就 是 把 递归 树 中 权 为 函数 的 结 点 ,如 到 (0) ,WG2/2),W(n/4),…, 用 和 这 个 函数 相 
等 的 递 推 方程 右 部 的 子 树 来 代 蔡 . 这 种 子 树 只 有 2 层 , 树 根 标记 为 方程 右 部 除了 函数 之 外 的 
剩余 表达 式 ,每 一 片 树叶 则 代表 方程 右 部 的 一 个 函数 项 .例如 第 一 步 迭 代 , 树 中 唯一 的 结 点 
(第 0 层 )W(n) 可 以 用 根 是 nn 一 1,2 所 树叶 都 是 Wm/2) 的 子 树 来 代 蔡 . 代 蔡 以 后 递归 树 由 1 
层 变 成 了 2 层 . 第 二 步 迭 代 ,应 该 用 根 为 wy 2 一 1.、2 厂 树 叶 邦 是 W(n/4) 的 子 树 来 代替 树 中 
权 为 WW(n/2) 的 叶 结 点 (第 1 层 ) ,代替 后 递归 树 就 变 成 了 3 层 . 照 这 样 进行 下 去 ,每 适 代 一 
次 ,递归 树 就 增加 一 层 , 直 到 树叶 都 变 成 初 值 1 为 止 . 整个 迭代 过 程 与 递归 树 的 生成 过 程 完 
全 对 应 起 来 ,正如 图 10. 3 所 示 . 不 难看 出 ,在 整个 迭代 过 程 中 递归 树 中 全 部 结 点 的 权 之 和 不 
变 ,总 是 等 于 图 数 网 (2)， 


Hi— 一 ] P 一 ] n—l 
mn) /~ > ” 
(县 ) W( 弛 ) 和 pe 2 
AAA AN \ 
Wa) Wa) Wa) Wa) 741 -1 下 -1 41 4 


| 1 1 1 1 1 1 11:1 1 nxn24! 


图 10.3 
为 了 计算 最 终 的 递归 树 中 所 有 和 结 点 的 权 之 和 ,可 以 采用 分 层 计算 的 方法 . 化 归 树 及 


层 , 各 层 绪 点 的 值 之 和 分 别 为 
n—l,n—2,.n—4,.…,.n— 2*-! 
因此 总 和 为 
nk 一 (十 2 十 十 2 ) 二 nk 一 (2* 一 1) 二 nlogn 一 n 十 1 
不 难看 出 ,这 个 结果 与 前 面 的 结果 完全 一 致 
合计 递 推 方程 解 的 阶 , 也 可 以 使 用 尝试 的 方法 . 这 种 方法 的 基本 思想 就 是 先 将 解 设 定 为 
一 个 函数 ,然后 代入 原 递 推 方 程 的 两 边 进 行 验证 . 如 果 两 边 阶 最 高 的 困 数 项 相同 ,那么 所 设 
定 函 数 的 阶 是 正确 的 ,否则 重新 设 定 函数 的 阶 . 
考虑 例 10. 16 中 的 递 推 方程 
TCD = 2 TO 十 OOm) 
站 先 设 T(n) 三 C, 为 第 函数 ,代入 原 化 推 方程 得 到 
左边 = 0(1) 
右边 一 二 CO 一 D 十 O0D 一 2C 一 此 十 OC0D 一 OO) 
右边 为 一 次 函数 ,左边 为 第 困 数 ,右边 的 阶 高 于 左边 的 阶 , 显 然 困 数 阶 的 设 定 不 合适 . 
现在 设 了 (7 为 一 次 图 数 , 即 了 (2 一 cm 那么 
左 廊 — CH 
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nl i : . a 
右边 二 De 十 O(n) 一 入 一 一 一 一 一 一 二 O(n) = cn Cc O(n) 
i / 
因为 O(7) 中 舍 的 一 次 项 ,比如 an, 这 里 的 a 是 一 个 正 的 常数 ,因此 两 边 最 高 次 项 不 相等 ， 


右边 的 值 高 于 左边 . 
下 面 尝 试 T(n)= 二 cn ,代入 得 到 
左边 一 一 C72 


n—l a 7 » 
右边 = Dei 十 O(n) 一 二 > +O0)|+ O(n) = Em 十 O(n) 
i 二 1] 2 


右边 最 高 次 项 的 值 小 于 左边 .可 以 确定 TOz) 的 阶 应 该 介 于 cn 和 cn? 之 间 . 
下 面 设 了 (2z) 王 czlog2 ,可 以 看 到 它 满 足 递 推 方程 . 因为 将 T(n) 代 入 得 到 


左边 == cnlogn 
n—1] 
右边 一 7 2 ilogi + O(n) = ~ |3 logn 1 十 O(nlogn) I+ On) 


= cnlogn + O(n) + O(logn) 
上 式 中 的 求 和 也 使 用 了 积分 近似 ,如 图 10.4 所 示 , 阴影 部 分 面 
积 等 于 和 式 >ilogi, 满足 
zlogz < | Tlogzxdz 
而 计算 积分 可 得 到 
| zlogzdz= | lnzdz 


2 


| i 
| pA ee | 2 
1 2114n 4 
-十 (3 | = 和 

一 ] 


区 2 
>2 ilopgi— logn 二 站 十 O(nlogn) 


10.1.5 遂 推 方程 与 弟 归 算法 

递归 算法 是 一 种 常用 的 算法 , 它 的 特点 就 是 在 算法 中 要 递归 调用 自己 . 递归 算法 的 分 析 
中 经 常用 到 递 推 方程 . 分 治 策略 是 算法 设计 中 的 一 种 重要 的 技术 , 它 的 主要 思想 是 将 原 问题 
分 解 成 规模 更 小 的 子 问题 ,分 别 递归 地 求解 每 个 子 问题 ,然后 将 子 问 题 的 解 进 行 综合 ,从 而 
得 到 原 问 题 的 解 . 设 a,b 为 正 整 效 ,为 问题 的 输入 规模 ,mV72 为 于 问题 的 输入 规模 ,a 为 子 
问题 个 数 ,d(n) 为 将 原 问 题 分 解 成 子 问 题 以 及 将 子 问题 的 解 综 合 得 到 原 问 题解 的 代价 . 例 
如 对 n 个 正 整 数 进行 二 分 归并 排序 ,那么 5 二 2,4a 二 2,d(n) 二 nn 一 1. 一 般 情况 下 有 

Tn) = aT((n/6)+dn) n= 6 
Pe = c 为 某 个 常数 

经 过 和 迭代 得 到 


其 中 
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T(n)= a: Tn/B) + ad (nob) dn) 


地 0L 潜 


=aT(n/b)+a dn/b™ ) Ta dl(n/b ) 十 … 十 ad(Ga7p) + dn) 


kl 
二 ca* 十 Yaid (n/b') 


一 山 


,a 
d(n) 二 cc 时 ,代入 上 式 得 到 
k i 
carece tlioOa) On) az1 
1(n)= a—1 
ca*++k = kc = O(logn) 4 一 1 
d(n) 二 cn 时 ,代入 上 式 得 到 


Ek—] kl 六 i 
T(n) 一 ca* 十 Ya 一 ca* 十 cn pS | 妆 ， 
tft 二 机 


ti 一 ] 
1 loga | (a/p) 一 1 _ Nr, 到 
,i a O(n) a=b 
= 4cntcenk = O(nlogn) 4 一 /0 


(a/b)*—1 ge | 
a/b—1 a/b—1 


一 O(n ) 2 1 


” 大 
IC i CH 


些 结果 可 以 直接 用 于 求解 递 推 方程 ,例如 二 分 归并 排序 的 递 推 方程 是 


W(n) = 2W(n/2)++n—1 人 
ee 一 0 


其 中 4 二 2,6= 二 2,d(n) 二 O(n) ,根据 上 面 的 结果 有 W(n) 二 O(nlogn). 


从 上 面 的 结果 可 以 看 出 ,在 a>2 的 情况 下 ,为 了 降低 荆 (x) 的 阶 ,应 该 减少 a 的 值 , 即 减 


少子 问题 的 个 数 . 考虑 下 面 的 例子 . 


例 10.17 设 X,Y 为 n 位 二 进 制 数 ,其 中 =2:, 求 XY. 设计 关于 这 个 问题 的 算法 ,并 


分 析 算 法 用 到 的 位 乘 次 数 . 


解 


一 般 方 法 是 顺序 按 位 相 乘 ,显然 用 到 的 位 乘 次 数 是 W(n) 二 O(n ). 


采用 分 治 法 ,将 了 和 YY 分 别 划 分 成 n/2 位 长 的 两 个 整数 . 令 X 一 A2" 十 下 ,了 一 
C2 十 DD, 那 么 A,B,C,D 都 是 nn/2 位 长 的 整数 ,不 难看 出 ,它们 满足 


XY 一 AC2" 十 (AD 十 BC)2"” + BD 


根据 这 个 等 式 ,XY 可 以 通过 4 个 n/2 规模 的 子 问 题 运算 而 得 到 . 这 些 子 问题 是 AC,AD， 
BC,BD. 当然 还 有 移 位 和 按 位 加 法 等 额外 的 代价 .这些 额 外 运算 的 代价 与 成 线性 关系 , 表 
示 成 cn, 其 中 cc 为 某 个 常数 . 因此 ,得 到 如 下 递 推 方程 


W(n) = 4W(n/2) T+ cn 
mk 


按照 上 面 的 结果 ,由 于 a 二 4,6 二 2, 因 此 Wn) 二 On 开 ) 二 O(n ). 遗憾 的 是 使 用 分 治 策 略 的 
算法 与 普通 乘法 算法 的 工作 量 一 样 .提高 效率 的 关键 在 于 减少 子 问 题 的 个 数 . 
考虑 下 述 变 换 


ADTBC = (A—B)(D— CACBD 
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AD 十 BC 的 计算 只 需要 3 个子 问题 就 可 以 解决 了 ,其 中 只 有 (A 一 B)(D 一 0C) 是 新 的 子 问题 ， 
而 AC 和 BD 可 以 直接 使 用 男 外 2 个子 问题 的 计算 结果 . 这 样 就 将 原来 的 问 SU 下 
子 问题 . 当然 这 里 增加 了 加 法 的 次 数 ,但 是 加 法 的 工作 量 仍旧 是 nn 的 线性 函数 cn ,只 不 过 这 
里 的 cc 要 比 变换 前 的 c 大 一 些 . 这 个 增 量 不 影响 W(n) 的 阶 .根据 算法 得 到 如 下 递 推 方程 
W(n) = 3W(n/2) + en 

ie 二 1 
相当 于 a 二 3,5 二 2, 因 此 Wn)= 二 On 号 ) 二 On”) ,这 个 算法 比 起 普通 乘法 算法 有 了 明显 
的 改进 . 

例 10.18 设 a 为 实数 ,n 为 正 整 数量 恰好 是 2 的 需 . 下 述 算 法 Power 是 计算 a” 的 算法 . 

Power(a,n) 

l. 1 n=l1 then returna 

2. else zx<Power(a,n/2) 

3 return XT *ZXx 
佑 计 该 算法 最 坏 情况 下 的 时 间 复 杂 度 . 

解 ”该 算法 先 计 算 a” ,然后 将 两 个 a” 相 乘 , 从 而 得 到 a". 如 果 以 两 个 数 的 相 乘 作为 
基本 运算 ,对 于 给 定 的 n, 设 算法 Power 在 最 坏 情况 下 所 做 的 乘法 次 数 为 T(n). 那么 T(n) 
比 规模 减 半 的 子 问题 计算 量 T(n/2) 多 1 次 乘法 . 因此 得 到 下 述 递 推 方程 : 

T(n) = T(n/2) 二 1 
fg 一 1 
代入 n= 二 2* ,不 断 迭 代 , 得 到 
T(n)= TO(2) = T(2™ )+1 
TO "YE1 1 


| 


| 


T(1)+k= logn 
考虑 Fibonacci 数列 1;1;,2;,3;5;8,… ,即刻 = 二 1, 记 二 1,… ,二 Fi 十 F,_;. 假设 n= 
2* ,k 为 正 整 数 . 如 果 想 从 初 值 Fu 和 让 开始 ,对 于 给 定 的 n 计算 第 n 个 Fibonacci 数 的 值 
一 种 可 行 的 办 法 是 利用 化 推 公式 从 两 个 相继 的 前 项 得 到 后 一 项 ,那么 为 得 到 F, 需要 做 
n 一 1 次 加 法 . 下 面 考虑 为 一 种 算法 . 
首先 在 数列 {F,}) 的 前 面 加 上 一 项 0, 暂 记 作 FF-_i ,那么 已 二 十 F_1. 然后 证 明 一 个 有 


关 F, 的 性 质 ， 
F, Fu] FTl 1 
hy i ,| 
对 归纳 . 
n 二 1] 显然 为 破 . 假设 命题 对 7 为 真 , 则 
Re 下 二 了 
轴 上 i 十 下 ， | 
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we a 


z 1 【上 
设计 下 述 算法 ;对 于 给 定 的 "计算 | 那么 就 得 到 了 矩阵 | ， 1 


| ,从 而 得 


到 了 F,。 可 以 用 Power 算法 计算 | ”| .两 个 2 阶 算 阵 相 乘 ,为 得 到 秆 阵 的 每 个 项 ,需要 
做 2 次 数 的 乘法 ,4 个 项 总 计 和 需要 8 次 乘法 ,因此 完成 整个 计算 需要 用 8logn 次 乘法 ,这 个 时 
间 复 杂 度 是 O(logn) ,而 直接 用 加 法 需要 O(n) 次 加 法 . 尽管 乘法 比 加 法 稍微 慢 一 些 , 但 是 对 
于 大 的 nn, 显然 Power 算法 效率 更 高 . 

例 10.19 设 A 是 ?2 个 不 等 的 整数 (可 以 为 负 ) 按 照 递 增 次 序 排 列 的 数组 ,其 中 ”一 关 一 
1. 已 知 A 中 恰好 有 一 个 1iE11;,2,…, 满足 AT 让 = 设计 一 个 复杂 度 最 低 的 算法 找到 1 

解 ”考虑 二 分 检索 算法 . 令 :一 (2 十 1)712 ,算法 先 比 较 ALij 与 i, 如 果 AL = 那么 算 
法 停止 并 输出 z 如 果 A[ij 二 i, 那 么 可 以 判定 要 找 的 数 二 i, 即 下 面 的 搜索 将 在 ALi 十 1. .nj 
的 范围 进行 反之, 如果 Al 二 i, 那 么 要 找 的 数 二 i, 即 下 面 的 搜 寺 将 在 AL1. .i 一 1 的 范围 
进行 . 不 管 怎样 ,问题 都 将 归 约 为 规模 减 半 的 子 问 题 . 假设 算法 对 规模 为 nn 的 输入 所 做 比 
较 次 数 为 了 (zz) ,那么 有 下 述 递 推 方程 : 

TW 一 T( 3)+1 


(1(1)=0 


迭代 人 解 得 
T(n)= T(2* — 1) 
一 了 (2 一 1]) 十 1 
一 了 (2 一 1) 十 2 


Eee 


一 T 了 (1) 十 有 一 1 
一 log(n 十 1) 一 1 
这 个 算法 的 效率 很 高 . 它 是 不 是 最 好 的 算法 ? 为什么” 这些 还 需要 进一步 加 以 分 析 . 
可 以 证 明 , 在 以 比较 运算 作为 基本 运算 的 算法 类 中 ,该 算法 是 所 有 算法 中 最 快 的 . 
先 对 该 算法 类 中 的 算法 用 树 建 模 , 称 为 决策 树 . 设 A 是 任意 一 个 找 i 的 正确 的 算法 . 
其 基本 运算 是 A[i] 与 i 的 比较 . 从 树 根 开始 构造 这 棵 树 . 构造 方法 如 下 : 
(1) 如 条 算法 的 第 一 步 比 较 AL 引 与 i 那么 将 树 根 标记 为 i 
(2) 如 果 ALi=:, 算 法 俘 止 , 树 构造 完毕 ; 
(3) 如 果 AlLij 二 i, 且 算法 下 一 步 比 较 AL 门 与 7 那么 将 标记 结 点 厂 ,并 将 7 作为 的 左 
儿子 ; 
(4) 如 果 ALij 二 i, 且 算法 下 一 步 比较 ALkj 与 ,那么 将 标记 结 点 上 ,并 将 作为 i 的 石 
me 
考虑 简单 的 顺序 检索 算法 , 即 AL1] 与 1 比较 ;如 果 不 等 , 则 AL2] 与 2 比较 ,… 直 到 找到 
ALlij 二 i 为 止 . 当 n 二 7 时 ,顺序 检索 与 二 分 检索 算法 的 决策 树 分 别 给 在 图 10. 5(a) 和 
(b) 中. 
对 于 给 定 的 输入 ,算法 将 从 其 决策 树 的 树 根 开始 ,每 步 比 较 之 后 , 沿 着 一 条 边 进 入 它 
的 一 个 儿子 所 代表 的 结 点 ,直到 某 个 内 结 点 或 者 树叶 停止 。 比 如 在 图 10. 5(Ca) 的 顺序 检 
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索 算 法 中 ,如 果 输 入 数组 A 二 {一 5, 一 4, 0, 1，5, 8,10}) ,那么 算法 将 从 树 根 沿 着 这 条 唯 
一 的 路 径 向 下 ,经 过 结 点 2,3,4, 直 到 结 点 5 停止. 从 结 点 1 到 5, 路 径 长 度 是 4, 经 过 5 个 
结 点 ,比较 次 数 是 5. 而 对 于 二 分 检索 ,算法 将 从 树 根 4 经 过 结 点 6 走 到 结 点 5 为止 ,路 径 
长 度 为 2, 经 过 3 个 结 点 ,但 比较 次 数 是 2. 因为 根据 题目 条 件 ,A 中 恰好 存在 1 个 数 
Ali 二 i, 当 前面 的 数 都 不 满足 这 个 条 件 时 ,唯一 剩 下 的 数 AL5j 一 定 等 于 5, 因 此 AL5j 与 
5 的 比较 可 以 省 略 , 即 每 条 路 径 末 端 树 叶 位 置 的 比较 可 以 省 略 . 对 于 顺序 检索 算法 ,最 坏 
的 输入 要 走 到 结 点 7 才能 停止 ,需要 做 6 次 比较 . 而 二 分 检索 , 树 中 的 路 径 长 度 不 超过 2 ， 
至 多 需要 2 次 比较 . 


从 上 述 分 析 不 难看 出 :一 棵 决策 树 代表 了 一 个 算法 . 当 给 定 一 个 输入 后 ,算法 将 从 树 根 
开始 沿 着 决策 树 的 某 一 条 路 径 癌 下 ,直到 某 个 内 结 点 或 者 树叶 停止 . 算法 在 最 坏 情 况 下 的 
比较 次 数 每 于 决策 树 的 树 深 ,也 就 是 它 的 最 长 的 路 径 长 度 . 

考虑 该 算法 类 的 所 有 算法 ,其 决 寅 树 的 结构 是 不 一 样 的 ,但 是 都 是 含有 nn 个 结 点 的 二 又 
树 . 可 以 用 归纳 法 证 明宗 个 绪 点 的 二 叉 树 的 许 度 gd 至 少 为 | log(n 十 1)| 一 1, 这 里 的 | z | 表示 
不 大 于 的 最 大 的 整数 . 例如 ,| log7 |=2,| log8 |=3. 

命题 “深度 为 d 的 二 叉 树 至 多 含有 2” 一 1 个 结 点 . 

d 二 0 ,该 树 只 有 1 个 结 点 ,而 2 一 1 二 1. 命题 正确 . 假设 对 于 任意 自然 数 d ,命题 为 
页 ,考虑 深度 为 d 十 1 的 二 叉 树 全 ,其 4d 十 1 屋 有 月 片 树叶 .由 于 二 又 树 的 构成 ,每 个 结 点 至 
多 2 个 儿子 . 第 0 层 ( 树 根 ) 只 有 1 个 结 点 ,每 层 结 点 数 虱 不 超过 上 一 层 结 点 数 的 2 售 , 因 此 
d 十 1 层 的 结 点 数 不 超 过 2 和 , 即 k 硅 211. 拿 掉 这 上 育 片 树叶 ,得 到 深度 为 d 的 树 TT'. 根据 归 
纳 假设 , 树 TT 的 结 点 数 n' 不 超过 2! 一 1, 因 此 树 工 的 结 点 数 

a | 

根据 上 述 命 题 , 有 2**! 宇 n 十 1, 即 d 宇 | log(n 十 1)| 一 1. 

考虑 该 所 法 类 中 任意 算法 的 决策 树 , 当 输入 规模 为 nn 时 ,决策 树 中 含有 7 个 结 点 ;不管 
该 树 呈 现 什 么 结构 ,其 深度 至 少 为 | log(n 十 1)| 一 1. 这 意味 着 对 于 该 算法 ,都 存在 一 个 坏 的 
输入 , 它 在 这 个 输入 下 的 计算 将 沿 着 这 条 最 长 的 路 径 进 行 ,下 到 最 族 处 的 树叶 停止 , 即 需 : 
做 | log(n 十 1)| 一 1 这 比较 . 

回顾 上 面 的 二 分 检索 算法 ,在 ?一 六 一 1 的 条 件 下 ， 

[log(n 二 1)| 一 1= log(n 二 1) 一 1 
其 最 坏 情 况 下 的 时 间 复 淋 度 恰好 达到 该 算法 类 时 间 复 洋 度 的 下 界 , 没 有 算法 能 够 比 它 的 时 
间 复 杂 度 更 低 ,从 而 证 明了 二 分 检索 算法 是 该 算法 类 中 效率 最 高 的 算法 . 
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10.2 生成 函数 及 其 应 用 


生成 函数 是 与 序列 相对 应 的 形式 才 级 数 ,利用 生成 图 数 可 以 直接 求解 组 合计 数 序列 , 第 
9 半 已 经 遇 到 了 一 个 生成 函数 的 实例 ,就 是 棋盘 多 项 式 , 它 与 给 定 棋盘 的 布 棋 方 案 数 序列 相 
对 应 . 这 里 将 对 生成 函数 的 性 质 进一步 加 以 分 析 , 并 给 出 更 多 的 应 用 实例 . 


10.2.1 和 牛顿 二 项 式 定 理 与 牛顿 二 项 式 系 数 
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为 了 处 理 睾 级 数 的 需要 , 先 引入 牛顿 二 项 式 系数 ”| 
定义 10.5 设 r 为 实数 ,n 为 整数 ,引入 形式 符号 


0 n< 0 
站 = 7 一 0 
下 Tr 本 
称 为 牛顿 二 项 式 系数 . 
例如 : 


人 ]- Cs PL Cr: Gm 7 mt Gm 


51 
1(1_ 11fL 1( 工 -一 
1/21_ 站 sta 2 (3 3 1( 一 1)( 一 3)( 一 5) 一 5 
41 2441 1268 
41 4.3.2 | 
wh 3 


表面 上 看 ,这 个 符号 与 二 项 式 系 数 的 符号 一 样 ,但 是 在 这 里 它 只 是 一 个 形式 符号 ,不 具 
有 任何 组 合意 义 . 当 r 为 日 然 数 时 ,牛顿 二 项 式 系数 就 成 为 普通 的 二 项 式 系 数 , 这 时 才 与 集 
合 的 组 合计 数 联 系 到 一 起 . 
和 二 项 式 定 理 对 应 ,也 有 一 个 牛顿 二 项 式 和 定理 , 它 恰 好 表示 了 有 茶 些 图 数 的 医 级 数 . 
定理 10.6 牛顿 二 项 式 定理 . 
设 a 为 实数 , 则 对 一 切实 数 zx,y,|z/y| 二 1, 有 


er PE 31 其 中 ]= = De =ntD 
71 N11 


3 nl 
这 个 定理 的 证 明 可 以 在 一 般 的 数学 分 析 书 中 找到 ,这 里 不 表 狼 述 . 当 a 一 m 时 ,其 中 水 
为 正 整 数 , 这 个 定理 就 变 成 二 项 式 定 理 ( 定 理 8.5); 若 wx 一 一 刀 , 那 么 


国 忆 | "= (—m)(—m Oo 1)…(—m—n1) 
7 、 nl 


_ (一 DC 十 1) (十 2 一 1) 0 | tn "| 
ni z , nt 


这 时 令 x 二 z,y 二 1, 那 么 牛顿 二 项 式 定 理 就 变 成 
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—m ”一 一 设 m+ nl i 
(La) i 2 1) | k iz | 二 1 


在 上 面 式 子 中 用 一 z 代替 z , 则 有 


-Oo 1 mt), : 
(1 CO— z) -| ， 上 民居 本 | 
特别 地 有 
m 二 1， [一 一 一 1 二 z 十 zx 国 
9 一 l 一 一 所 | 得 
m 一 2 ， Cy 2 (nt Dz 


以 上 有 关 竹 级 数 的 结果 在 生成 函数 中 经 常会 用 到 . 
10.2.2 生成 函数 的 定义 及 其 性 质 


定义 10.6 设 序列 {a,} ,构造 形式 需 级 数 
GCT) = 二 azdar’: 十 "一 十 a.zx" 十 *…: 
称 G(x) 为 序列 (a,} 的 生成 函数 . 
例如 ,{CCm,nn)}) 的 生成 轴 数 为 ( 民 十 x)”, 给 定 正 整数 衣 ,{k"} 的 生成 了 光 数 为 
] 
1 一 上 
下 面 给 出 生成 函数 的 性 质 , 其 中 A(x),B(x),C(z) 分 别 表 示 序 列 {a,),{5,),{c,}) 的 生 
(1) 在 六 一 aa so 为 第 数 , 则 B(x) == aA (xz). 
(2) 和 在 c 二 a; 十 6; 则 C(x) = 二 A(x) 十 B(z). 


G(X) = 二 1 十 kr 二 kx 十 局 谨 十 … 


(3) 若 c = Daibwi; 则 CClx) = A(zx) .B(x). 


0 m= 
la ; 则 B(x) 二 zxA(z). 
dn "~ =({ 
i—]1 
A(z)C— > aa 
(5) 若 凡 三 ad, 则 BCGz) 三 一 一 一 一 . 


隔山 


(6) 若 忆 一 > , 则 BCz) 一 全 


(7) 车 刀 二 yw, 上 且 AG) 二 3a 收敛 , 则 BCz) = 4GD 一 24Cz)， 


【一 
(8) 耕 忆 一 ara sa 为 弟 数 , 则 B(x) 一 A(Caz)， 
(9) 若 5 二 nay;y 则 BGCz) = 二 xA'(zx), 其 中 A'(x) 为 ACz) 的 导数 . 


(10 b= , 则 B(x) = 工 | A(zr)dz. 


1 
这 里 的 性 质 涉及 生成 函数 的 线性 性 质 .乘积 性 质 、 移 位 性 质 . 求 和 性 质 、 换 元 性 质 、 微 商 
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与 积分 性 质 等 ,证 明 方 法 比较 傈 单 , 只 震 将 生成 图 数 定 义 代 和 人 ,利用 才 级 数 的 性 质 台 可 以 证 
明 上 述 结果 . 有关 证 明 留 给 读者 思考 . 

生成 国 数 与 序列 是 一 一 对 应 的 . 给 定 序 列 {a,} 或 关于 a， 的 递 推 方程 ,如 何 求 它 的 生成 
图 数 CCz) 呢 ? 反之 ,给 定 生成 图 数 GGz) ,如何 求 对 应 序列 的 通 项 表达 式 a, 呢 ? 这 些 部 是 
使 用 生成 函数 过 程 中 经 和 常 过 到 的 问题 ,为 了 解决 这 些 问 题 ,除了 利用 生成 函数 的 性 质 以 外 ， 
还 经 常用 到 下 述 客 级 数 的 展开 式 . 


才 01 油 


= , 


(1-1] ,9 We 
ee 1]。3。5 


2 | 
i 
-1+ 


Dep |» 91CkR—1)1™ 
(— 1)*7! 
正三] 


[x 一 ] ， 
D2k—1 + 
2 k (El 


例 10.20 求 序 列 {a, 的 生成 图 数 . 
人 
(2) ww, 一 12 十 1)， 


解 (1) G(x) 一 7>，3"z" 


型 一 心 


7 
一 7》 (3z) 一 一 
2 1—3 


(2) G(Cz) = Ynlnt 1)x". 
对 G(x) 积分 得 


Dr) Gt Darrdz 


天 三 习 


| >)， (no lr" dr 


| Gr) dr— 
心 


其 中 


H(zx) 一 
为 求 五 (z) , 先 求 右边 级 数 的 和 . 为 此 
| comdz = De = 


Hi(ny 二 


代入 得 


Ee 


i 
> nr” == 


| 


所 一 澳 


3 (nd 1)x" 


天 一 澳 
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工 2 
a 本 aa -万 
| Ga 2 
对 这 个 等 式 求 导 得 到 
/ — Leo pe 
G7) = [= | -tr oy (I— xz) (I— zy 


给 定 厅 列 {a,} 的 生成 隙 数 ,> aa 
加 数 化 成 基本 生成 函数 的 表达 式 之 和 ,人 然后 利用 这 些 基 本 生成 函数 的 展开 式 求 出 a,. 
2 十 3 一 站 区 


例 10.21 已 知 {a,}) 的 生成 函数 为 G(7) 一 一 二 5 一 , 求 a，. 

a dB RT 

解 G(x) TE 1 一 7 十 37 2 > (2z) 十 3 工 2 xX" 二 3x 
a 1- 天] 


因此 <, 三 
7 一 


10.2.3 生成 函数 的 应 用 


生成 限 数 在 组 合 问题 中 有 着 广泛 的 应 用 . 可 以 用 生成 函数 求解 递 推 方程 ,特别 是 某 些 不 
适合 使 用 公式 法 和 壕 代 归纳 法 的 方程 . 
例 10.22 求解 递 推 方程 


nO—]l 
h, = Phh, 7 三 2 
一 1 


解 ” 设 {h,} 的 生成 函数 为 H(zx) = 》hr” ,两 边 平方 得 


丸 二 1] 
H’: (zx)= 2 hr 各 > -= 3 py hhr” 
k=1 一 k=1 [=1 


co 一 1 
一 Sa 一 Dj hr 
二 2 k= 1 二 2 
~ H(zx)—hz = H(r)—x 
这 是 一 个 关于 H(z) 的 一 元 二 次 方程 ,利用 求 根 公式 得 到 


本 Ts 
2 旨 


由 于 互 (0) 王 0, 因 此 取 五 (Cz) 一 万 (xz). 将 五 (z) 展 开 得 


1 4) 1 1 ,1 
人 7 5 7 《一 二 元 )2 


| 


| 
Me oI- 
Nn 
Fa 
守 | | 


_1|; (— 1)" 1 {2n 加 ， 
一 寺 1+ 2 2 (i) 4 | 
一 


2n—2 
LD) | 和 jp 


nn 


递 难 方程 与 生成 通 数 


ni— 4 
因此 ,一 一 ;| 1 


以 上 递 推 方程 是 关于 Catalan 数 的 递 推 方程 ,通过 求解 这 个 方程 ,得 到 了 第 了 守 个 


Catalan 数 的 值 h,. 关于 Catalan 数 的 定义 和 性 质 将 在 后 面 进 一 步 讨 论 ， 
回顾 例 8. 18 关于 栈 输出 结果 的 计数 实例 ,通过 使 用 非 降 路 径 的 模型 ,得 到 7) 个 元 素 的 


栈 的 不 同 输出 的 个 数 是 | " ,这 个 数 恰 好 是 第 n 十 1 个 Catalan 数 . 下面 使 用 生成 图 数 


的 方法 求解 这 个 问题 . 

考虑 字符 1,2,…,n, 当 某 个 字符 进 栈 时 记录 一 个 左 括 号“(”, 当 六 出 栈 时 记录 一 个 
右 插 号 “)”, 在 这 两 个 括号 中 辐 的 字 从 就 是 在 X 之 后 进 栈 并 有 旦 在 XX 之 前 出 栈 的 字符 . 例如 
(1(2(3))(4)) 表 示 的 过 程 是 : 

1 进 栈 ,2 进 栈 ,3 进 栈 ,3 出 栈 ,2 出 栈 ,4 进 栈 ,4 出 栈 ,1 出 栈 

每 个 软 出 序列 对 应 于 n 对 插 号 的 合理 配对 的 方法 数 . 由 于 进 栈 的 次 数 不 少 于 出 栈 次 数 , 这 
就 意味 看 在 配对 的 任何 位 置 ,从 左边 算 起 , 左 插 号 的 数目 部 不 少 于 右 括 号 的 数目 . 设 n 对 
括号 的 配对 方法 数 是 T(n) ,考虑 与 最 左边 的 左 插 号 配对 的 右 括 号 的 位 置 ,在 这 对 括号 中 间 
有 对 其 他 括号 ,这 k 对 插 号 有 了 (kk) 种 配对 方法 ;而 在 这 对 插 号 的 后 面 有 nn 一 1 一 k 对 括号 ， 
这 些 括号 的 配对 方法 数 是 T(2 一 1 一 &). 因 此 ,对 于 给 定 的 R, 构 成 输出 序列 的 方法 数 是 
TCD)TG2 一 1 一 &). 由 于 & 可 能 的 取 值 是 0,1,2,… 光 一 1. 根 据 加 法 法 则 ,可 以 得 到 递 推 方程 


严 三 昌 


nl] 
T(n) = >,TOA)TCOz 一 1 一 及 ) 
[ne = 1] 


设 友 列 {T(n)} 的 生成 冰 数 是 T(x), 那么 有 T(x) 三 2 T(n)x”",， 从 而 得 到 


T’ (x)= re ) (Dro0r) = yz- (DTI) 
k=0 天 一 1 上 二 0 
Vp yt Tay—1 
号 


求解 关于 T(x) 的 一 a 47. 由 于 x 一 0 时 ,T(xz) 一 1, 取 根 


一 人 一 4 工 


为 了 (z) 一 7 


;展开 成 蜗 级 数 得 


_ 要 
T(x) = > | 小 


几 一 澳 


A 2n 
因此 ,不 同 的 输出 个 数 为 a | 
利用 生成 函数 可 以 计算 多 重 集 的 组合 数 . 设 


S = {nm Qily72 。0oy 7 * Ap} 
是 多 重 集 ,S 的 -组合 数 就 是 不 定 方 程 
Tl 十 Xs 十 呈 十 XT 二 rr， Xi 和 Wh 1 一 2 …) 民 
的 非 叶 整数 解 的 个 数 . 考 卡 国 数 


地 0L 洪 


Eng 机 十 站 
的 展开 式 中 的 项 ,应 该 是 下 述 形 式 : yw “**% ,其 中 x; 是 非 负 整数 , 且 zj; 二 ni, i 二 1,2,*…， 
&. 因此 展开 式 中 y 的 系数 ,恰好 是 多 重 集 S 的 r- 组 合 数 . 
例 10.23 求 S=={3，a,4，5,5。，c} 的 10- 组 合 数 NN. 
Gly) 二 (十 y 十 yy 十) (十 y 十 十 十 y) 十 y 十 十 十 y 十 yy ) 
二 (1 十 2y 十 3y 十 4y 十 4y 十 3y 十 2y 十 y )( 和 十 y 十 yy 十 y 十 y 十 y ) 
一 (1 十 … 十 3 和 十 2 十 yy 十 …) 
其 中 名 的 系数 是 6, 因 此 N=6. 
从 上 面 的 分 析 可 以 看 到 ,利用 生成 函数 可 以 求 不 定 方程 的 解 的 个 数 . 下面 对 不 定 方程 解 
的 计数 问题 (计数 模型 4) 进 一 步 加 以 推广 . 考虑 不 定 方程 
Ti 十 Xz 十 十 Xs 二 7， Xi 为 目 然 数 
根据 定理 8.4, 解 的 个 数 是 C(k 十 r 一 1,7) ,下 面 通 过 生成 函数 的 方法 求解 这 个 问题 .类似 于 
上 面 的 分 析 , 生 成 隐 数 为 


Ce Cp 


本 (1 — vy)* 
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其 中 y" 的 系数 是 N= 二 CC(k 十 r 一 1,7). 

考虑 对 变量 取 值 存在 限制 情况 下 的 不 定 方 程 

TI 十 XT 十 十 Xx 二 rr， LL 寺 X 寺 nn 1 二 1,2,,k 

这 时 关于 方程 非 员 整数 解 的 计数 设 有 一 般 的 公式 ,生成 图 数 是 

G(y) = 二 (六 十 十 一 十 yy 十 yy 了 十 下 十 yy 十 y4 人 十 … 十 y) 
G(y) 的 展开 式 中 y" 的 系数 束 是 不 定 方 程 的 解 的 个 数 . 

对 于 某 些 不 定 方程 ,变量 的 系数 不 全 是 1, 而 用 其 他 正 整 数 作 为 系数 , 即 

PiTAi 十 poxs 十 十 pixi 二 rT， X;: EN， pp ,pi 为 正 整 数 
那么 也 可 以 使 用 生成 困 数 的 方法 求解 ,对 应 的 生成 图 数 是 
Gly) 一 (1 十 身 十 y 和 十 …)(1 十 和 十 y 生 十) 十 9 站 十 y 十 …) 

G(y) 的 展开 式 中 y" 的 系数 陨 是 这 个 不 定 方程 的 解 的 个 数 ， 

最 后 需要 说 明 的 是 ,在 不 定 方 程 既 存在 限制 条 件 , 同 时 系数 也 不 全 为 1 的 情况 下 ,也 可 
以 参照 上 面 的 方法 写 出 对 应 的 生成 函数 . 请 看 下 面 的 例子 . 

例 10.24 有 1 克 夸 码 2 个 ,2 克 夸 码 1 个 ,4 死 夸 码 2 个 , 问 能 称 出 哪些 重量 ,方案 有 多 
少 种 ? 

解 ” 根据 题 意 列 出 不 定 方程 如 下 : 

lr ore dr = 


刻 扒 方程 与 生成 函 禾 


对 应 的 生成 函数 为 
G(Cy) 一 (1 十 y 十 关 )(C1L 十 史 ) (1 十 六 十 入) 
二 1 十 y 十 2y 十 十 2y 十 十 2y 十 y 十 2y 十 yy 十 2y" 十 y 十 y* 
根据 这 个 函数 可 以 写 出 下 面 的 表 10.1, 其 中 重量 表示 可 以 称 的 重量 ,方案 表示 对 于 给 定 重 
量 , 可 能 的 称 重 方案 数 . 


使 用 生成 函数 可 以 求解 正 整 数 拆 分 的 计数 问题 .这 也 是 一 个 常用 的 组 合计 数 模 型 (组 合 
计数 模型 5). 所 谓 正 整数 的 拆 分 就 是 将 给 定 正 整数 N 表示 成 若干 个 正 整 数 之 和 . 根据 拆 分 
后 的 组 成 部 分 是 否 人 允许 重复 .是否 有 序 ,可 以 
将 拆 分 问题 划分 成 4 类 . 表 10.2 给 出 了 3 的 
对 应 于 不 同 分 类 的 拆 分 方案 . 

下 面 考虑 拆 分 问题 的 计数 ,首先 考虑 无 
序 拆 分 . 

设 N 是 给 定 正 整数 ,将 N 无 序 拆 分 成 
正 整 数 ai,az,…，,a, 则 有 等 式 

al 十 az 十 "十 az, 二 NN 
这 个 问题 可 以 归结 为 不 定 方程 的 解 的 计数 问 
题 . 如 条 拆 分 后 的 部 分 不 允许 重复 ,那么 对 应 
的 生成 函数 是 


表 10.2 


G(y) 一 (1 十 和)(1 十 y)…(1 十 ye) 
如 果 人 允许 重复 ,对 应 的 生成 郴 数 是 
Gy) 一 (1 十 y5 十 y2a 十)(1 十 ye 十 ye 十) (1 十 yo 十 yo 十 …) 
1 
a — yi1)(l — y2)°(l1— yr) 

例 10.25 证 明 任 何 正 整数 都 可 以 唯一 地 表示 成 二 进 制 数 . 

证 明 设 正 整数 为 N ,不 难看 出 ,将 N 拆 分 成 2 的 宕 2 ,2 ,2 ,2”,… 且 不 允许 重复 的 
方案 ,恰好 与 N 表示 成 一 个 二 进 制 数 的 方法 对 应 .因此 ,N 的 二 进 制 表示 法 的 个 数 与 上 述 拆 
分 方案 数 相 等 . 对 任意 正 整数 n,n 的 拆 分 方案 数 记 为 wa, ,根据 前 面 的 分 析 , 拆 分 方案 数 的 生 
成 函数 是 

G(y) 一 (1 十 y)(1 十 吧 )(1 十 只 )(C1L 十 加)… 


展开 为 
co -II-xI-Y Dy 
os FE 


在 上 述 寺 级 数 中 ,由 于 每 项 的 系数 都 是 1, 因 此 对 于 所 有 的 2,a 王 1, 这 就 证 明了 正 整 数 N 
只 能 表示 成 唯一 的 二 进 制 数 . 
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如 果 对 正 整 数 被 拆 分 后 的 部 分 存在 大 小 限制 ,那么 可 以 使 用 生成 函数 计算 拆 分 的 方案 
数 . 如 果 对 拆 分 部 分 的 数目 加 以 限制 , 则 不 能 下 接 写 出 相应 的 生成 函数 ,但 是 可 以 使 用 组 合 
对 应 的 方法 来 解决 这 关 问 题 ， 

例 10.26 给 定 7, 求 将 正 整 数 N 无 序 并 允许 重复 地 拆 分 成 & 个 部 分 (k 三 7) 的 方法 数 . 

解 ”考虑 任意 一 个 将 N 无 序 并 允许 重复 地 拆 分 成 & 个 部 分 (&k 三 7) 的 方案 ,可 以 用 一 个 
图 来 表示 这 个 方案 .首先 将 被 拆 分 后 的 部 分 按照 从 大 到 小 的 顺序 排列 . 例如 对 于 下 述 拆 分 方 
案 16 二 6 十 5 十 3 十 2(k 三 4) ,4 个 部 分 的 排列 顺序 是 :6,5,3,2. 如 图 10.6(a) 所 示 , 拆 分 后 的 
每 个 数 从 左 到 右 分 别 用 一 列 点 来 表示 , 即 第 一 列 6 个 点 ,第 二 列 5 个 点 ,第 三 列 3 个 点 ,第 四 
列 2 个 点 .这 个 图 称 为 Ferrers 图 . 由 于 数 是 从 大 到 小 排列 的 ,因此 左边 的 列 上 的 点 数 不 少 
于 右边 的 列 上 的 点 数 . 


(a) (b) 


将 Ferrers 图 看 作 一 个 直角 坐标 系 , 然 后 将 它 轩 绕 y 二 zz 的 直线 翻转 180 ,就 得 到 男 一 
个 共 斩 的 Ferrers 图 ,如 图 10.6(b) 所 示 . 这 个 图 恰好 对 应 了 拆 分 后 每 个 部 分 都 不 超过 4 的 
一 种 方案 , 印 

1 三 了 村 4 二 2 
因此 ,问题 就 转变 为 : 求 将 N 无 矿 并 人 允许 重复 地 乓 分 且 拆 分 后 的 每 个 效 都 不 超过 > 的 方案 
数 . 对 应 的 生成 函数 是 
] 
(1 一 y)(1 一 光 )… (1 一 入) 
G(y) 的 展开 式 中 的 系数 就 是 所 需要 的 结 朱 . 

下 面 考 虑 有 序 拆 分 的 计数 问题 . 

定理 10.7 设 N 是正 整 数 ,将 N 允许 重复 地 有 序 折 分 成 r 个 部 分 的 方案 数 为 
人 

证 明 设 N==ai 十 a 十 … 十 a, 是 满足 条 件 的 拆 分 , 则 邻 


Se i 一 1,2,° ,7 
k=1 


G(y) = 


那么 
0 二 外 二 5s 二 "之 驻 , 二 NN 
不 难看 出 拆 分 方案 与 这 些 S; 的 选择 方法 是 一 一 对 应 的 . 下面 计数 对 这 些 S 有 多 少 种 不 同 
的 选择 方法 . 由 于 7 一 1 个 S;(i 二 1,2,…,r 一 1) 取 值 于 集合 {1,2,… ,NN 一 1}) ,选择 方法 数 是 
(NN— 1 —1), 
根据 这 个 定理 ,使 用 加 法 法 则 ,不 难得 到 下 述 推论 . 


计 蕉 方程 与 生成 场 数 


/No—1 : 
推论 。 对 正 整 数 N 做 任意 重复 的 有 序 拆 分 , 方案 数 为 > | | | 一 2 


对 于 不 允许 重复 的 有 序 拆 分 问题 ,可 以 分 两 步 处 理 . 先 将 N 不 允许 重复 进行 无 序 拆 分 ， 

对 应 的 生成 函数 是 
G(z) = (1 十 x) (ll 二 xz)*…(l 二 x ) 

G(x) 中 x* 的 系数 就 是 无 序 拆 分 的 方案 数 . 针对 每 种 无 序 的 拆 分 方案 ,计数 被 拆 分 部 分 的 全 
排列 数 , 然 后 将 所 有 的 结果 相 加 ,就 可 以 得 到 所 求 的 拆 分 方案 数 . 

以 上 用 生成 函数 解决 了 多 重 集 的 r- 组 合 数 不定 方程 解 的 计数 、 正 整数 拆 分 方案 的 计 
数 等 问题 . 除 此 之 外 ,利用 生成 函数 还 可 以 证 明 组 合 恒等式 . 限于 篇 幅 , 这 里 不 再 歼 述 ,有 兴 
趣 的 读者 可 以 阅读 相关 的 参考 书 . 


10.3 指数 生成 函数 及 其 应 用 


上 一 市 已 经 看 到 生成 函数 在 组 合计 数 问 题 中 的 广泛 应 用 ,本 市 将 进一步 引入 指数 型 生 
成 限 数 ,并 讨论 它 在 有 序 计数 中 的 应 用 ., 
定义 10.7 设 {a,) 为 序列 , 称 


oy 
G.(xX) 一 Da a 
为 {a,} 的 指数 生成 函数 . 
例 10.27 给 定 正 整数 区 ,a 二 Ponsn); 则 {a,} 的 指数 生成 轴 数 为 
G(X) 一 Dj POmn,n) = 2 的 三 (1 十)” 


n=0 全 7121(72 一 72)! 


n=0 人 天 

不 难看 出 ,(1 十 z)" 既 是 集合 组 合 数 序列 {fC(Cmz ,z))} 的 普通 生成 困 数 ,也 是 集合 排列 数 
厅 列 {PC(m,n) 的 指数 生成 轴 数 . 

例 10.28 设 及 =1, 则 (2 的 指数 生成 图 数 为 


3 


(Cr。( 工 ) 一 - 工 一 ez 


一 
与 普通 生成 图 数 类 似 ,指数 生成 图 数 具 有 下 述 重 要 的 性 质 . 
设 数 列 {a ,12 的 指数 生成 图 数 分 别 为 A.(Cz) 和 B.(x), 则 


De 


n ef 
A.(rT)， B.(x) = ci 其 中 ce, 二 > 国 卫 放 
a=0 用 。 k=0 \k 


证 明 
2 ta 2 . 20 


二 和 要. 六 Ta nl1b,_ 
ey 之 WT 一 


lk! (n—k)! 
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因此 c, 一 D3 2 


使 用 指数 生成 函数 可 以 求解 多 重 集 的 排列 问题 
定理 10. 8 设 SS= {ni ”人 1 92 * ds" op ” Uk) } 为 多 重 集 , 则 i 的 广 排 列 数 的 指数 生成 


困 效 为 
(二 CF PM 
其 中 
了 Rs a es $= Lh 
证 明 考察 上 wap ZX" 的 项 , 它 是 由 有 个 因 式 的 乘积 构成 的 ,并 具 
有 下 述 形式 : 
TT! TXT? rt 


m1! 7722 | ma | 


其 中 芝 来 自 f(z). 注意 到 mi ,ms，… ,m4 满足 下 述 不 定 方程 
121 十 7112 十 … 二 7 一 (10. 4) 
Om n, 71= 1,2,.,k 
BB 
zitmttm xr a 
1171 ns Yo 1 rl mm 1772 Tn 1 
因此 


"| 
0 


其 中 求 和 是 对 满足 方程 (10. 4) 的 一 切 非 负 整 数 解 来 求 . 一 个 非 负 整数 解 对 应 了 S 的 一 个 子 
多 重 集 {m9 asym a Mm ay 即 S 的 一 个 > 组 合 , 而 该 组 合 的 全 排列 数 是 


要 ,因此 a, 代表 了 S 的 所 有 + 排列 数 . 


mi lmz Temel 
例 10.29 由 1,2,3,4 组 成 的 5 位 数 中 ,要 求 1 出 现 不 超过 2 次 ,但 不 能 不 出 现 ,2 出 现 
不 超过 1 次 ,3 出现 至 多 3 次 ,4 出 现 偶数 次 . 求 这 样 的 5 位 数 个 数 . 


解 
cn = [ 苦 + 厅 Ja+a[1+z+ 和 j 十 垃 十 | 
/oT 和 - 
Ca i 
N = 215 
例 10.30 红 ., 白 、 蓝 涂 色 1Xn 的 方 格 , 要 求偶 数 个 为 白色 , 问 有 多少 种 方案 ? 
解 


人 | a ~\2 
ceD = + 页 + (t+ 


一 Ce 十 ez)e”* 


递 推 方程 与 生成 通 数 


一 了 sz 二 了 工 ex 加 
2 2 OO 
a 章 
1]™ i 1 SN Z 
一 二 3 二 十 二 ei 
ee 
-53+t1lr 
nn 二 0 4 | 
| 
时 7 


10.4 Catalan 数 与 Stirling 数 


有 很 多 种 重要 的 组 合计 数 , 如 集合 的 排列 数 PCm,n) ,集合 的 组 合 数 C(m,n) 、 多重 集 合 
的 全 排列 数 、Fibonacci 数 .Catalan 数 、Stirling 数 等 . 这 些 计 数 广泛 应 用 于 各 个 领域 的 实际 
问题 . 本 市 主要 讨论 Catalan 数 与 Stirling 数 . 

定义 10.8 给 定 一 个 凸 n 十 1 边 形 , 通 过 在 内 部 不 相交 的 对 角 线 把 它 划 分 成 三 角形 ,不 
同 的 划分 方案 数 称 作 Catalan 数 , 记 作 彤 ,. 

例如 态 三 5, 说 明 对 一 个 五 边 形 进行 三 角 划 分 ,共有 5 种 不 同 的 方案 .图 10.7 列 出 了 这 


5 种 方案 . 
(a) (b) (©) (d) (©) 


图 10.7 


为 确定 六 , 先 要 建立 关于 有 h, 的 递 推 方程 . 考虑 n 十 1 条 边 的 多 边 形 , 端 点 分 别 被 标记 为 
AAA 将 AAA 的 边 记 为 wa 作为 三 角形 的 底 边 .选择 底 边 以 外 的 顶点 Ai (CR 一 
1,2,… 光 一 1) ,那么 底 边 <c, 边 AIA 和 AAA 就 构成 三 角形 工 , 开 将 多 边 形 划分 成 尺 ， 
和 RR。 两 个 部 分 ,分 别 为 & 十 1 边 形 和 7 一 & 十 1 边 形 . 划分 结果 如 图 10. 8 所 示 . & 十 1 边 形 Ri 
和 nn 一 & 十 1 边 形 R; 的 三 角 划 分 方案 数 分 别 为 hh 和 大， 根据 乘法 法 则 和 加 法 法 则 ， 


Spih, ,就 是 n 十 1 边 形 的 划分 方案 总 数 . 因此 得 到 下 面 的 递 推 方程 


= > hh 7 三 2 


例 10.20 已 经 利用 生成 汕 数 求解 了 这 个 促 推 方程 , 它 的 解 古 


2n—2 
| nn | 
n\n—l 


Catalan 数 出 现在 许多 组 合计 数 问题 中 ,如 前 面 过 到 的 从 (0,0) 
点 到 (n,n) 点 除 端 点 外 不 接触 对 角 线 的 非 降 路 径 计 数 问 题 堆栈 输 
出 序列 的 计数 问题 等 . 除 此 之 外 ,还 有 nn 个 位 置 固定 的 数 的 乘法 顺 
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序 的 计数 问题 .圆周 上 2n 个 点 用 不 在 内 部 相交 的 弦 两 两 配对 的 方案 的 计数 问题 等 ,有 兴 : 
的 读者 可 以 进一步 阅读 有 关 的 参考 书 ， 

下 面 考虑 第 一 类 Stirling 数 . 

定义 10.9 考虑 多 项 式 x(zx 一 1)(x 一 2)…(x 一 n 十 1) 的 展开 式 

he a 十 SS an 十 (一 | 
将 上 述 展开 式 中 x 的 系数 的 绝对 值 S， 记 作 | ”| , 称 为 第 一 类 Stirling 数 . 
广 
不 难 证 明 第 一 类 Stirling 数 满 足下 面 的 递 推 方程 


7 nO— 1] 人 一 外 
| 上- | +| | nr 宇 1 
r r 有 


n n z 
= | 上 (7 一 1)1 
0 
证 明 将 等 式 


和 上 四 7 一】 
工 ( 工 一 1 (一 天 十 2) 一 | 上 -| 上 B 3 
n—l 证 一 北 


代入 下 述 等 式 后 得 到 
人 > | | 
TE— 1 "(rn 2)(r~—N 有 11) = xX"!C— x” 十 (zx 一 nn 十 1) 
|nO—1 = 
由 于 两 边 的 x" 的 系数 应 该 相等 ,所 以 有 


71 ni— 1 nO— 1 
| [= oD| 上 | | 
r 六 | 


下 面 计算 两 个 初 值 . 根据 第 一 类 Stirling 数 的 定义 ,不 难得 到 办 一 0 为 得 到 展开 式 中 
一 (一 1), 如 果 不 考 虑 正 负 号 ,这 些 项 的 乘积 是 (x 一 1)1 因此 | ”|= Cn— D1. 

第 一 类 Stirling 数 的 递 推 公式 与 Pascal 公式 具有 类 似 的 形式 ,可 以 使 用 类 似 于 杨辉 三 
角形 的 图 示 方 法 将 上 述 递 推 公式 用 图 形 来 表示 . 

除了 上 述 递 推 公式 外 ,可 以 证 明 第 一 类 Stirling 数 还 满足 以 下 恒等式 . 


nn 

wf] 

es | n 上 = 的 nn— 1) 
n— 1 2 L 


(3) > "上 =- nl. 
r 一 1 L7 


其 中 前 两 个 恒等式 的 证 明 比 较 人 简单 ,只 需 使 用 第 一 类 Stirling 数 的 定义 .第 三 个 恒等式 可 以 
采用 组 合 分 析 的 方法 ,具体 的 组 合计 数 模 型 将 在 第 14 章 的 习题 解答 中 给 出 . 

下 面 考虑 第 二 类 Stirling 数 , 它 是 关于 放 球 问题 (组 合计 数 模 型 6) 的 组 合计 数 . 

定义 10. 10 7 个 不 同 的 球 恰好 放 到 > 个 相同 的 盒子 里 的 方法 数 称 作 第 二 类 Stirling 


数 , 记 作 | ,| 
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例如 ,| ,| 一 7, 下 面 给 出 这 这 7 种 放 球 方案 . 


asbscld aycsd|lb apdlc bycysdla asblesd ayclbsd adl|b,c 
可 以 证 明 第 二 类 Stirling 数 满足 下 述 递 推 方程 


n ni—] nO— 1 
一 了 十 ， 
个 
人 人- 
10 ] 
证 明 将 个 不 同 的 球 恰好 放 到 7 个 相同 的 盒子 . 取 球 a ,把 放 球 的 方法 如 下 进行 分 类 : 
若 w 单独 放 在 一 个 会 子 里 , 简 下 的 是 对 其 他 ”一 1 个 球 的 放置 问题 \ 有 | ， | 种 方法 
若 a 与 别 的 球 放 在 同一 信子 里 ,可 以 先 把 一 1 个 球 恰好 放 到 个 信子 里 ,有 {”， 方法 | 
nn—] 
然后 把 w 插入 到 个 盒子 中 ,有 + 种 方法 .因此 ,总 共 "| / | 种 方法 根据 加 法 法 则 得 到 
nn nO—1] nO—] 
Wd 
Ir 到 六 一 ] 
根据 第 二 类 Stirling 数 的 定义 ,不 难得 到 | 0| 一 "|1 | 一 1 


第 二 类 Stirling 数 的 化 推 公 式 也 可 以 采用 图 形 表 示 . 图 10.9 给 出 了 当 n= 二 5 时 所 有 第 
二 类 Stirling 数 的 仁 . | 
第 二 类 Stirling 数 满足 以 下 恒等式 . / 


TAA 
mit AAA 


(4) >| j= m | |, | ,其 中 2 是 对 满足 图 10.9 
HiNe Nm, 772 | 


十 nz 十 一 十 nm 二 nn 的 正 整 数 解 求 和 . 


om 
人 


证 明 (1) 将 个 不 同 的 球 放 到 2 个 相同 的 盒子 里 . 先 选 定 一 个 球 , 比 如 是 ai ,把 它 放 
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在 一 个 盒子 里 .然后 放 剩 下 的 n 一 1 个 球 , 每 个 球 有 2 种 选择 ,总 计 2 种 放 法 . 但 是 ,这 些 
球 全 落 和 人 入 a 所 在 盒子 的 选 法 不 符合 要 求 , 所 以 要 从 中 减 去 1 种 选 法 . 
(2) 将 nn 个 不 同 的 球 恰 好 放 到 nn 一 1 个 相同 的 盒子 里 , 必 有 一 个 盒子 含有 2 个 球 ,其 余 


(3) 根据 第 二 类 Stirling 数 的 定义 可 以 直接 得 到 ， 
(4) 使 用 组 合 分 析 的 方法 证 明 . 首先 证 明 等 式 左 边 计 数 了 个 不 同 的 球 恰好 放 到 和 2 个 


每 个 盒子 1 个 球 . 选择 这 两 个 球 有 | jm 广汉 


不 同 的 盒子 的 方法 . 当 所 有 的 n; 为 正 整 数 , 是 十 ny 十 … 十 nm 二 nn ,| 呈 ja nn 
个 不 同 的 球 恰 好 放 到 mm 个 不 同 盒子 里 ,并 且 使 得 第 一 个 盒子 含有 ni 个 球 .第 二 个 盒子 含有 
nn2 个 球 、…… ,第 m 个 盒子 含有 nn 个 球 的 方法 数 . 对 所 有 满足 上 述 条 件 的 ,ns ,…,n,;，, 通 


ni 


对 | | n 个 不 同 的 球 恰好 放 到 m 个 不 同 的 盒子 的 方法 数 . 再 看 等 式 右 


ni 


边 . 先 把 个 不 同 的 球 恰好 放 到 m 个 相同 的 盒子 有 | | 种 方法 ;然后 对 盒子 进行 编号 ,编号 的 


方式 有 m! 种 . 因此 ,ml |, | 也 计数 了 ) 个 不 同 的 球 恰好 放 到 六 个 不 同 的 盒子 的 方法 . 

(5) 由 于 每 个 球 有 m 种 可 能 的 选择 ,根据 乘法 法 则 ,wm" 计数 了 个 不 同 的 球 放 到 六 个 
不 同 的 盒子 并 允许 空 盒 的 方法 . 将 这 些 方法 按照 含有 球 的 盒子 的 个 数 丰 进行 分 类 ,其 中 有 一 
1,2,…,m. 对 于 给 定 的 ,可 以 分 步 处 理 ; 充 从 mm 个 不 同 的 盒子 选 出 个 盒 于 , 选 法 有 


法 则 与 加 法 法 则 ， > 网 国 1! 恰好 计数 了 个 不 同 的 球 放 到 m 个 不 同 的 盒子 并 允许 空 盒 
的 方法 . 


(6) 等 式 左 边 计数 了 ?2 十 1 个 不 同 的 球 恰 好 放 和 人 了 个 相同 的 盒子 的 方法 . 先 选 定 一 个 
球 , 比 如 是 w ,把 它 放 在 一 个 盒子 里 .将 其 余 个 球 的 放 法 根据 剩 下 /一 1 个 盒子 含有 的 球 数 
i 进行 分 类 ,i 二 0,1,…… ,一 1,7，,…,n. 对 于 给 定 的 i 先 从 个 不 同 的 球 中 选 出 i 个 球 , 有 


当 i<<r 一 1 时， [1 的 值 等 于 0. 对 i 求 和 就 得 到 十 1 个 不 同 的 球 恰好 放 入 + 个 相同 的 盒 
子 的 方法 数 . 

第 二 类 Stirling 数 来 源 于 一 个 重要 的 组 合计 数 问题 一 一 放 球 问题 ,这 个 问题 可 以 按照 
球 是 否 有 区 别 、 盒 子 是 否 有 区 别 、 是 否 允 许 空 例 等 约束 条 件 划 分 成 8 种 子 类 型 ,通过 一 一 对 
应 的 技巧 ,可 以 使 用 放 球 问题 的 计数 结果 来 求解 其 他 组 合计 数 问题 . 设 及 个 球 ,m 个 盒子 ， 
下 面 将 与 放 球 问题 相关 的 计数 结果 列 在 表 10. 3. 
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表 10.3 
球 区 别 | 使 区 别 电 天 安全 


模 型 方案 计数 


有 nn 
7 
有 1 | | 
[|m 
一 1 
' 0 
k=l 1k 
Sy 71 
人 lal 
m 
无 C(7 十 了 一 1 7) 
( (7 一 1 一 ]) 
无 eo eo se 人 se 0 
| i 
无 G(x) = 


下 面 考虑 一 个 关系 与 函数 的 计数 问题 . 

例 10.31 设 A,B 为 集合 ,其 中 |A|=n,1B|==mm; 问 : 

(1) 从 A 到 B 的 关系 有 多 少 个 ? 

(2) A 上 关系 有 多 少 个 ? 其 中 等 价 关 系 有 和 多少 个 ? 

(3) 从 A 到 B 的 函数 有 多 少 个 ” 其 中 单 射 函 数 有 多 少 个 ? 满 射 函 数 有 多 少 个 ? 双 身 
函数 有 多 少 个 ? 

解 (1) 1|A|==n,1B|==m, 从 A 到 B 的 关系 是 A XB 的 子 集 ,|AXB|I==mn, 因 此 从 A 
到 B 有 2” 个 不 同 的 二 元 关系 . 

(2) A 上 的 关系 有 2" 个 .任何 A 上 的 等 价 关系 都 对 应 了 A 的 划分 . 根据 划分 块 的 个 数 
将 划分 进行 分 类 ,其 中 = 二 1,2,…,n. 具有 个 划分 块 的 划分 相当 于 将 个 不 同 的 球 恰好 
放 入 个 相同 盒子 的 放 球 方案 数 ,因此 是 第 二 类 Stirling 数 | | ,对 大 求 和 就 得 到 所 有 的 划 
分 个 数 ,也 就 是 等 价 关系 的 个 数 . 因此 > 1 | 是 A 上 的 等 价 关系 个 数 . 

(3) 从 A 到 B 的 函数 有 m" 个 ,而 一 个 单 射 函数 对 应 于 从 m 个 元 素 中 选 ”个 元 素 的 一 
种 排列 ,因此 单 册 了 浮 数 有 Pm.n)= 二 mGm 一 1 一 (mm 一 n 十 1 个. 下面 考 虑 满 和 出 汕 数 , 将 mm 个 
函数 值 考 虑 成 mm 个 不 同 的 盒子 ,将 nn 个 自 变量 看 作 个 不 同 的 球 ,将 它们 恰好 放 入 m 个 不 


同 的 盒子 , 放 球 的 方法 数 就 是 注射 函数 的 个 数 , 即 m! | |. 双 射 函数 仅 当 m= 的 情况 下 成 


立 ,; 这 时 P(n,n)= 二 n | 一 721, 因此 恰好 有 21 个 双 射 图 数 . 
n 
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Mm 
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Co 


习 宦 


设 有 递 推 方程 i'm 一 上 | 本 n 宇 2 ' 有 Es 二 2， me 一 1 求 a Fo (Li 二 二 ey es 
Lonti ). 
dan— 7an-i1 二 1l2as_;==0 
(1). 
tn 一 4,aij 一 
fas Tass—0 
(2) : 
tn —0 | 一 2 
二 60 十 9a 一 3 
3) ， 
[| —0 ,a 一 ] 
Ta 一 3a 1 十 20 一 ] 
(4) . 
[RA 一 4,ai 一 
,RE 
LS) ， : 
二 —() ,al 一 ] 
求解 下 述 递 推 方程 . 
fd 十 (7 一 ])a 一 2 nn 二] 
(1) 
ao 二 213 


an— ndan_i™—ni n>] 
(2) 1 
已 知 方程 Co HH; 十 C1HH,-1 十 Cz HH,-2 二 6 的 解 是 3" 十 4 十 2, 求 CG. 

求 以 凸 蒜 边 形 的 顶点 为 顶点 ,以 内 部 对 角 线 为 边 的 不 同 三 角形 的 个 数 . 

有 nn 条 封闭 的 曲线 ,两 两 相交 于 两 点 ,并 且 任 意 三 条 都 不 交 于 一 点 , 求 这 nn 条 封闭 曲 
线 把 平面 划分 成 的 区 域 个 数 . 

某 公 司 有 和 干 万 元 可 以 用 于 对 a ,b,c 三 个 项 目的 投资 . 假设 每 年 投资 一 个 项 目 , 投 资 
的 规则 是 : 或 者 对 a 投资 1 千 万 元 ,或 者 对 姑 投资 2 千 万 元 ,或 者 对 c 投资 2 千 万 元 . 
问 用 完 4 千 万 元 有 多 少 种 不 同 的 方案 ? 

求 革 位 0-1 串 中 相 邻 两 位 不 出 现 11 的 串 的 个 数 . 

一 个 质点 在 水 平方 器 运动 ,每 秒 钟 它 走 过 的 距离 每 于 它 前 一 秒 走 过 距 离 的 2 倍 . 设 质 
点 的 初始 位 置 为 3, 并 设 第 一 步 走 了 1 个 单位 长 1 2 m43 de 
的 距离 . 求 第 t 秒 钟 质 点 的 位 置 . / 


10 ”如 图 10. 10 所 示 ,T 为 2n 个 顶点 的 树 , 求 工 的 所 


11 


有 点 独立 集 ( 包 含 空 集 在 内 ) 的 个 数 玫 . 

双 Hanoi 培 问 题 是 Hanoi 培 问题 的 一 种 推广 ， 

与 Hanoi 培 的 不 同 点 在 于 :2n 个 圆 盘 ,分 成 大 小 

不 同 的 n 对 ,每 对 圆 盘 完全 相同 . 初始 ,这 些 圆 盘 按 照 从 大 到 小 的 次 序 从 下 到 上 放 
在 A 柱 上 ,最 终 要 把 它们 全 部 移 到 C 柱 ,移动 的 规则 与 Hanoi 培 移动 规则 相同 . 
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(1) 设计 一 个 移动 的 算法 ; 

(2) 计算 你 的 算法 所 需要 的 移动 次 数 . 
设 A 是 ?个 不 相等 的 正 整 数 构 成 的 集合 ,其 中 7 一 2 ,为 正 整数 . 考虑 下 述 在 A 中 
找 最 大 和 最 小 的 算法 MaxMin. 先 将 A 划分 成 相等 的 两 个 子 集 Ai 与 A:. 用 算法 
MaxMin 递归 地 在 A; 与 A, 中 找 最 大 与 最 小 . 令 ai 与 as 分 别 表 示 Ai 与 A; 中 的 
最 大 数 ,0 与 bs 分 别 表 示 Ai; 与 A, 中 的 最 小 数 ,那么 maxtal as /与 mintpl ,pz 就 
是 所 震 要 的 结 泉 . 计算 对 于 规模 为 n 的 输入 ,算法 Maxmin 最 坏 情况 下 所 作 的 比较 
次 数 . 

一 个 1 Xn 的 方 格 图 形 用 红 . 蓝 两 色 涂 色 每 个 方 格 , 如 宁 每 个 方 格 只 能 涂 一 种 颜色 ， 
且 不 允许 两 个 红 格 相 邻 , 问 有 多 少 种 涂 色 方 案 ? 

已 知 数 列 {a,} 的 生成 胃 数 是 A(x) 二 (十 x 一 xX)/(1 一 Zz)，; 求 a,. 

设 数列 (a,),{6,) ,tcs) 的 生成 羡 数 分 别 为 A(z),B(z),C(z), 其 中 a 二 0(n 宇 3)， 
Qo 二] ya 一 3,02 二 2230 一 5" ,REN. 如 果 A(CX)B(xX) 一 C(x), 求 65. 

分 别 确定 下 述 数 列 {a,}) 的 生成 函数 ,其 中 

(1) aa 一 (一 1])” (7 十 1) 

(2) QQ 一 (一 7) 2 

(3) w 一 7 十 5 


77 
(4) a, 王 | | 
了 


证 明生 成 函数 的 性 质 . 

使 用 生成 函数 求解 递 推 方程 a 二 3as-1,，k 二 1,2,3,… 且 初始 条 件 oo 三 2. 

把 15 个 相同 的 动物 玩具 分 给 6 个 孩子 使 得 每 个 孩子 至 少 得 到 1 个 但 不 超过 3 个， 
使 用 生成 函数 确定 不 同 的 分 法 数 . 

使 用 两 个 不 同 的 信号 在 通信 信道 发 送信 息 . 传送 一 个 信号 需要 2js ,传送 男 一 个 信 
号 要 3ys. 一 个 信息 的 每 个 信号 紧 跟 者 下 一 个 信号 . 

(1) 设 a 是 在 nyps 可 以 发 送 的 不 同 信号 数 , 求 与 a, 有 关 的 递 推 方程 . 

(2) 对 于 (1) 的 递 推 方程 ,初始 条 件 是 什么 ? 

(3) 在 12ps 内 可 以 发 送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 

如 果 传 送信 号 A 要 ls ,传送 信号 B 和 C 各 需要 2ps, 一 个 信息 是 字符 A,B 或 C 构 
成 的 有 限 长 度 的 字符 串 ( 不 考虑 空 串 ), 问 在 nys 内 可 以 传送 多 少 个 不 同 的 信息 ? 

设 a, 是 用 3 元 ,4 元 和 20 元 的 邮票 在 邮件 上 巾 满 7 元 邮费 的 方式 数 . 求 {a,} 的 生成 
(1) 假设 不 考虑 贴 邮 昧 的 次 友 . 

(2) 假设 邮票 贴 成 一 行 并 且 考 上 奈 贴 的 次 序 . 

把 nn 个 苹果 (n 为 奇数 ) 恰 好 分 给 3 个 孩子 ,如 果 第 一 个 孩子 和 第 二 个 护 子 分 的 苹果 
数 不 相同 , 问 有 多 少 种 分 法 ? 

设 n 为 自然 数 , 求 平面 上 由 直线 x 十 2y= 二 nn 与 两 个 坐标 轴 所 围 成 的 直角 三 角形 内 
(包括 边 上 ) 的 整 点 个 数 ,其 中 整 点 表示 模 、 纵 坐标 都 是 整数 的 点 . 

设 三 角形 ABC 的 边 长 为 整数 ,日 AB 十 BC 十 AC 为 奇数 2n 十 1, 其 中 妈 为 给 定 的 正 


吉 0L 洪 


高 族 数 学 (和 争 3 版 ) 


10. 


20 


10.27 


10. 


10, 


10.3 
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10.， 


10.. 


Us 
1 0. - 


10., 
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整数 . 问 这 样 的 三 角形 有 和 多少 个 ? 

设 5 是 一 个 字母 表 有 是 || 二 n 记 1,a 和 565 是 中 两 个 不 同 的 字母 . 试 求 了 上 的 a 和 6 
均 出 现 的 长 为 & 二 1 的 字 ( 或 称 为 字符 串 ) 的 个 数 . 

党 “。 庄 依 曼 邻居 问题 . 某 种 细胞 的 增长 这 照 下 述 规则 ,每 一 次 增长 都 是 在 上 次 的 图 
形 外 面 增 加 一 圈 方 格 , 图 10. 11 的 三 个 图 分 别 表示 了 初始 格局 及 第 1 次 . 囊 2 次 增 
长 后 的 细胞 格局 , 如 果 第 款 次 增长 后 阴影 部 分 的 方 格 数 记 作 工 (Cz)( 即 守 阶 冯 ， 详 
依 曼 邻居 中 的 元 胞 数 ) , 列 出 关于 T(z) 的 递 推 方程 及 初 值 , 求 出 Tn). 


设 多 重 集 S$= {ceo。ali ,co。ar,co。as,co。aj'c, 是 S 的 满足 以 下 条 件 的 n- 组 合 
数 , 目 数列 {c,} 的 生成 函数 为 C(x), 求 C(x). 

(1) 每 个 a; 出 现 奇数 次 ,i 二 1,2,3,4. 

(2) ai 不 出 现 ,as 至 多 出 现 1 次 . 

(3) 每 个 a; 至 少 出 现 10 次 . 

分 别 确 定 下 面 数 列 {a,) 的 指数 生成 函数 ,其 中 

(1) a, =nl 

(2) a,—=2”"*。nl 

(3) a, 一 ( 一 1)”? 

一 个 1 Xn 的 方 格 图 形 用 红 、 蓝 、 绿 或 橙色 4 种 颜色 涂 色 ,如 果 有 偶数 个 方 格 被 涂 成 
红色 ,还 有 偶数 个 方 格 被 省 成 绿色 , 问 有 多 少 种 方案 ? 

把 nn 本 不 同 的 书 分 给 A ,B,C,D 4 个 人 ,使 得 A 至 少 得 1 本 ,C 与 D 得 到 的 书 的 数 
目 同 为 奇数 或 者 同 为 偶数 , 问 这 样 的 方法 有 多 少 种 ? 

由 A,B,C,D,E,F 构成 长 度 为 n 的 序列 ,如 果 要 求 在 排列 中 A 与 B 出 现 的 次 数 之 
和 为 偶数 , 问 这 样 的 排列 有 和 多少 个 ? 

设 A 二 {1,2,…,2n),B 二 {1,2,…,5} 是 有 穷 集 . 现在 构造 从 A 到 B 的 图 数 太 :A 一 
B, 如 果 对 于 任意 vyE ranf, 都 有 | 了"' (vy) | 等 于 偶数 ,其 中 广 (y)= 王 (zlzEcAA 
F(z) 一 y} 表 示 y 的 完全 原 像 . 求 满足 上 述 条 件 的 不 同 的 困 数 f 有 多 少 个 ? 
确定 由 7 个 奇数 字 组 成 并 且 1 和 3 每 个 数字 出 现 偶数 次 的 数 的 个 数 ， 

证 明 : 

> (| Pd i i 


k=1 


把 5 项 任务 分 给 4 个 人 ,如 果 每 个 人 至 少 得 到 1 项 任务 , 问 有 多 少 种 方式 ? 


BS 草 
1 初等 数论 


数论 是 研究 数 的 规律 ,特别 是 整数 性 质 的 数学 分 支 . 它 非常 古老 ,又 始终 充满 青春 活 
力 . 数论 中 的 许多 著名 经 典 问 题 使 一 代 又 一 代数 学 家 为 之 倾心 ,激发 出 无 数 智 慧 的 思想 火 
花 , 哥 德 巴赫 猜想 就 是 最 典型 的 代表 . 今天 ,数论 不 仅 仍然 是 一 个 活跃 的 数学 分 支 ,而 且 在 
其 他 领域 内 ,包括 计算 机 科学 技术 在 内 ,发现 了 许多 意 想不到 的 应 用 ,焕发 出 新 的 活力 . 

本 章 介绍 初等 数论 的 基本 知识 ,在 第 13 章 还 将 介绍 初等 数论 在 计算 机 科学 与 技术 中 的 
几 个 应 用 . 下 面 的 讨论 都 是 在 整数 范围 内 进行 . 


11.1 素 数 


设 a,b 是 两 个 整数 ,有 昌 5 了 0. 如 果 存 在 整数 cc 使 4 二 bec, 则 称 a 被 6 整除 ,或 5 整除 a, 记 
作 5la. 此 时 ,又 称 a 是 5 的 信 数 ,6 是 a 的 因子 . 把 65 不 整除 a 记 作 65 a. 

例如 ,6 被 士 1, 士 2, 士 3 和 士 6 整除 ,6 有 8 个 因 于 士 1, 士 2, 士 3 和 士 6. 由 于 正 负 因 于 是 
成 对 出 现 的 ,通常 只 考虑 正 因 子 . 显然 ,任何 正 整数 都 有 两 个 正 因 子 : 1 和 它 自己 , 称 作 它 的 
平凡 因子 . 除 平 凡 因 子 之 外 的 因子 称 作 真 因子 . 例如 ,2 和 3 是 6 的 其 因子 . 

设 a,b 是 两 个 整数 , 且 5 隆 0, 则 存在 唯一 的 整数 g 和 ,使 

4 一 00 十 7 0r < 一 |0| 

这 个 式 子 称 作 带 余 除法 . 记 余 数 r 二 a mod 0. 

例如 ,15 二 3X4 十 3,15 mod 4 二 3; 一 8 二 一 3X3 十 1], 一 8 mod 3 王 1; 10 二 5X2 十 0， 
10 mod 2=0. 

显然 ,bla 当 且 仅 当 ac mod 5 二 0. 

不 难 验 证 ,整除 有 下 述 性 质 : 

性 质 11.1.1 如 果 alb 且 alc, 则 对 任意 的 整数 zx,y, 有 alzxb 十 yc. 

性 质 11. 1.2 如 果 alb 上 56|c, 则 |e. 

性 质 11.1.3 设 澡 关 0, 则 alb 当日 仅 当 ma |mb. 

性 质 11.1.4 如 果 al5b5 有 51a,; 则 4== 土 6b. 

性 质 11.1.5 如 果 alb 且 5 关 0, 则 lal 夺 161. 

定义 11.1 如 末 正 整数 a 大 于 1 且 只 能 被 1 和 它 日 己 整 除 , 则 称 a 是 素数 ;如 条 wa 大 于 
1 且 不 是 系数 , 则 称 a 是 合 数 . 系数 也 称 作 质数 . 

例如 ,7 和 11 是 系数 ,6 和 14 是 合 效 . 
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合 数 与 系数 有 下 述 性 质 . 

性 质 11. 1.6 au 二 1 是 合 数 当 且 仅 当 < = 王 pc ,其 中 1 一 5 一 ax, 1 一 < 一 <， 

性 质 11. 1.7 合 数 必 有 素数 因子 , 即 设 wa 是 一 个 合 数 , 则 存在 素数 p ,使 得 pla. 

性 质 11. 1.8 如 果 d>1,25 是 素数 量 d1p,; 则 d==p. 

性 质 11.1.9 设 户 是 素数 且 记 |az, 则 必 有 pla 或 者 p15b. 

更 一 般 地 , 设 p 是 一 个 素数 且 plaias…ai; 则 必 存 在 1 二 i 三 ,使 得 pla.. 

注意 : 当 d 不 是 素数 时 ,d | ab 不 一 定 能 推出 dla 或 a1lb. 如 ,6|14X15, 但 6 4 
6 15, 

根据 性 质 11. 1.7 ,任何 大 于 1 的 整数 要 么 是 素数 ,要 么 可 以 分 解 成 素数 的 乘积 . 这 样 的 
分 解 是 唯一 的 ,这 就 是 下 述 算术 基本 和 定理 , 它 表 明 素 数 是 构成 整数 的 “基本 元 素 ” 

定理 11. 1( 算 术 基 本 定理 ) 设 ac 二 1, 则 

Q& 一 力 1 pz 六 
其 中 ,pi ,ps,… ,pi 是 不 相同 的 素数 ,ri ,rs,…, 示 是正 整 数 , 并 且 在 不 计 顺 序 的 情况 下 ,该 表 
示 是 唯一 的 . 
定理 中 的 表达 式 称 作 整 数 a 的 素 因 子 分 解 .下 面 是 几 个 整数 的 素 因 子 分 解 : 
30 一 2X3X5 
1 
| sil 
ri210=17X59X71 
i024—=2" 

设 a 可 以 素 因 子 分 解 成 定理 中 的 形式 ,我 们 常 说 a 含有 元 个 pi ,7 个 加, 今后 有 时 
需要 把 表达 式 推广 成 更 一 般 的 形式 : i ,7;,… ,7 是 非 负 整数 , 即 底 ,rs,… ,ri 可 以 等 于 0. 当 
ri 二 0 时 ,a 实际 上 不 含 p;. 1 也 可 以 表示 成 这 种 更 一 般 的 形式 : 所 有 的 7; 二 0. 当然 ,这 种 推 
广 的 表达 式 不 再 有 唯一 性 . 

显然 ,a 的 因子 只 能 含有 a 中 的 素 因 子 . 更 准确 地 说 ,有 下 述 推论 . 

推论 设 a= 二 pi pz…pw ,其 中 pi ,ps,… ,pi 是 不 相同 的 系数 ,ni ,rs ,… ,元 是 正 整 数 , 则 
下 整数 4 为 a 的 因子 的 充分 必要 条 件 是 

d=— pr pe "pr 
上 中 0 

例 11.1 (1) 21 560 有 多 少 个 正 因子 ? 

(2) 101 的 二 进 制 表示 中 从 最 低位 数 起 有 多 少 个 连续 的 0? 

解 (1) 前 面 已 有 21 560 一 23X5X7?X11. 由 推论 ,21 560 的 正 因 子 的 个 数 为 4X2X 
ws 

(2) 10 以 内 的 素数 有 2,3,5,7. 对 不 超过 10 的 合 数 作 素 因 子 分 解 : 

5 
得 
101 一 2 xX3:X5°X7 
故 101 的 二 进 制 表示 中 从 最 低位 数 起 有 8 个 连续 的 0. 
现在 要 问 : 有 无 穷 多 个 素数 吗 ? 回答 是 肯定 的 . 这 是 第 1 章 中 例 1. 11 的 推论 .为 完整 


起 见 , 这 里 重新 证 明 如 下 . 
定理 11.2 有 无 穷 多 个 系数 . 
证 明 用 反 证 法 . 假设 只 有 有 穷 多 个 系数 , 设 为 pi ,ps，…,p,; 令 二 pips…ps 十 1. 显 
然 ,p; m ,1 三 i 三 n， 因 此, 要么 mm 本 号 是 系数 ,要 么 存在 大 于 p, 的 宁 数 整除 mm, 了 矛盾. 
记 x(n) 为 小 于 等 于 的 素数 个 数 . 例如 ,r(0) 一 r(1) 一 0,x(2) 一 1,r(3) 一 r(4) 一 2， 


r(5) 王 3. x(n) 描 述 了 素数 分 布 , 表 11. 1 表明 二 -是 x(n) 的 很 好 近似 . 关于 x(n) 与 和 的 关 
系 有 下 述 定 理 , 定 理 的 证 明 超 出 了 本 书 的 范 于 . 


表 11.1 
nn 10” 10° 10 10° 10" 
x(n) 168 1229 9592 78 498 664 579 
这 145 1086 8686 72 382 620 421 
元 ( 7) _ 
1.159 1. 132 1. 104 1. 085 1.071 
nlnn 


定理 11.3 当 7 三 67 时 ， 


lnn— < 各 ) 三 |nn 一 一 - 
由 上 述 定 理 可 得 到 下 述 结 论 . 
推论 (系数 定理 ) 
(77) 


oe se 

检查 一 个 正 整 数 是 否 是 素数 称 作 素数 测试 ， 素数 测试 不 仅 有 重大 的 理论 价值 ,而 且 在 
密码 学 中 有 十 分 重要 的 应 用 . 根据 性 质 11. 1.6, 任 给 一 个 正 整 数 a, 只 要 对 所 有 的 1 一 52 一“ ， 
检查 bla 是 否 成 立 ,就 能 判断 w 是 否 是 素数 . 下 述 定理 可 以 明显 地 改进 这 个 算法 . 

定理 11.4 如 果 4 是 一 个 合 数 , 则 a 必 有 一 个 小 于 等 于 wa 的 真 因子 . 

证 明 由 性 质 11.1.6, a 二 bc, 其 中 1 二 5 二 a, 1 二 c 过 a. 显然 ,2 和 ec 中 必 有 一 个 小 于 等 
于 Va . 否则 ,pc 二 (va )2 一 au ,矛盾 . 

推论 ”如 果 a 是 一 个 合 数 , 则 a 必 有 一 个 小 于 等 于 va 的 素 因 子 . 

证 明 由 定理 , a 有 小 于 等 于 wa 的 真 因子 2. 如 果 是 素数 , 则 结论 成 立 . 如 果 是 合 
数 , 由 性 质 11. 1.7 和 性 质 11. 1. 5 得 知 , 5 有 素 因 子 p 二 5 三 Ya. 根据 性 质 11. 1.2, p 也 是 a 
的 因子 ,结论 也 成 立 . 

例 11.2 判断 157 和 161 是 否 是 素数 . 

解 ” V157 和 V161 都 小 于 13, 根 据 定理 11.4 的 推论 ,只 需 检查 它们 是 否 有 小 于 13 的 
素 因 子 . 小 于 13 的 素数 有 :2,3,5,7,11. 检查 结果 如 下 : 

2 157,3 157,5 157,7 157,11 157 ,结论 :157 是 素数 . 

2 161,3 161,5 161,7|161(161 王 7X23) ,结论 :161 是 合 数 . 

10 以 内 的 素数 是 2,3,5,7, 用 它们 除 100 以 内 大 于 10 的 数 , 删 去 所 有 能 被 它们 整除 的 
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数 , 剩 下 的 ( 含 2,3,5,7 在 内 ) 就 是 100 以 内 的 所 有 素数 . 如 表 11. 2 所 示 ,其 中 国有 \，/ ， 
一 ,X 的 数 分 别 表 示 能 被 2,3,5,7 整除 的 数 . 最 后 剩 下 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31， 
37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89 和 97. 这 25 个 数 就 是 100 以 内 的 全 部 素数 . 
再 用 这 25 个 素数 除 1002 = 王 10 000 以 内 大 于 100 的 数 , 删 去 所 有 能 被 它们 整除 的 数 ,可 以 得 
到 10 000 以 内 的 所 有 素数 . 重复 这 个 做 法 可 以 得 到 任意 给 定 的 正 整数 以 内 的 所 有 素数 .这 
个 方法 称 作 埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthene) 沛 法. 


表 11.2 
DD 2 3 5 © 7 ® ©@ WD 
ll 13 MM 17 R19 2 
AH 及 23AM25 MH R29 汐 
31 3 让 33533 37 3 到 匀 
41 和 局 43 本 下 47 入 自 
歼 瑟 5 有 511 号 5 
6 5 3M65 5 67 的 
71 R73 MF RRXRR 7 HN 
FH 83X85 FH R89 NM 
XR NM 5 MM 97 MR To 


人 们 一 直 在 寻找 更 大 的 素数 .近代 已 知 的 最 大 系数 差不多 总 是 形 如 2” 一 1 的 数 . 当 7 
是 合 数 时 ,2" 一 1 一定 是 合 数 . 设 n 二 ab, 其 中 a1, 5 放 1, 有 
2% 一 1] 一 (2 一 1)(2"6 7 十 2 2 十 … 十 2 十 1) 
当 ?为 素数 时 ,2 一 1 一 3,23 一 1 一 7,25 一 1 一 31,27 一 1 一 127 都 是 素数 ,而 22 一 1 一 2047 一 
23X89 是 合 数 . 设 p 为 系数 , 称 形 如 2? 一 1 的 数 为 梅森 (Marin Mersenne) 数 . 到 2013 年 年 
初 共 找到 48 个 梅 条 系数 ,最 大 的 梅 条 系数 是 2 ”一 1, 这 个 数 超过 1700 万 位 . 


11.2 最 大 公约 数 与 最小 公 倍 数 


设 a 和 2 是 两 个 整数 ,如 果 dla 有 是 4d15, 则 称 4 是 a 与 5 的 公 因 子 , 或 公约 数 . 际 0 之 
外 ,任何 整数 只 有 有 限 个 因子 . 因而 ,两 个 不 全 为 0 的 整数 只 有 有 限 个 公 因 子 , 其 中 最 大 的 
叫做 最 大 公 因 子 ,或 最 大 公约 数 . 

定义 11.2 设 a 和 6 是 两 个 不 全 为 0 的 整数 , 称 a 与 5 的 公 因 子 中 最 大 的 为 a 与 5 的 
最 大 公 因 子 ,或 最 大 公约 数 , 记 作 gcd(a,b). 

例如 ,12 与 18 的 正 公 约 数 有 1,2,3 和 6, 故 gcd(12,18) 一 6. 

设 a 和 2 是 两 个 非 零 整数 ,如 果 alm 且 51m; 则 称 mm 是 a 与 5 的 公信 数 .a 与 5 有 无 穷 
多 个 公 倍 数 , 其 中 最 小 的 正 公 倍数 叫做 最 小 公 倍 数 . 

定义 11.3 设 a 和 5 是 两 个 非 零 整数 , 称 a 与 最 小 的 正 公 倍数 为 a 与 5 的 最 小 公信 
数 , 记 作 lcm(a ,5b). 

例如 ,12 与 18 的 正 公 倍数 有 36,72,108 等 , 故 lcm(12,18) 一 36. 

显然 ,对 任意 的 正 整 数 a,gcd(0,a) 二 a,gcd(1,a)= 二 1 ,lcem(1 ,a)= 二 a. 

根据 定义 ,最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 有 下 述 性 质 . 

定理 11.5 (1) 寿 alm,blm; 则 lcm(a;b) |m. 

(2) 右 dla,d1b, 则 4d|gcd(a,5b). 


证 明 (1) 记 M 二 lcem(a,0), 设 mm 二 gM 十 r, 0 三 r 二 M. 

根据 性 质 11.1.1,; 由 alm,a|lM, 及 r 二 m 一 gM, 可 推出 alr. 同 理 , 有 6lr. 即 ,r 是 a 和 6 
的 公 售 数 . 根据 最 小 公 倍 数 的 定义 , 必 有 7 二 0. 得 证 Mi|m. 

(2) 记 D 二 gcd(a;D), 令 4 二 lem(d,D). 若 m 二 D, 自 然 有 d1D, 结 论 成立 . 否则 和 二 万 , 注 
意 到 dla,Dla,; 由 (1) ,得 mla. 同 理 ,mxlb. 即 ,m 是 a 和 2 的 公 因 子 , 与 D 是 a 和 2 的 最 大 
公约 数 巴 盾 . 

可 以 利用 整数 的 系 因 了 于 分 解 , 求 最 大 公约 数 和 最 小 公 人 倍数. 设 

a=prpzpr, bopr pipe 
其 中 户 ， 思 ，… 太 是 不 同 的 系数 ,mr T95152，"… 34 是 非 负 整数 ， 则 
gcd(a,b)= 方 Pin(m pnCre "2 旋 min(m ,3 ) 
1cm(a ,0) 一 phn) prexre sse) 。。 力 max(r 天) 
例 11.3 求 150 和 168 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍数 . 
解 ” 对 150 和 168 做 素 因 子 分 解 : 
150 一 2X3X5*,， 168 一 2 XxX3X7 
可 把 它们 与 成 
150 一 2 X3 XXX7"， 168=2*X3!:XxX5 Xx7 
于 是 有 
gcd(150,168) 王 2 X3'X5°X7=6 
lem(150,168)=2 XxX3!X5X7'=4200 
求 最 大 公约 数 的 第 用 方法 是 轧 转 相 除 法 . 它 是 基于 下 述 定理 构 造 的 . 

定理 11.6 设 a=gb 十 r, 其 中 a,5,g,r 都 是 整数 , 则 gcd(a,b) 一 gcd(b,r). 

证 明 只 需 证 a 与 5 和 2 与 + 有 相同 的 公 因 子 . 设 d 是 a 与 5 的 公 因 子 ,; 即 dla 且 d|2 
注意 到 ,r 二 a 一 qb, 由 性 质 11.1.1, 有 dlr. 从 而 ,dl5 且 dr, 即 4 也 是 5 与 r 的 公 因 子 . 反 
之 一 样 , 设 d 是 0 与 r 的 公 因 子 , 即 dij6b 有 4d|r. 注意 到 ,a 二 gb 十 r; 故 有 dla. 从 而 ,dla 是 
d15b, 即 4d 也 是 a 与 5 的 公 因 子 . 

设 整数 ua,p, 且 5 天 0. 做 带 余 除法 

4 一 dgq10 十 7 0 三 rr, 三 15| 
各 疡 二 0, 再 对 2 和 rr 做 带 余 除法 ,得 

0 一 ga7r; 十 7 07r rz 
重复 上 述 过 程 . 由 于 |b 二 产 二 六 二 … 二 0, 必 存 在 & 使 ri 一 0 于 是 有 


& 一 qi0 十 7 lr =|6| 
b= qers 3 1 12 
二 gs7s 十 六 和 中 


aa J 
re_1 — qary 
根据 定理 11.6, 有 
gcd(a.0)=gcd(b,rs ) = = gcd(ri rs) = ry 
这 就 是 轧 转 相 除 法 , 叉 称 作 欧 几 里 得 (Euclid) 算 法 . 
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定理 11.7 设 a 和 2 不 全 为 0, 则 存在 整数 zx 和 y 使 得 gcd(a,6b) 一 za 十 yb. 
证 阴 记 a 一 mp 一 广 , 山 式 可 写成 
r; gitiTrit1 Tire A 
1 一 1 GET 
其 中 gcd(a,5) 二 ri. 把 上 式 改 写成 
1 Fs qi1Ti 1 一 总 ww 上 
从 后 回 前 逐个 回 代 ,就 可 将 产 表 成 wc 和 2 的 线性 组 合 . 
记 zi 一 Lv 一 一 q_i1; 把 最 后 一 式 写 成 
r= Tai Tas yi rei 
一 般 地 , 设 产 一 zir;i 十 yir7r;; 人 代入; 
ry KiTriit yilri_s — qi1Ti 1) 
= yrizs CC zi qi Yri 1 
这 
is sy TR lg Dos 
取 Xx 二 X,Yy 王 V1, 得 二 Xa 十 yb. 
例 11.4 求 210 与 715 的 最 大 公 因 子 d, 并 把 d 表 成 210 和 715 的 线性 组 合 , 即 求 整数 
工 和 wy 使 d= 二 210zx 十 715w. 
解 ”用 轻 苇 相 除 法 


715 二 3X210 十 85 
210 一 2X85 十 40 
85 二 2X40 十 5 
40 一 8X5 

得 
ged(715,210)=5 


由 上 面 的 式 子 ,又 有 
5 一 85 一 2X40 
一 85 一 2X(210 一 2X85) 
一 5X85 一 2X210 
一 5X(715 一 3X210) 一 2X210 
一 一 17X210 十 5XX715 
定义 11.4 如 果 gcd(a,o) 王 1, 则 称 wc 和 6 互 素 . 
如 果 整 数 a ,as,… ,a 中 的 任意 两 个 部 互 系 , 则 称 它 们 两 两 互 素 . 
例如 ,4 和 15 互 素 ,4,9,11,35 两 两 互 素 , 而 9 和 12 不 互 素 . 
定理 11.8 整数 a 和 wb。 互 素 的 充分 必要 条 件 是 存在 整数 x 和 yy 使 得 za 十 yb 三 1. 
证 明 必要 性 可 由 定理 11.7 得 到 . 
充分 性 . 设 xa 十 y= 二 1,x 和 wv 是 整数 . 又 设 d 二 0 是 a 和 2 的 公 因 子 , 由 性 质 11.1.1， 
dlzxa 十 yb,; 即 4d11. 再 由 性 质 11.1.5, 必 有 d= 二 1, 得 证 a 和 2 互 素 . 
例 11.5 设 alc,blc, 晶 a 与 5 互 素 , 则 ab|e. 
证 明 根据 定理 11. 8 ,存在 整数 x,y, 使 xa 十 yb 二 1. 两 边 同 乘 以 c, 得 cze 十 cyp 王 rc. 


又 由 alxa 和 zjc, 可 得 aplcza。， 同 理 ,GD| cv 于 是 ,有 ap|cza 十 cyp， Bab le. 


11.3 同 余 


定义 11.5 设 m 是 正 整 数 ,a 和 2 是 整数 ,如果 mla 一 5, 则 称 a 模 m 同 余 于 ,或 a 与 
b 模 m 同 余 , 记 作 a 三 b(mod m). 如 果 &a 与 5 模 m 不 同 余 ,; 则 记 作 a 关 b(mod m). 

不 难 验 证 ,下 述 两 条 都 是 a 与 5 模 m 同 余 的 充分 必要 条 件 : 

(1) a 与 5 除 以 mm 的 余数 相同 , 即 a mod m = 二 5 mod m. 

(2) a 二 5b 十 km, 其 中 是 整数 . 

例如 ,15 寺 3(mod 4) ,16 寺 0(mod 4) ,14 夺 一 2(mod 4) ,15 天 16(mod 4). 

同 余 具有 下 述 性 质 : 

性 质 11. 3.1 同 余 关系 是 等 价 关 系 , 即 同 余 关系 具有 

(i) 目 反 性 , a 大 a(mod mj). 

(ii) 传递 性 . a 寺 b (mod m) ,p 三 cCmod 加) 之 ac(Cmod m). 

Ciii) 对称 性 ,a 寺 b6(mod mm) 地 5 二 a (mod m). 

由 传递 性 , 稼 把 ww 三 cy (mod 2) ,as 三 as (mod 区 2),… ,ay_ 1 三 ax (mod 加) 缩写 成 ai 三 
dz2=…=ckCmod m). 

性 质 11. 3.2 模 算 术 运 算 大 ea 三 p(mod m),c 三 d(mod m), 则 

a 二 c 夺 b+td(mod m),， ac==bd(mod m), a’=b (mod m) 

其 中 有 是非 负 整数 ， 

性 质 11.3.3 设 d 三 1,d|m,; 则 a 寺 6b6(mod mm) 过 a 三 b(mod d). 

性 质 11.3.4 设 4d 三 1,; 则 4a 三 b6(mod m) 售 da 三 db (mod dm). 

性 质 11.3.5 设 c 与 m 互 双 , 则 a 寺 b(mod m) 合 ca 三 cb (mod m). 

上 述 性 质 的 证 明 留 给 读者 (见习 题 11. 31 一 习题 11. 33). 

整数 a 在 模 m 同 余 关系 下 的 等 价 类 记 作 [aj; , 称 作 a 的 模 m 等 价 类 . 在 不 会 引起 混淆 
的 情况 下 ,可 上 略 去 下 标 mm, 简 记 作 Laj]. 把 整数 集 Z 在 模 m 同 余 关系 下 的 商 集 记 作 Z. 根据 
性 质 11. 3.2, 可 以 在 Z, 上 定义 加 法 和 乘法 如 下 : 对 任意 的 整数 a,b， 

[aj+[L6j=Lat6j,Laj* LO 二 Lab 

例 11.6 写 出 Z; 的 全 部 元 素 以 及 Z 上 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

解 Zs 二 {[0j],[1],[2j],L3j],;,[L4j]) ,其 中 [i 二 {5 十 i|&EZ }, i 二 0,]1,2,3,4. 

加 法 表 和 乘法 表 分 别 如 表 11. 3 和 表 11. 4 所 示 . 


表 11.3 表 11.4 
[1] [2] [3] [4] [0] [DJ [2] [3]  L4] 
[1] [2] [3] [4] [o] | [0] [ol [0] [0] Lo] 
[2] [3] [4] [oj [1] | [0] DJ [2] [3]  L4] 
[3] [4] [0] [1] [2] | [0] [2] [4] [1]  L3] 
[4] [oj [1] [2] [3] | [0] [3] [1] [4] 2 
[0] [1] [2] [3] [4] | [0] [4] [3] [2] [1] 
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例 11.7 3“” 的 个 位 数 是 多 少 ? 

解 ” 设 3” 的 个 位 数 为 XxX,; 则 有 3” 和 尘 x (mod 10). 由 3: 尘 ] (mod 10) 和 性 
质 11. 3.2， 有 

spd 10 

故 3” 的 个 位 数 是 7. 

例 11.8 日 期 的 星期 数 . 

如 何 计 算 y 年 m 月 4 日 是 星期 几 ? 为 方便 起 见 , 用 0,1,…,6 分 别 表 示 星 期 日 ,星期 
一 ,……*, 星 期 六 , 称 作 星期 数 . 整 百年 的 年 份 , 即 100C 的 年 份 称 作 世纪 年 ,C 称 作 该 世纪 年 
的 世纪 数 . 如 2000 年 是 世纪 年 ,其 世纪 数 为 20. 

现在 世界 上 通用 的 历法 (阳历 ) 是 教 星 格 里 高 利 十 三 世 于 1582 年 制定 的 ,采用 下 述 辕 年 
规则 : 除 世 纪年 外 ,每 4 年 一 个 国 年 ,年 数 能 被 4 整除 的 年 为 国 年 . 如 1840 年 ,1996 年 和 
2004 年 是 国 年 . 世纪 数 不 能 被 4 整除 的 世纪 年 不 是 国 年 ,如 1700 年 ,1800 年 ,1900 年 和 
2100 年 不 是 国 年 . 而 世纪 效能 被 4 整除 的 世纪 年 仍 为 国 年 ,如 1600 年 ,2000 年 和 2400 年 
是 半年 . 平年 一 年 365 天 ,2 月 28 天 . 半年 一 年 366 天 ,2 月 29 天 . 

由 于 2 月 有 28 天 或 29 天 ,为 计算 方便 ,从 3 月 1 日 开始 算 起 ,或 者 说 ,把 3 月 看 作 第 1 
月 ,12 月 看 作 第 10 月 ,下 一 年 的 1 月 是 第 11 月 ,2 月 是 第 12 月 . 于 是 ,y 年 m 月 4 日 现在 
变 成 了 年 M 月 4 日 ,其 中 M = (一 3)mod12 十 1,Y 一 y 一 |MV111| 

由 于 365 圭 1(mod 7) ,3 月 1 日 的 星期 数 每 过 一 个 平年 加 1, 每 过 一 个 国 年 还 要 多 加 一 
个 1( 都 是 在 模 7 下 运算). 设 1600 年 3 月 1 日 的 星期 数 为 wieo,y 年 3 月 1 日 (Y 年 1 月 1 
日 ) 的 星期 数 为 wy. 设 y= 二 了 = 二 100C 十 外 ,从 1600 年 到 了 年 要 经 过 100C 十 X 一 1600 年 , 星 
期 数 应 加 

100C 十 天 一 1600 三 2C 十 和 十 34mod 7) 
每 4 年 一 个 国 年 ,有 
(100C 十 和 一 1600)7/4 | 二 25C 十 | X/4 | 一 400 
个 国 年 ， 考 虑 到 世纪 年 ,应 从 这 个 数 中 减 去 C 一 16, 上 再 加 |(C 一 16)/4]==| C/4 | 一 4. 因此 ， 
wy 三 wgoo 十 (2C 十 眉 十 3) 十 (25C 十 [| X/4 | 一 400) 一 (C 一 16) 十 4 C/4 | 一 4) 
=zulioo 一 2C 十 和 十 | 和 /4 | 十 | C/4 |(mod 7) 
已 知 2004 年 3 月 1 日 是 星期 一 , 代 人 上 式 ， 
1] 三 zoleo 一 2X20 十 4 十 | 4/4 | 十 | 20/4 | 
=wwje00 十 5(mod 7) 
得 wieoo 一 3, 即 1600 年 3 月 1 日 是 星期 三 . 于 是 ,得 到 
wy 三 3 一 2C 十 外 十 | XX/4 | 十 | C/4 |(mod 7) QD 

接 下 来 计算 从 当年 3 月 1 日 到 每 个 月 1 号 的 天 数 . 除 每 个 月 加 30 天 外 ,由 于 3,5,7,8， 

10,12,1 月 有 31 天 ,应 为 外 加 的 天 数 z 如 表 11.5 所 示 . 


z 可 表示 成 
| M72 | 1 二 M6 
z 一 4|(M 十 1)7/2 | fr M<11 
(M+1)/2 |+1 M 一 12 
一 |CM 十 | M/7 0)/21+L M/12| 
因此 , M 月 4 日 的 星期 数 应 在 wy 上 加 
30(CM 一 1) 十 [IGM 十 | M/7 )72 | 二 | M/12 | 十 & 一 1 
圭 2M 二 |(M 二 | M/7 )72 HH M712 | 十 d 一 3(Cmod 7) © 
最 后 ,将 由、 避 两 式 合并 ,得 到 y 年 m 月 4 日 星期 数 的 计算 公式 
mw 三 X 十 | X/4 | 十 | C/4 | 一 2C 十 2M 十 [(M 十 [ M/7D/21+HM/12 +d(mod 7) 
其 中 M= (2 一 3)mod 12 十 1,Y 一 yy 一 | M/11 | 二 100C 十 X. 
例如 ,中 华人 民 共 和 国 成 立 日 1949 年 10 月 1 日 ,C= 王 19,X 一 49,M 一 8,d 一 1， 
tm 三 49 十 | 49/4 | 十 | 19/4 | 一 2X19 十 2X8 十 |(8 十 | 8/7 /2 | 十 | 8/12 | 十 1 
=6(mod 7) 
是 星期 六 . 
中 国人 民 抗 日 战争 胜利 日 1945 年 8 月 15 日 ,C 王 19,X 一 45,M 一 6,d 一 15， 
w 三 45 十 | 45/4 | 十 | 19/4 | 一 2X19 十 2X6 十 |(6 十 | 6/7 )/2 | 十 | 6/12 | 十 15 
=3(mod 7) 
是 星期 三 . 
11.4 一 次 同 余 方程 与 中 国 剩余 定理 
11.4.1 一 次 同 余 方 程 
设 zm 二 0 ,方程 
arx==c(mod m) (11.1) 

称 作 一 次 同 余 方程 ,使 方程 (11. 1) 成 立 的 整数 称 作 方程 的 解 . 

方程 (11. 1) 不 一 定 有 解 . 例如 ,假设 方程 4+ 三 1(mod 6) 有 解 , 设 解 为 zo, 则 6|4zo 一 1， 
而 4zo 一 1 是 奇数 ,矛盾 , 故 方程 无 解 . 下 述 定 理 给 出 方程 (11.1) 有 人 解 的 条 件 . 

定理 11.9 方程 (11.1) 有 解 的 充分 必要 条 件 是 gcd(a,m)|c. 

证 明 充分 性 . 记 d 一 gcd(a,m) ,ae 一 cal 一 cc 一 dc ,其 中 与 ml 互 妹 .由 定理 
11.8, 存 在 zx 和 六 使 得 az 十 wy 二 1. 令 二 ciziyy 一 cly ,得 az 十 7 y 一 cl。 等 式 两 边 
同 乘 & ,得 cz 十 my 一 c. 所 以 ,az=ceGmod 加 ) , 即 过 是 方程 (11.1) 的 解 . 

必要 性 . 设 工 是 方程 的 解 , 则 存在 y 使 得 cz 十 my 王 c. 由 性 质 11.1.1, 有 dlc. 

设 zo 是 方程 (11.1) 的 解 , 不 难 验 证 所 有 与 xo 模 mx 同 余 的 数 都 是 方程 (11.1) 的 解 ,从 而 
方程 (11. 1) 的 解 可 以 写成 x 硅 xo (mod m). 于 是 ,只 需 对 模 mx 的 每 一 个 等 价 类 取 一 个 代表 ， 
验证 是 否 使 方程 成 立 ,就 能 找到 方程 的 所 有 人 解 . 

例 11.9 解 一 次 同 余 方程 6x 圭 3(mod 9). 

解 gcd(6,9) 一 3,3|3, 由 定理 11. 9 ,方程 有 解 . 取 模 9 等 价 类 的 代表 x= 一 4, 一 3， 
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一 2 ,一 1,0,1;2,3,4, 计 算 结 果 如 下 ， 
6 六 (一 4)= 三 6X( 一 1) 三 6X2=3Cmnod 9) 
6X(—3) 三 6 X06 X 3 三 0 (mod 9 ) 
6X( 一 2) 三 6X1 三 6X4 三 6(mod 9) 
得 方程 的 解 x 二 一 4, 一 1,2(mod 9) ,方程 的 最 小 正 整 数 解 是 2. 
定义 11.6 ”如果 ab 硅 1(mod m2), 则 称 5 是 a 的 模 m 逆 , 记 作 a !(mod m) 或 a 1. 
根据 定义 ,a 的 模 m 逆 就 是 方程 
ar 三 1](mod m) (11. 2) 
的 解 . 
定理 11.10 (1) a 的 模 m 逆 存 在 的 充分 必要 条 件 是 a 与 m 互 素 . 
(2) 设 a 与 m 互 素 , 则 在 模 mmx 下 a 的 模 mx 逆 是 唯一 的 , 即 a 的 任意 两 个 模 m 逆 都 模 7 
同 余 . 
证 明 (1) 这 是 定理 11. 9 的 直接 推论 . 
(2) 设 页 和 及 是 & 的 两 个 模 mx 逆 , 即 ao 三 1Cmod mm),abs 三 1(mod m). 由 性 
质 11.3.2, 得 a(b 一 b,) 尘 0(mod mp2), 而 a 与 mr 互 达 ,由 性 质 11. 3.5，0 一 已 三 0(mod mj)， 
得 证 5b 短 6b; (mod m). 
例 11.10 求 5 的 模 7 逆 . 
解 方法 1:5 与 7 互 素 , 故 5 的 模 7 逆 存在 .采用 例 11. 9 中 的 方法 解 方 程 5z 三 
1(mod 7). 对 x 二 一 3, 一 2, 一 1,0,1,2,3 计算 ,最 后 得 到 5-! 寺 3(mod 7). 
方法 2: 做 思 转 相 除法 , 求 得 整数 5,k 使 得 50 十 7&=1, 则 2 是 5 的 模 7 逆 . 计算 如 下 : 
7 一 5 十 2 
5 一 2X2 十 1P 
回 代 ,得 
1 =5—2X2 
一 5 一 2X(7 一 5) 
一 3X5 一 2X7 
故 3 是 5 的 模 7 逆 .对 任意 的 整数 &,7& 十 3 都 是 5 的 模 7 逆 . 
根据 定理 11. 10, 设 2 是 a 的 模 m 道 ,a 的 模 m 道 的 全 体 恰 好 是 1L2]。. 今后 用 
a "(mod mn) 代表 [65j; 中 的 任意 一 个 指定 的 数 ,通常 是 指 [5j1; 中 的 最 小 正 整 数 . 
定理 11. 10 表明 ,方程 (11.2) 的 解 在 模 mx 下 是 唯一 的 . 但 是 ,在 一 般 的 情况 下 ,一 次 同 
余 方程 (11. 1) 的 解 可 能 不 止 一 个 .如 例 11. 9 中 的 方程 在 模 9 下 有 3 个 解 . 实际 上 , 设 4= 
gcd(a,m), 当 dlc 时 ,方程 (11.1) 在 模 m 下 有 4 个 解 (见习 题 11. 44). 


11.4.2 中 国 剩 余 定 理 
我 国 南北 朝 时 期 有 一 部 著名 的 数学 著作 《孙子 算 经 )?, 里 面 有 一 个 “ 物 不 知 数 ” 问 题 , 现 
称 孙子 问题 :“ 今 有 物 , 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 二 , 问 物 几何 ?” 


@ 不 要 把 (孙子 算 经 》 己 (孙子 兵法 》 中 两 个 孙子 当成 一 个 人 .《 孙 子 兵 法 的 作者 是 孙武 ,公元 前 春秋 时 期 人 .而 
《孙子 算 经 》 大 约 成 书 于 公元 5 一 6 世纪 南北 朝 时 期 ,作者 不 详 . 


用 今天 的 话说 ,这 就 是 求 一 次 同 余 方程 组 
x 三 2(mod 3) 
ZX 三 3(mod 5) 
Tr 三 2(mod 7) 
的 正 整 数 解 . 下 述 定 理 给 出 一 次 同 余 方程 组 有 解 的 条 件 . 
定理 11. 11( 中 国 剩余 定 理 ) 设 正 整数 ms,… ,ms 两 两 互 素 , 则 一 次 同 余 方程 组 
x 二 ai (mod mi) 


Tas (mod mos) 


T= (mod mm: ) (11. 3) 
有 整数 解 ,并 且 在 模 区 二 mim。…mx 下 解 是 唯一 的 , 即 任意 两 个 解 都 是 模 m 同 余 的 . 
证 明 假设 对 i 二 1,2,…,k, 有 
[ai(mod m:;) 
i mm; ) ji, lI 
令 Xx 二 Xi 十 Xxz 十 … 十 x4 ,由 性 质 11., 3.2, 有 
X=ai;(mod m;) sd 
即 z 是 所 求 的 解 . 于 是 ,问题 转化 为 求 一 组 满足 方程 (11.4) 的 x;, i 二 1,2,… ,kk. 
令 Mj; 二 m/mi, i 三 1,2,… ,kM 是 除 mx; 之 外 的 & 一 1 个 mm; 的 乘积 . 根据 方程 (11. 4)， 
mi | ij 天 1 过) 过 有 ,又 1 2725 网 两 互 系 , 故 Milzr 设 ;二 Miy;, 详 该 有 
My;=ai (mod m:;) 
因此 ,只 需要 M; 有 模 区 x; 逆 , 就 可 得 到 y;. 因为 mm; 写 所 有 的 mx; (j 关 站 互 系 ,mi; 忆 M; 也 互 桑 ， 
所 以 M; 有 模 m; 逆 , 设 为 Mi. 取 yi 二 aiM7 i , 则 zz; 二 Miy; 二 ai:Mi"'M ;满足 方程 组 (11. 4). 
于 是 ， 


(11. 4) 


T=aMi Mtas Ms Ms ta MM., L115 
是 同 余 方程 组 (11. 3) 的 解 . 

最 后 ,证 明 唯 一 性 . 设 同 余 方程 组 (11. 3) 有 两 个 解 cc 和 cz*， 类似 定理 11. 10 的 证 明 ,可 
证 对 每 一 个 i, cl 和 cs 模 x; 同 余 ; 即 ;| 一 cp 又 1 7 ,7 两 两 互 素 , 故 有 和 | cl 一 cs， 
即 cc 和 cc; 模 mm 同 余 . 

中 国 剩余 定理 又 称 孙子 定理 ,定理 的 证 明 是 构造 性 的 , 它 给 出 了 求解 一 次 同 余 方程 组 的 
计算 步骤 : 首先 计算 M; 和 Mi (1 三 i 三 有 ) ,然后 按 公 式 (11.5) 计 算 , 即 可 得 到 一 次 同 余 方程 
组 (11.3) 的 解 . 如 下 例 所 示 . 

例 11.11 解 ( 孙 子 算 经 中 的 “ 物 不 知 数 ” 问 题 , 即 求 一 次 同 余 方程 组 

T=2(mod 3) 

ZX 汪 3(mod 5) 

Z2(mod 7) 
的 正 整 数 解 . 

解 这 里 ;一 3,7zy 二 5,1ms 二 7 ,mm 二 105. 

Mi=5X7=35,Mi 寺 2X1 寺 2(mod 3),2X2 寺 1(mod 3), 故 Mi 一 2. 同 理 ,M; 二 3X7 
-31,M,=3X2=1(mod 5),M;!'=1. MM,=3xX5=15;M,=1C(mod 7) ,Ms!:=1, 代 入 从 式 
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(11.5)， 
7=2X2X35 十 3X1X21 十 2X1X15= 三 233 三 23(mod 105) 
因此 ,问题 的 正 整数 解 是 105& 十 23, 二 0,1,2,…， 最 小 正 整 数 解 是 23. 


11.4.3 大 整数 算术 运算 


作为 应 用 ,下 面 介绍 利用 模 算 术 运 算 进 行 大 整数 算术 运算 . 设 ,mm2，… ,mz 是 上 个 大 
于 1 的 两 两 互 泰 的 正 整 数 , 记 mm 二 mm…ms. 根据 中 国 剩余 定理 ,对 任意 的 0 和 z 熏 7，z 与 
(Xi To Xi) 一 一 对 应 ,其 中 xz; 二 x mod 7 ，i 一 1;,2,…,R， 把 (zyzr， ,Xx ) 称 作 克 关于 
模 mm ,m2 … ,m4 的 模 表 示 , 人 简称 xz 的 模 表 示 , 记 作 x= (x ;zo ,XT ). 
了 有 z 一 (zlyz…wyz)yy 一 (yyy "Yi)， 由 于 
(Z 十 y) mod m;= (zj; y;) mod m, 
(Zr 一 y) mod mi;= (zi— Yi) mod m:; 
zy mod m;= Ziyi mod m; 
改 有 
ZTy=((ziT yi) mod ms xs ys) mod ms ss (Ti ye) mod rm ) 
XZ—y—=((z—y) mod mi, (xs — ys) mod za 一人) mod mo) 
ZyV 一 (Ziyi mod 7 zy mod m2 ，… TV MoOd ma) 
这 表明 可 以 通过 对 模 表 示 的 分 量 做 模 加 、 模 减 、 模 磁 得 到 两 个 整数 和 、 差 \ 积 的 模 表 示 . 
例 11.12 取 n 二 9,mzs 二 7,ms 二 5,m 二 9X7X5 二 315, 可 以 通过 关于 模 9,7,5 的 算术 
运算 实现 315 以 内 的 算术 运算 . 例如 , 设 zx 一 20,y 一 13, 有 
T—(20 0079y= (46033) 


ZX 十 y 二 ((2 十 4) mod 9,(6 十 6) mod 7,(0 十 3) mod 5) 一 (6,5,3) OD 
TXT—y=((2—4) mod 9,(6—6) mod 7,(0—3) mod 5)=(7,0,2) 
XxXy—=(2X4 mod 9,6X6 mod 7,0X3 mod 5)= (8,1,0) 


由 数 的 模 表 示 反 过 来 求 这 个 数 是 解 一 次 同 余 方程 组 ,例如 ,由 山 求 x 十 y 要 解 一 次 同 余 
方程 组 
zz 三 6(mod 9) 
z 三 5(mod 7) 
z 汪 3(mod 5) 
根据 式 (11. 5) ,计算 如 下 : 
Mi=35, MM;,=45, M;=63 
Mi 一 8， My， =5, Mi = 


Z 十 y 一 (6X8X35 十 5X5X45 十 3X2X63) mod 315 一 33 
工 一 V 一 (7X8Xx35 十 0X5X45 十 2X2X63) mod 315 一 7 
Zy 一 (8X8X35 十 1X5X45 十 0X2Xx63) mod 315 一 260 
为 了 做 大 整数 的 算术 运算 ,通常 取 mm;= 二 2 一 1. 这 样 做 的 好 处 是 可 以 简化 模 计 算 . 记 
A 二 2 ,将 工 的 二 进 制 表示 分 段 , 每 段 长 为 e;， 
TX 二 wwA' 十 q_i1A i! 十 … 十 aj A 十 ao 


其 中 0 过 ww 二 A,， 7 一 0 1: 

注意 到 ,A mod 7 王 1 ,得 

xX mod 171; 一 〈a ,4A: 十 a 1A 和 十 … 十 aiA 十 ao) mod m; 
一 (〈a, 十 QQ_ 1 十 … 十 ai 十 ao) mod m.; 

由 gcd(2° 一 1,2: 一 1) 一 22d 一 1( 见 习题 11. 48) , 易 知 2 一 1 与 2 一 1 互 素 参 a 与 5 互 
素 . 于 是 ,只 需 取 一 组 较 小 的 两 两 互 素 的 正 整 数 e;, i 二 1,2,…,k (这 是 比较 容易 做 到 的 )， 
就 可 得 到 一 组 两 两 互 素 的 很 大 的 模 zu 一 2 一 1,， i 二 1,2,…,k. 设 整数 在 计算 机 中 的 单 精度 
表示 占 4 个 字 市 32 位 ,无 符号 整数 的 最 大 值 为 2 一 1. 可 取 模 zm 二 2* 一 1,ms 二 2 一 1， 
ns 二 2 一] ,1 二 2 一 1 ,1m5 二 2 一 1 此 时 区 一 msmaamuams 二 7 X10 这 就 可 以 用 上 述 方 
法 计算 结果 不 起 过 ?X104 的 整数 加 . 演 . 冬 ,所 有 的 运算 , 除 少量 的 外 , 痢 可 用 单 精度 问 数 实 
现 . 不 仅 如 此 ,这 个 算法 还 非常 便于 并 行 化 . 


11.5 欧 拉 定理 和 费 马 小 定理 


对 任意 正 整 数 n, 把 10,1,…,n 一 1 中 与 互 条 的 个 数 记 作 $8(n), 称 作 欧 拉 (Euler) 函 
数 .如 $01) 二 6(2) 二 1,$8(3) = 二 $6(4)= 二 2. 显然 , 当 n 为 素数 时 $$(n)= 二 n 一 1; 当 nn 为 合 数 
时 # (n)=n—1. 

定理 11. 12( 欧 拉 和 定理 ) 设 4 与 n 互 双 , 则 

at” =1(mod n) (11.6) 

证 明 设 riyrsy Tyow 是 10,1,…,n 一 1} 中 与 n 互 带 的 $4(n) 个 数 . 由 于 a 与 nn 互 双 ,对 
每 一 个 1 硅 i 三 $8(n) ,ari; 也 与 n 互 素 , 故 存在 1 硅 r(i) 三 $8(n) 使 得 ar; 寺 ri (mod n). rz 是 
{ 代 ,2,… ,$n)} 上 的 一 个 映射 ， 要 证 zt 是 一 个 单 射 , 即 当 i 关 7 时 ,rt(72) 关 TT()). 

由 年 理 11. 10,a 的 模 逆 a ' 存在. 显然 ,a 也 与 nn 互 素 . 当 i1 关 7 时 ,假设 5(i) = 
t(j) , 则 有 ar; 寺 ar; (mod n). 由 性 质 11. 3. 5;, 两 边 同 乘 4a ,得 7; 圭 r; (mod 2) , 克 眉 ， 得 证 = 

是 {1,2,… ,$C(n)) 上 的 单 射 , 当 然 它 也 是 {1,2,… ,p(n)} 上 的 双 册 .从 而 有 


$n) Cn) $C) 


kh [= 三 : [| = [| (mod n) 
$Cn) 


而 [| na 1(nmod n); 


定理 11. 13( 费 马 小 定理 2) 设 p 是 素数 ,a 与 bp 互 素 , 则 


az " 汪 ] (mod p) (11.7) 
定理 的 为 一 种 形式 是 , 设 p 是 系数 , 则 对 任意 的 整数 a， 
at =a(mod p) (11. 8) 


当 a 与 5 互 素 时 ,由 性 质 11.3.5, 式 (11.7) 与 式 (11.8) 等 价 . 当 a 与 p 不 互 素 时 , 必 有 


中 为 了 区 别 于 著名 的 费 马 大 定理 , 故 将 此 定理 冠 名 为 费 马 小 定理 . 费 马 大 定理 : 对 所 有 的 正 整数 a,p,c 和 nn, 当 
1H 一 2 时 ,a" 十 "了 关 c". 费 马 (Pirre de Fermat) 是 17 世纪 著名 的 数学 家 ,他 提出 了 许多 未 加 证 明 的 定理 ,其 中 最 着 名 的 当 数 
费 马 大 定理 . 费 马 大 定理 直到 1995 年 才 被 英国 数学 家 Andrew Wiles 证 明 . 
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pa ,从 而 as=0Cmod p), 式 (11.8) 自 然 成 立 . 
费 马 小 定理 提供 了 一 种 不 用 因子 分 解 就 能 肯定 一 个 数 是 合 数 的 新 途径 . 例如 考虑 9( 假 
设 不 知道 它 是 合 数 ), 取 a 二 2, 计 算 
2 三 4(mod 9) 
由 费 马 小 定理 ,可 以 断定 9 是 合 数 . 但 是 ,这 里 没有 提供 对 9 如 何 进行 因子 分 解 的 任何 信 
号. 在 第 13 章 中 将 要 介绍 欧 拉 定理 和 费 马 小 定理 在 RSA 公 角 密码 及 系数 汕 试 中 的 应 用 . 


习 是 


11.1 判断 下 述 各 命题 是 否 为 真 . 
lr I— 3 7|— ZI, 12 2 D2 O10 
11.2 给 出 24 的 全 部 因子 . 
11.3 对 下 述 每 一 对 数 做 带 余 除 法 ,第 一 个 数 是 被 除数 ,第 二 个 是 除数 . 
(1) 35,4 (2) 5,8 (3) 12,3 (4) —4,3 (5) 一 28,7 (6) —6,—4 
11.4 设 a,b,c,d 均 为 正 整 数 ,下 述 各 命题 是 否 为 真 ? 耕 为 真 ,请 给 出 证 明 ; 否则 ,请 给 出 
反例 . 
(1) 奉 alc,blc, 则 ab|e. 
(2) 奉 alc,b|ld, 则 ab|ed. 
(3) 若 ablc, 则 a|e. 
(4) 若 albc,; 则 al5b 或 a |c. 
11.5 给 出 下 述 正 整 数 的 素 因 子 分 解 . 
126, 256, 1092, 6325, 201 
11.6 判断 下 述 正 整数 是 素数 ,还 是 合 数 . 
113，221，527，23 一 1 
11.7 设计 用 埃 拉 托 斯 特 尼 筛 法 求 正 整数 N 以 内 的 所 有 素数 的 算法 . 
11.8 证 明 : 对 任意 的 整数 ”， 
(1) 6|z2(2 十 1)(2z 十 2). 


、 1 。 1 
(2) ont an ton 是 整数 . 


11.9 ” 证明, 对 任意 的 整数 >>1,1 十 元 十 … 十 二 不 是 整数 


11.10 (1) 设 全 体 素 数 从 小 到 大 顺序 排列 为 : pi 二 2,p; 王 3,ps ,ps，"…. 斌 证明: 
Bo 

(2) 证 明 : x(x) 放 logslogs xX,， 工 宇 2. 
11.11 如 果 整 系数 代数 方程 aox” 十 arx”! 十 … 十 a,_1Xx 十 a, 二 0 有 非 零 整数 解 x, 则 xla，. 
11.12 下 述 方程 是 否 有 整数 解 ? 特有 整数 解 , 试 求 出 所 有 的 整数 解 . 

kT 1 二 

(2) xz 十 x 一 4x 一 4 二 0. 

2 


】 


11; 


11， 


] 1 


ll; 


11., 


11. 


ll,2 


1]; 


1li,z 
ll 


11.,. 
1l. 


11. 


11. 
Ls 
加 
11, 


1 


15 


20 


el 
20 
09 
30 


了 


(4) 27* 十 5zx* 十 9x 二 0., 

利用 素 因 子 分 解 , 求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 和 最 小 公 倍 数 . 

(1) 175 ,140 (2) 72,108 (3) 315.2200 

求 满 足 gcd(a,5) 二 10 且 lem(a,5) 二 100 的 所 有 正 整 数 对 a,b. 

设 bp 是 素数 ,a 是 整数 , 则 当 pla 时 ,gcd(pya) 二 p; 当 p a 时 ,gcd(p,a)==1. 
对 任意 的 整数 xX,y,u,v, 有 gcd(a,0) 三 gcd(xza 十 yb ,ua 十 vb). 

用 轻 转 相 除法 求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 . 

5 (2) 231 72 (3) .45556 (4) 154,64 

下 述 每 一 对 数 a,b 是 否 互 条 ? 右 互 对 , 试 给 出 整数 x+ 和 y 使 za 十 yb 二 1. 
Lk (2) 63,91 (3) 450,539 (4) 10245729 

求 下 述 每 一 对 数 的 最 大 公约 数 , 其 中 是 整数 ,k 是 正 整 数 . 

(1) 2n—1,2n 二 1 (2) 2n,2(nT1) (3) kn,ktnt2) 

设 a,b 是 两 个 不 为 0 的 整数 ,d 为 正 整 数 , 则 d= gcd(a,0) 当 且 仅 当 存 在 整数 + 和 
使 a 一 dzx,b 一 dy 日 Xx 与 y 互 系 . 

证 明 : 对 任意 的 正 整 数 a 和 5, ab 二 gcd(a,b)lcem(a,b). 

证 明 : 如 果 albc, 且 a,b 互 素 , 则 alc. 

设 a,b 互 对 ,证 明 .: 

(1) 对 任意 的 整数 区 ,gcd(m,.ab) 二 gcd(m,a)gcd(m,b). 

(2) 当 d 记 0 时 , dlab 当 且 仪 当 存 在 正 整数 di ,d; 使 4 二 did; ,dila,ds15, 并 且 4 的 
这 种 表示 是 唯一 的 . 

设 a,b 是 整数 ,证 明 : 11| 导 十 5 好 当 且 仅 当 11la 且 1112. 

下 述 命题 是 否 为 黄 . 


(1) 758 尘 246 (mod 18) (2) 365 三 一 3(mod 7) 
(3) —29 夺 1] (mod 5) (4) 352 三 0(mod 11) 

给 出 使 下 述 同 余 式 成 立 旦 大 于 1 的 正 整 数 m. 

(1) 35 三 1]4(mod m) (2) 10 夺 一 ](mod m) 
(3) —7 三 21 (mod m) (4) 37° 汪 30° (mod m) 


(5) 8 三 2(mod m) H 7 二 2(mod m) 

写 出 Z; 的 全 部 元 素 以 及 Z 上 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

写 出 Ze 的 全 部 元 素 以 及 Z。 上 的 加 法 表 和 乘法 表 . 

利用 例 11. 8 中 给 出 的 计算 公式 ,计算 珍珠 港 日 1941 年 12 月 7 日 是 星期 几 . 

验证 M 月 1 号 的 星期 数 与 当年 3 月 1 日 的 星期 数 wy 之 差 为 | (13M 一 11)/5 | 

(mod 7). 从 而 得 到 y 年 mx 月 4 日 星期 数 的 男 一 个 更 简便 一 点 的 计算 公式 
ww 三 2 一 2C 十 六 十 | X/4 | 十 | C/4 | 十 |[(13M 一 11)/5 [六 CCmod 7) 

其 中 ,M= (wm 一 3)mod 12 十 1, Y 一 y 一 | M/11 | 二 100C 十 XX. 

证 明 同 余 关 系 是 等 价 关 系 , 即 同 余 关系 具有 

(1) 有 目 反 性 . a 三 a (mod m). 

(2) 传递 性 , a 尘 b(mod mm), 5b 尘 c(mod m)a=c(mod m). 

(3) 对 称 性 . a 夺 b(mod mm) 地 5 三 a (mod m). 
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11.32 模 算术 运算 . 设 < 三 (mod m),c 三 d (mod mz), 则 aa 土 c 寺 5 十 4d (mod mj)， 
ac bd (mod m). 
11.33 证明; (1) 设 d 主 1 ,d|m,; 则 a 寺 b(mod mm) 地 a 三 b (mod d). 
(2) 设 d 三 1, 则 a 寺 b(mod m) 售 da 三 db (mod dm). 
(3) 设 c 与 m 互 系 , 则 a 夺 b(mod mm) 售 ca 三 cb (mod m). 
11.34 下 述 命 题 是 否 为 真 ? 奢 为 真 , 试 证 明之 . 大 为 假 , 试 给 出 反例 . 
(1) 硅 a 尘 6 (mod mm) ; 则 4a 尘 6(mod m2) 或 a 沽 一 b(mod m). 
(2) 奉 4a 尘 b(mod m) , 则 心 三 所 (mod m). 
(3) 大 a 三 6 (mod mmr) , 则 a 圭 b5(mod m). 
(4) 奉 4 三 b(mod mn), 则 a 寺 6(mod m) Ha 二 6b(mod n)., 
(5) 在 4 三 b(mod mm) Ha 圭 b6(mod n), 则 a 圭 b (mod mn). 
11.35 下 述 一 次 同 余 方程 是 否 有 解 ? 否 有 和 解 , 试 给 出 它 的 全 部 解 . 
(1) 9zx 三 3(mod 6). 
(2) 4x 汪 3(mod 6). 
(3) 37 — (mod 5). 
(4) 8xX 汪 2(mod 4). 
(5) 20Xx 三 12(mod 8). 
11.36 ”对 下 述 每 一 组 a,65,m, 验 证 5 是 a 的 模 mm 逆 . 
LIF Sf (2) 8,7,1]1 (3 lellsl2 (4) 6,11,13 
11.37 对 下 述 每 一 对 数 a 和 ,是否 有 4 的 模 m 逆 ? 硅 有 , 试 给 出 . 
(1) 2,3 (2) 8,12 (3) 18,7 (4) 12,21 Lh Ls9 
11.38 解 下 述 一 次 同 余 方程 组 . 
(1) Zz 三 1(mod 3). 
T=2(mod 4). 
T=3(mod 5). 
(2) Zz 三 1] (mod 3). 
T=—1(mod 5). 
= 7). 
TX 三 一 2(mod 11). 
(3) 3x=1(mod 5). 
4z 汪 3(mod 11). 
11. 39 把 一 次 同 余 方 程 19x 寺 559(mod 1155) 化 成 模 较 小 的 一 次 同 余 方 程 组 并 求解 之 . 
11.40 某 人 每 工作 8 天 后 休息 2 天 . 一 次 他 恰好 是 周 六 和 周 日 休息 . 问 : 这 次 之 后 他 至 少 
要 多 少 天 后 才能 恰好 赶 上 周 日 休息 ? 
11.41 求 4 个 相 令 整数 ,它们 依次 可 被 4,9,25,49 整除 . 
11.42 ”给 定 模 说 一 9,m2 一 7,ms 王 5, 设 XTX 二 17,y 王 8， 
(1) 给 出 zx,y 的 模 表 示 . 
(2) 计算 x 十 y,X 一 y 和 zy 的 模 表 示 . 
(3) 利用 (2) 的 结果 计算 x 十 y,X 一 y 和 zy. 
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初 侍 笋 论 


下 述 方程 是 否 有 整数 解 ? 奋 有 , 试 给 出 所 有 的 整数 解 . 
(1) 3z 十 2y 一 0. 
(2) 12z 一 9y 一 8. 
设 和 二 0, d 二 gcd(a,m) 有 昌 d|c; 则 一 次 同 余 方 程 ax 硅 c(mod mm) 在 模 m 下 有 4d 
个 解 . 
设 二 1, aac 三 bc(mod m) ,d= gcd(c,m) ,Mab(mod m/d). 
设 pp 是 素数 , 奎 Xx: 硅 ](mod pp), 则 x 寺 1(mod p) 或 xX 寺 一 1](mod p). 
设 正 整数 区 二 n. 证明 : 2" 一 1|2" 一 1 当 且 仪 当 nn|m. 
设 m,n 是 正 整数 ,证 明 : gcd(2" 一 1] ,2" 一 1) 二 2 一 1. 
证 明 : 所 有 的 梅生 数 两 两 互 系 . 
验证 zz 二 2 一 1 ,1 二 2 一 1 ,73 二 2 一 1 ,10 二 2 一 1 ,ms 二 2 一 ] 两 两 互 取 . 
设 记 , 二 2? 十 1, 2 一 0,1,2,…. 证 明 : 对 任意 的 nn 关 m, 下, 与 下 互 素 . 
证 明 : 存在 无 穷 多 个 n 使 得 $4(n) 记 $(n 十 1). 
证 明 欧 拉 函 数 具 有 下 述 性 质 ， 
(1) 硅 m 和 nn 互 泰 , 则 $Cmn) 二 $Cn)$(n). 
(2) 设 为 素数 ,k 为 正 整 数 , 则 $8(p*)= 二 =p* 1'(p 一 1). 
(3) 设 n 二 1, 它 的 素 因 子 分 解 为 4 二 =p"p?…p", 则 
$=p (pi—Dp? (ps—1)pr (p,—1) 


+ 1 
-人 -加 
证 明 : 当 n 三 3 时 ,2|$(n). 
设 1 二 3 是 奈 数 , 则 小 于 的 正 整 数 中 除 1 和 7 一 1 外 可 分 成 对 ,使 得 每 一 对 中 的 两 
证 明 威 尔 了 还 (Wilson) 定 理 ; 设 n 广 1, 则 nn 是 系数 当 且 仪 当 (n 一 1)1 夺 一 1]1(mod nn). 
利用 费 马 小 定理 计算 下 列 各 式 . 
(1) 2” mod 5. 
(2) 3”* mod 7. 
(3) 8 mod 11. 
设 m 与 nn 互 厅 ,; 则 mm? 人 十 ns 二] (mod mn). 
设 f(x) 是 整 系数 多 项 式 ,p 是 了 率 数 . 证 明 : (f(x))? 硅 f(x?)(mod p). 
设 p 是 素数 ,p a. 证 明 : 对 任意 的 正 整 数 &, 大 |az %-? 了 ?一 1. 
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随机 现象 是 人 类 社会 和 目 然 界 普 过 存在 的 现象 ,概率 论 是 研究 随机 现象 数量 规律 的 数 
学 分 文 . 在 计算 机 科学 拉 术 中 ,随机 试验 通 第 只 有 有 穷 个 或 者 可 数 无 穷 个 可 能 的 结果 ,属于 
离散 概率 的 范畴 . 本 章 介 绍 相 关 的 基本 概念 及 其 性 质 . 下 一 曹 介绍 离散 概率 在 计算 机 科学 
技术 中 的 几 个 典型 应 用 . 


12.1 ”随机 事件 与 概率 、 事 件 的 运算 


12.1.1 随机 事件 与 概率 
例 12.1 折 硬 币 试验 . 掷 硬币 是 典型 的 随机 试验 ,随意 地 掷 一 枚 硬币 ,有 两 个 可 能 的 结 
果 : 正面 向 上 或 背面 向 上 .假设 硬币 是 均匀 的 ,这 两 个 结果 出 现 的 可 能 性 相同 ,各 为 


例 12. 2 ” 摸 小 球 试验 . 设 袋 中 有 10 个 形状 和 大 小 相同 的 小 球 ,分 别 编号 0,1,… ,9， 从 
袋 中 任意 地 摸 出 一 个 小 球 ,有 10 个 可 能 的 结果 : 措 到 0 号 ,1 号,……, 或 9 号, 每 一 种 结果 


出 现 的 可 能 性 都 相同 ,各 为 .恰好 摸 到 5 号 球 的 可 能 性 是 二 .而 措 到 的 小 球 的 编号 不 超 


过 5 的 可 能 性 是 多 少 ? 由 于 这 个 事件 包含 6 个 可 能 的 结果 : 0 号 到 5 号 ,很 自然 地 会 认为 它 
的 可 能 性 为 -. 

在 这 两 个 例子 中 都 假设 每 一 种 结果 出 现 的 可 能 性 相同 . 一 般 地 ,各 种 结果 出 现 的 可 能 
性 不 一 年 相同 . 如 果 便 有 币 不 是 均匀 的 ,两 面 的 质地 不 同 , 正 面 的 轻 , 育 面 的 重 , 从 而 出 现 正面 


的 可 能 性 大 于 出 现 痛 面 的 可 能 性 . 比如 ,两 者 之 比 是 2 : 1. 于 是 出 现 正面 的 可 能 性 为 二 ,出 


现 背面 的 可 能 性 为 <， 又 如 摸 小 球 , 设 袋 中 有 1 个 0 号 球 ,2 个 1 号 球 ，…… ,10 个 9 号 球 ， 
共 1 十 ?十 … 十 10 一 55 个 小 球 . 于 是 , 摸 到 0 号 球 的 可 能 性 是 去, 而 摸 到 9 号 球 的 可 能 性 是 
ia, 摸 到 编号 不 超过 5 的 小 球 的 可 能 性 是 二 十 未 十 … 十 二 一 于 随机 试验 还 可 以 有 可 数 无 


穷 多 个 可 能 的 结 采 . 例如 , 茶 网 站 的 主页 在 给 定 的 时 间 间 隅 (如 一 天 ) 内 锌 访问 的 次 数 可 能 
是 任意 的 目 然 数 0,1,2,…. 当然 ,试验 结果 的 数目 还 可 能 是 不 可 数 的 . 不 过 本 章 不 考虑 这 
种 情况 ,而 只 考虑 有 有 穷 个 和 可 数 无 穷 个 结果 的 随机 试验 . 


考虑 某 个 随机 试验 ,所 有 可 能 的 试验 结果 组 成 的 集合 0 称 作 样本 空间 ,每 一 个 结果 
wE0 称 作 一 个 样本 点 . 如 果 QQ 是 有 穷 的 或 可 数 无 穷 的 集合 , 则 称 作 离散 样本 空间 . 本 昔 只 
考虑 离散 样本 空间 . 

定义 12.1 设 吕 是 一 离散 样本 空间 , 实 图 数 上 : 0 一 R 满足 下 述 条 件 : 

(1) 对 每 一 个 wED;0 近 站 (wo) 按 1. 

(2 > B00 = 

= 

则 称 p 是 Q 上 的 一 个 概率 . p(w) 是 样本 点 wEQ 的 概率 . 

2 的 子 集 称 作 随机 事件 ,简称 事件 . 事件 A 发生 当 且 仅 当 随机 试验 的 结果 wEA. 事 件 
A 的 概率 规定 为 

P(A) = > p(w) 
| 


概率 P(A) 反 映 了 事件 A 发 生 的 可 能 性 的 大 小 . 
当 0 为 有 穷 集合 且 每 一 个 样本 点 出 现 的 可 能 性 相等 时 ,对 每 一 个 。€ 0,p(w) 一 一 ,其 


中 二 1Q21. 事件 A 的 概率 


P(A) 一- 公 


只 有 一 个 样本 点 的 事件 叫做 基本 事件 . 基本 事件 {o} 的 概率 等 于 p(w). 0 本 和 对 也 是 一 
个 随机 事件 ,不 管 随机 试验 的 结果 是 什么 部 落 入 0, 从 而 一定 发 生 , 故 称 0 是 必然 事件 . 
必然 事件 是 必然 发 生 的 事件 . 空 集 包 也 是 一 个 随机 事件 , 它 不 含 任 何 样本 点 ,不管 随 机 试验 
的 结果 是 什么 部 不 属于 名 ,从 而 名 不 可 能 发 生 , 故 称 如 是 不 可 能 事件 . 不 可 能 事件 是 不 可 能 
发 生 的 随机 事件 . 显然 , P(0) 二 1,P() 二 0. 
例 12.1( 续 ) 在 所 便 币 试验 中 有 两 个 样本 点 : wo 表示 正面 同上 ,wi 表示 背面 申 上 . 样 
本 空间 Q== {wo yw) ,p(wo) = plw) = 
例 12.2( 续 ) 有 10 个 样本 点 : w; 表 示 挽 到 编号 i 的 小 球 , i 二 0,1,…,9， 
0= {w|i=0,1,.….,9) 
i NN) 。.。( 
p(w;) = 16 2 一 0 9 
记 随 机 事件 A: 挽 到 编写 不 超过 5 的 小 球 , 则 
义 记 B; 措 到 编号 为 偶数 的 小 球 ;C: 扣 到 编写 小 于 10 的 小 球 ;D; 措 到 编号 大 于 10 的 
小 球 ; 则 
二 1 a 1 
B= 《oo CD sd CNG CR } 和 P(B)= 2 


CC 一 02, 是 必然 事件 ， P(C)=1 
DD 二 久 , 是 不 可 能 事件 , P(D) 二 0 
例 12.3 设 某 网 站 主页 在 一 天 内 被 访问 的 次 数 为 X,X 可 能 取 到 任意 的 目 然 数 . 把 试 


验 结 果 “ 久 二 i” 简 记 作 i, CQ=N. 又 设 X 在 0 上 的 概率 pp( 让 = 全 e7 ， i 二 0,1,…, 其 中 4 二 0 
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是 一 常数 . 不 难 验证 p(i) 满 足 定 义 12.1 中 的 条 件 : 
(1) 对 所 有 的 i, 0 过 p(2) 三 1. 
a A 
2 1 


i 二 0 


12.1.2 事件 的 运算 


设 样本 空间 Q, 事 件 A,BCQ0, 称 AUB 为 A 与 B 的 和 事件 , A[1B 为 A 与 B 的 积 : 
件 ,A 一 B 为 A 与 B 的 差事 件 ,A 一 0 一 A 为 A 的 逆 事 件 . 积 事件 ANMmB 常 简 记 作 AB. 如 果 
AB== 久 , 则 称 A 与 B 互 不 相 容 . 根据 定义 , AUB 发 生 当 且 仅 当 A 发 生 或 B 发 生 , 即 A 与 
B 中 至 少 有 一 个 发 生 ; AB 发 生 当 且 仅 当 A 与 B 同时 发 生 ; A 一 B 发 生 当 且 仅 当 A 发 生生 
B 不 发 生 ; A 发 生 当 且 仅 当 A 不 发 生 ; A 与 B 互 不 相 容 当 且 仅 当 A 与 B 不 同时 发 生 . A 与 
A 互 不 相 容 ,但 反之 不 真 , 即 A 与 B 互 不 相 容 不 一 定 有 A 与 B 互 道 . 

根据 概率 的 定义 ,不 难 证 明 下 述 计算 公式 . 

1 加 法 公式 

P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AB) 

特别 地 , 当 A 与 B 互 不 相 容 时 ,P(AUB)==P(A) 十 P(B). 

2 和 若 当 公式 


P(U 4)= PCA,) 一 >'P(AAi) 十 > PAA,A,) 
i=] i 


i 二 1 i jk 


8 十 == 1)"™*PCA A,-…A, ) 
特别 地 , 当 A ,As,… ,A, 两 两 互 不 相 容 时 ,P(A;)= 2 P(A;). 
i 二 1] i=] 


右 当 公式 是 加 法 公式 的 推广 . 
3° P(A)=1—P(A) 
证 明 类 似 于 包含 排斥 原理 ， 
P(A) = >p(o) 一 >p(o) 一 >b(o) 一 1 一 PCA) 
wEA wEN 后 及 


P(AUB)= >p(o) 十 >5(o) 一 >，b(o) = P(A)+P(B)— P(AB) 


忆 抱 内 wEB wE AB 
得 证 公式 1 和 公式 3 . 
由 公式 1 ,用 归纳 法 可 证 公式 2 成 立 . 
例 12.4 从 1 一 100 中 任意 地 取 一 个 整数 nn, 求 n 能 被 6 或 8 整 际 的 概率 . 
解 记 A:n 人 能 被 6 整除 ; B: n 能 被 8 整除 .由 加 法 公式 ,所 求 概 率 为 P(AUB) = 
P(A) 十 P(B) 一 P(AB), 其 中 AB 是 n 既 能 被 6 整除 又 能 被 8 整除 , 亦 即 能 被 6 和 8 的 最 小 
公 人 倍数 24 整除 . 由 题 意 , 取 到 1 一 100 中 的 每 一 个 整数 的 可 能 性 相同 ,于 是 


P(AUB)=7 (AI+1B|—1ABI) 


— 1 (1 和 
一 1004100/6 片 | 100/8j 一 [100/24 
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例 12.3( 续 ) 求 该 网 站 主页 在 一 天 内 至 少 被 访问 一 次 的 概率 . 
解 ” 记 A: 至 少 被 访问 一 次 , 则 A;: 没有 被 访问 过 , 即 访问 的 次 数 X 王 0. 于 是 ， 
P(A)=1— P(A)=1—e”™ 


12.2 条 件 概 率 与 独立 性 


12.2.1 条 件 概率 

考虑 下 述 问题 

某 班 有 30 四 h 20 名 男生 ,10 名 女生 ,身高 1.70 米 以 上 的 有 15 名 ,其 中 12 名 
男生 ,3 名 女生 . 让 

(1) mo 该 学 生 的 身高 在 1.70 米 以 上 的 概率 是 多 少 ? 

(2) 任 选 一 名 学 生 , 选 出 后 发 现 是 男生 ,该 学 生 的 身高 在 1.70 米 以 上 的 概率 是 多 少 ? 


答案 很 容易 给 出 (1) 的 答案 是 芭 一 0. 5，(2) 的 答案 是 区 一 0. 6. 


要 注意 的 是 ,这 两 个 问题 的 提 法 是 有 区 别 的 . 第 二 个 问题 是 一 种 新 的 提 法 .“ 是 男生 ” 
本 身 也 是 一 个 随机 事件 , 记 作 A. 把 “身高 1. 70 米 以 上 ” 记 作 B. 于 是 ,第 二 个 问题 可 以 叙述 
成 : 在 事件 A 发 生 ( 即 已 发 现 是 男生 ) 的 条 件 下 ,事件 B( 和 号 高 1.70 米 以 上 ) 发 生 的 概率 是 多 
少 ? 把 这 个 概率 叫做 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 ,事件 B 的 条 件 概 率 , 记 作 P(B | A) , 它 既 不 同 


于 P(B) ,也 不 同 于 PCAB). 注意 到 P(A) pu 


_12_12/30_ P(AB) 
P(B| A)=30™ 30730™ PeA) 


这 个 式 子 的 直观 含义 是 明显 的 ,在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 发 生 , 当 然 A 和 B 都 发 
生 , 即 AB 发 生 . 但 是 ,现在 A 发 生成 了 前 提 条 件 ,因此 应 该 以 A 作为 整个 样本 空间 ,而 排 
除 A 以 外 的 样本 点 ,因此 P(B | A) 是 P(AB) 与 P(A) 之 比 . 

定义 12.2 设 A,B 是 两 个 随机 事件 旦 P(A) 二 0, 称 
P(AB) 
P(A) 


P(B|A)= 


为 在 事件 A 发 生 的 条 件 下 事件 B 的 条 件 概率 . 
由 条 件 概率 的 定义 ,立即 有 
4 乘法 公式 
设 事 件 A,B 有 是 P(A) 二 0, 则 
P(AB)= P(A) P(B | A) 
乘法 公式 可 以 推广 到 个 事件 , 设 事 件 Ai,As,…,A,,n 主 2, 且 P(AA,…A4A，) 二 0， 


则 
P(A A, “A, ) 一 P(A,A, "Al ) P(A, | Al A, “A, ) 
= P(A,A, A, ,) P(A,_ | AlA, A,_,) P(A, | 有 ) 


— PA) P(A AlAs*…A,—:) P(A, | AAA1) 
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P(A.A,**A,)~P(A, . P(A, | Ai) P(A, | Al A,)-:-: P(A, | Ai A,*…A,_1) 


设 样本 空间 Q, 如 果 事件 B,,B,,…,B, 两 两 互 不 相 容 且 【 B; 一 0, 则 称 Bi ,Bs，…,B， 


是 样本 空间 0 i 
2 Po , 则 


P(A) = >,P(B)P(A | B,) 
i 二 1 


i 三 1] 二 i 二 1 
(AB,;) 门 (4B;) 二 如 (G 关 站 . 故 
i 二 1 i 一 1 i 一 1 


例 12.5 一 联机 的 计算 机 系统 有 5 条 通信 线路 . 统计 资料 表明 该 系统 接收 到 的 报 文 来 
自 这 5 条 线路 的 百分比 分 别 为 20%,30%,10%,15% 和 25%, 来 自 这 5 条 线路 的 报 文 超过 
100 个 字母 的 概率 分 别 为 0.4,0.6,0.2,0.8 和 0.9. 问 : 随机 地 选择 一 个 报 文 ,其 长 度 超过 
100 个 字母 的 概率 是 多 少 ? 

解 记 A: 报 文 超过 100 个 字母 ; B;: 报 文 来 自 第 z 条 线路 ,一 1,2,… ,5. 

显然 ,Bi ,B, ,…,B; 构 成 样本 空间 的 一 个 划分 . 由 题 意 ,已 知 

(有 人 2 1 站 5 
P(A|B)=0.4, P(A|B;)=0.6, P(A|B;)=0.2, P(A|B,)=0.8, P(A|B;)=0.9 
由 全 概率 公式 

P(A) 一 0.2X0.4 十 0.3X0. 6 十 0.1X0.2 十 0.15X0.8 十 0.25X0.9 一 0.625 

例 12.6 袋 中 有 6 个 红 球 和 4 个 绿 球 , 从 袋 中 任意 地 取 两 次 ,每 次 取 一 个 球 . 有 以 下 两 
种 取 法 ， 

取 法 一 : 第 一 次 取出 的 球 放 回 袋 中 , 称 作 放 回 抽样 . 

取 法 二 : 第 一 次 取出 的 球 不 放 回 袋 中 , 称 作 不 放 回 抽样 . 

分 别 对 这 两 种 取 法 求 : 

(1) 第 一 次 取 到 红 球 的 概率 . 

(2) 第 二 次 取 到 红 球 的 概率 . 

(3) 在 第 一 次 取 到 红 球 的 条 件 下 第 二 次 取 到 红 球 的 条 件 概率 . 

解 ” 设 A; 第 一 次 取 到 红 球 ; B; 第 二 次 取 到 红 球 . 

取 法 一 : 对 于 放 回 抽样 ,由 于 每 次 抽取 时 袋 中 部 有 10 个 小 球 , 其 中 6 个 是 红 的 , 故 


P(A)=P(B)=P(BIA) = 
取 法 二 : 对 于 不 放 回 抽样 情况 就 不 同 了 . 显然 仍 有 P(A) 一 地 ,而 P(B|A) 一 这 ， 


P(B 1 全 = 六 由 全 概率 公式 


i 
上 2 一 10 六 9 Tio* 9 10 


12.2.2 独到 性 


分 析 例 12. 6 ,在 放 回 抽样 中 P(CB)=P(BIA) ,而 在 不 放 回 抽样 中 P(B) 关 P(BI1A). 其 
实 这 是 很 目 然 的 ,因为 在 放 回 抽样 中 ,不 管 第 一 次 抽 到 红 球 还 是 抽 到 绿 球 ,第 二 次 抽取 时 人 稚 
中 痢 是 10 个 球 , 其 中 6 个 是 红 的 . 因此 第 一 次 是 否 抽 到 红 球 不 会 影 啊 第 二 次 抽 到 红 球 的 概 
率 . 也 就 是 说 ,事件 B 发 生 的 概率 与 A 是 否 发 生 无 天. 而 在 不 放 回 抽样 中 ,情况 就 不 同 了 . 
显然 ,如 果 第 一 次 抽 到 红 球 ,那么 第 二 次 抽 到 红 球 的 概率 要 小 些 ; 如 果 第 一 次 抽 到 绿 球 , 则 
第 二 次 抽 到 红 球 的 概率 要 大 些 . 也 就 是 说 ,事件 B 发 生 的 概率 与 A 是 否 发 生 有 关 . 在 前 一 
种 情况 下 , 称 事件 A 和 B 相互 独立 . 而 后 一 种 情况 事件 A 和 B 不 相互 独立 . 

由 乘法 公式 , 当 P(A) 二 0 时 ,PCB)=P(CBIA) 当 上 且 仅 当 P(AB)= 二 P(A)P(B). 而 后 者 
也 可 以 适用 于 P(A)( 及 P(B)) 为 0 的 情况 . 于 是 ,有 下 述 定义 . 

定义 12.3 如 果 P(AB)= 二 P(A)P(B), 则 称 事件 A 和 B 相互 独立 . 

对 于 具体 的 问题 往往 是 根据 经 验 或 直觉 来 判断 两 个 事件 是 否 是 相互 独立 的 . 更 准确 地 
说 ,是 根据 经 验 或 直觉 来 合理 地 假设 两 个 事件 是 相互 独立 的 . 

例 12.7 两 战士 打靶 ,已 知 甲 的 命中 率 为 0.9, 乙 的 命中 率 为 0.7. 两 人 同时 射击 同一 
个 目标 ,各 打 一 枪 . 求 目标 被 击 中 的 概率 . 

解 设 A: 甲 击 中 目标 ;B: 乙 击 中 目标 . 可 以 假设 两 人 是 否 击 中 目标 都 不 影响 对 方 是 
否 击 中 目标 , 即 A 与 B 相互 独立 . 于 是 ,由 加 法 公式 ,目标 被 击 中 的 概率 为 

P(AUB)= P(A)+P(B)— P(AB) 
二 P(A)+P(B)— P(A)P(B) 
一 0. 9 十 0.7 一 0.9X0.7 王 0. 97 

相互 独立 的 概念 可 以 推广 到 3 个 和 3 个 以 上 事件 . 

定义 12.4 设 n 个 事件 Ai,As,…,A,, 7 三 3 如果 对 任意 的 正 整 数 上 有 三 n 和 
1<i <i, <i en, 

P(A; A Ai, )=P(A;, )P(A )…P(CA ) 

则 称 这 2 个 事件 相互 独立 . 

可 以 证 明 : 若 A 与 B 相互 独立 , 则 A 与 B,A 与 B,A 与 B 都 相互 独立 (见习 题 12. 16). 


对 于 个 事件 有 类 似 的 结论 . 设 A, ,A, ,…,A, 相 互 独立 , 则 将 其 中 的 任意 若干 个 事件 
换 成 它们 的 逆 事 件 后 也 相互 独立 . 
12.2.3 伯 努 利 概 型 与 二 项 概率 公式 


在 相同 的 条 件 下 重复 进行 n 次 试验 ,每 次 试验 的 结果 只 有 两 个 . 事件 A 发 生 或 不 发 生 ， 
日 各 次 试验 是 相互 独立 的 , 则 称 这 次 试验 为 但 努 利 概 型 . 

定理 12.2( 二 项 概率 公式 )” 设 在 伯 努 利 概 型 中 每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 
p(0 一 pp 二 1), 则 在 nn 次 试验 中 A 恰好 发 生 k(0kn) 次 的 概率 为 


pc)= (7 jp'a”™, 其 中 g 一 1 一 
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由 于 [jp 人 g" 正好 是 Cp 十 g)" 的 展开 式 中 的 第 十 1 项, 玖 称 此 式 为 二 项 概率 公式 , 
证 明 ”由 试验 的 独立 性 ,事件 A 在 指定 的 次 试验 中 发 生 且 在 其 余 的 一 户 次 试验 中 
不 发 生 的 概率 为 pg”*, 而 丸 次 试验 中 任意 地 指 # 定 次 试验 有 | | 种 可 能 , 故 


ni ,站 下 一 大 
P(Ek) [a po’ 


例 12.8 一 台 工 作 站 有 10 个 终端 假设 每 个 终端 的 使 用 率 为 二 且 是 否 使 用 是 相互 独 


立 的 , 求 : 
(1) 恰好 有 5 个 终端 在 使 用 的 概率 . 
(2) 至 少 有 一 个 终端 在 使 用 的 概率 . 
解 (1) 由 二 项 概率 公式 ,恰好 有 5 个 终端 在 使 用 的 概率 为 


加 10 1 5 9 10—5 D3 
ok) = EE 好 | (§) 一 “592 人 35 一 0. 13606 


(2) 至 少 有 一 个 终端 在 使 用 的 概率 为 


10 
-1-(s) 
一 0. 98217 
12.3 离散 型 随机 变量 


12.3.1 离散 型 随机 变量 及 其 分 布 律 


为 了 便于 描述 随机 试验 ,将 随机 试验 的 结果 数字 化 ,这 就 是 随机 变量 . 例如 ,对 所 便 币 
试验 , 令 
xf 各 正面 呵 上 


10 共 背 面向 上 
ol 面向 上 ，{X 一 1} 表 示 正 面向 上 ,其 概 
率 等 于 了 ， 记 作 P{X .类似 地 ， P{X 一 0) 一己， P{X 一 1) 一 志和 P{X 一 0) 一 亏 完 


全 地 刻画 了 XX wp 

定义 12.5 设 随 机 试验 的 样本 空间 为 02, 称 定义 在 QQ 上 的 实 值 函数 X:Q 习 R 为 随机 变 
量 . 通 营 把 义 (w)(wEQ) 何 记 作 XX. 

当 吧 为 离散 样本 空间 时 ,X 只 可 能 取 到 有 和 穷 个 或 可 数 无 穷 个 值 , 称 这 样 的 随机 变量 X 
为 离散 型 随机 变量 . 

设 X 是 一 个 离散 型 随机 杰 量 , 它 可 能 取 到 的 人 为 aaz,… (有 和 穷 个 或 可 数 无 穷 个 ) , 称 

TREE 一 1 2 

为 X 的 概率 分 布 律 ,简称 为 分 布 律 . 

根据 概率 的 性 质 , 分 布 律 满足 下 述 条 件 : 


(1) 对 所 有 的 有 ,0 三 pi 三 1; 

(2) 之 加 1]. 

例如 ,本 节 开 始 时 对 挪 硬币 试验 定义 的 X 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 它 的 分 布 律 为 
P{X 一 1)} 一 广 ,P{X 一 0) 一 到. 


例 12.9 套 圈 游 戏 . 某 人 反复 套 同一 个 目标 ,直到 套 中 为 止 ,把 套 中 目标 所 用 的 次 数 记 
作 X. 设 他 每 次 套 中 目标 的 概率 为 p(0 二 p 二 1) 且 是 否 套 中 是 相互 独立 的 , 试 给 出 X 的 分 
解 ” 显 然 ,X 可 能 取 到 任意 的 正 整 数 ， 当 X= 二 k 时 ,表示 前 & 一 1 次 都 没有 套 中 ,第 次 
套 中 . 由 题 设 ， 
P{X=k}=g!p B= em 其 中 g 一 1 一 户 
事件 的 独立 性 可 以 推广 到 随机 变量 . 
定义 12.6 设 X 和 节 是 两 个 离散 型 随机 变量 ,它们 的 分 布 律 分 别 为 
PIX=ai}=p; 1 二] ,2 
和 
PIY=b;}=g, j 三 1 ,2 
如 果 对 每 一 对 i 和 j ,事件 {X==a;} 和 {Y==6;} 相 互 独立 , 即 
P(X = YY = } = i,j 二 1,2,* 
则 称 X 和 Y 相互 独立 . 
设 Xi , 羡 ，，,…, 义 ,是 nn 个 离散 型 随机 变量 ,X; 的 分 布 律 为 
PIX;—as}—=pss 7 一 1 2 ， i],2,""*,n 
如 果 对 所 有 的 六 ,js，… ,jn， 事 件 (X1 二 a (12 一 aa 凡人 一 am 相互 独立 , 则 称 Xi， 
XX，，,… , 义 , 相 互 独立 . 


12.3.2 常用 分 布 

1， 0-1 分 布 

如 果 X 的 分 布 律 为 

P{X=1}==p,， P{X=0} 一 g， 其 中 gq 一 1 一 p， 0 达 p 达 1 

则 称 X 服从 0-1 分 布 . 

2. 二 项 分 布 

如 果 X 的 分 布 律 为 

P{X=A)=(? joe” ‘二 0,1,…,n， 其 中 g==1 一 p， 0 三 p 三 1 


则 称 X 服从 二 项 分 布 , 记 作 X~B(n,p). 
在 n 次 伯 努 利 试验 中 ,事件 A 发 生 的 次 数 X 服从 二 项 分 布 B(n;p), 其 中 p 王 P (A). 
3. 泊 松 分 布 
如 果 X 的 分 布 律 为 


EE 
P{X=k}=oe™, Bd 
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则 称 入 服从 泊 松 (Poisson) 分布. 

泊 松 分 布 是 广泛 使 用 的 一 种 分 布 ,在 固定 的 时 间 间 隔 内 稀有 事件 发 生 的 次 数 都 可 以 认 
为 服从 泊 松 分 布 ， 例 如 ,在 5 分 钟 内 ,网 站 主页 被 点 击 的 次 数 ,电话 交换 台 接 到 请 求 通话 的 
次 数 , 车 站 候车 的 旅客 人 数 ,一 块 放 射 性 物体 放射 出 的 粒子 数 ,数字 通信 中 的 误 码 数 等 . 

4. 超 几 何 分 布 

设 有 N 个 小 球 ,其 中 有 M 个 红 球 .从 中 任 取 n(n 夺 NN 一 和 个, 记 这 个 中 的 红 球 数 为 


X , 则 X 的 分 布 律 为 
时 [gg 
P{X=k}=M k=0,1,.,l 


N 
nn 
其 中 7 一 min(z MD) , 称 X 服 从 超 几 何 分 布 . 


s. 几何 分 布 

设 在 们 努 利 试验 中 ,每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 p (0 二 pp 二 1). 把 事件 A 首次 发 生 
时 的 试验 次 数 记 作 和 , 则 X 的 分 布 律 为 

FE 

称 X 服从 几何 分 布 . 

6. 巴 斯 卡 分 布 与 负 二 项 分 布 

设 在 们 努 利 试验 中 ,每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 上 (0 二 p 二 1). 把 事件 A 第 r 次 发 生 
时 的 试验 次 数 记 作 X, 则 X 的 分 布 律 为 
一 1 
一 1 
称 X 服从 帕斯卡 (Pascal) 分 布 . 

令 Y 二 XX 一 r,Y 是 在 但 努 利 试验 中 事件 A 第 r 次 发 生前 A 不 发 生 的 次 数 ,Y 的 分 布 
律 为 


P(X= 人 一 人， bu a nn 其 中 "i rr 为 正 整 数 


P{Y=&k}=P{X=k+r} = (i ap’ | 
称 Y 服从 负 二 项 分 布 . 
负 一 项 分 布 的 各 字 来 源 于 (“1 ])= [和 C1) [其中 [有 恰好 是 


(1 十 g) 下 的 展开 式 中 g* 的 系数 : (1 十 go 一 一 >》， (ee 这 里 把 组 合 数 | ”| 中 的 n 推广 到 负 


k=0 
整数 . 当 n= 二 一 r 时 ， 
A ed Ct cient od ca tn 5 2 Be 
sk k: _\ 


12.3.3 数学 期 望 


定义 12.7 设 离散 型 随机 变量 X 的 分 布 律 为 
PIX=a} = p k=1,.2,.…… 


如 果 > aa 绝对 收敛 , 则 称 它 是 X 的 数学 期 望 ,简称 期 望 , 记 作 EE(X) ,或 下 X， 即 
EFE(X) = Daips 

数 竺 期 望 是 随机 变量 所 有 可 能 取 值 的 平均 值 . 定义 中 bp3 是 对 X 的 所 有 可 能 的 取 值 求 
和 ,可 能 只 有 有 限 项 ,也 可 能 有 无 穷 多 项 . 当 只 有 有 限 项 时 ,不 存在 收 伍 问题 ,这 里 约定 认为 
是 绝对 收敛 的 . 当 有 无 筋 多 项 时 ,绝对 收 伍 保证 该 级 数 收 伍 且 级 数 的 和 与 项 的 顺序 无 关 . 
今后 遇 到 类 似 情 况 都 采用 这 种 记 法 ,不 再 一 一 说 明 . 

例 12. 10 ”0-1 分布 的 数学 期 望 . 

解 设 和 服从 0-1 分 布 ,分 布 律 为 

P{X=1}=p, P{X=0} 一 g,， 其 中 gq] 一 p， 0 二 pp 三 1 
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由 定义 
E(X)=0Xgi1lXxXp=p 
例 12.11 某 甲 练习 打靶 ,对 一 个 训 标 进行 射击 直到 击 中 为 止 ,人 然后 转 问 下 一 个 训 标 . 
设 甲 的 命中 率 为 p(0 二 p 二 1) , 求 甲 击 中 一 个 靶 标 所 需 的 平均 射击 次 数 . 
解 ” 设 甲 对 一 个 靶 标 射击 的 次 数 为 X,X 服从 参数 pp 的 几何 分 布 ,分布 律 为 
P{X=k}=gr i!p,， 上 二 1,2,…， 其 中 gq 一 1 一 p 
对 一 个 靶 标 射 击 的 平均 次 数 为 


E(X) = >》 Ra 和 1 
六 一 ] 


p 
关于 随机 变量 函数 的 期 望 有 下 述 计 算 公 式 ， 
定理 12.3 设 p(Cz) 是 一 实 困 数 ,X 是 一 随机 变量 ,其 分 布 律 为 
PiX=a,}’= pp, k= ,2 
又 了 = pg(X). 如 果 >vp(ab) 访 绝对 收敛 , 则 


E(Y) = Dola) ps 
天 


证 明 Y=p(X) 也 是 一 个 离散 型 随机 变量 . 设 它 的 可 能 取 值 为 ,如 ，…, 记 p= 
P{Y=6,), i 二 1,2,…, 则 p' 一 >， .于 是 ， 


ap) =6; 
yp 一 bb 5 p.] = 5 5 povp 
i i plar)=b, 。 i pla)=b 
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这 里 仅 对 下 述 特殊 情况 加 以 证 明 . 假设 对 每 一 个 i, 只 有 有 限 个 a 使 o(ai) 一 5b;, 由 于 绝对 
收敛 的 级 数 可 以 任意 交换 项 的 次 序 , 并 且 收 敛 级 数 可 以 任意 合并 项 , 故 上 式 右 端的 级 数 也 绝 
对 收敛 是 等 于 》\o (ai)ps ,得 证 结论 成 立 . 


数学 期 望 具有 下 述 性 质 . 
性 质 12.3.1 E(C)=C. 
性 质 12.3.2 ECCX) 王 CECX). 
性 质 12.3.3 天 (X 十 Y) 王 已 (X) 士 已 (Y). 
更 一 般 地 ,E(Xi 十 义士 … 十 XX,) 二 E(X1) 十 E(X;,) 十 … 士 E(X,). 
性 质 12.3.4 如 果 久 与 Y 相互 独立 , 则 E(XYD) 一 E(X)E(Y). 
更 一 般 地 ,如 果 Xi , 义 , ,…, 义 ,相互 独立 , 则 
E(XIX,*** KX,)=E(XI)E(X,):…E (X,) 
性 质 12.3.5 施 所 效 (Schwarz) 不 等 式 . 
LEX ET YE(Y 
在 上 面 的 式 子 中 C 是 营 数 ,并 假设 所 提 太 的 数学 期 望 存在 . 
例 12.12 二 项 分 布 的 数学 期 望 . 
解 ” 设 XX 一 B(n,p), 可 以 根据 定义 直接 计算 E(X) ,在 化 简 结 果 时 需要 一 点 技巧 .下面 
把 六 分 解 成 n 个 随机 变量 的 和 ,从 而 可 以 利用 性 质 12. 3. 3 进行 计算 . 
把 X 看 作 次 伯 努 利 试 验 中 事件 A 发 生 的 次 数 , 每 次 试验 A 发 生 的 概率 为 p. 令 
] 行 第 & 次 试验 A 发 生 
本 k=1,2,.,n 
| 右 第 & 次 试验 A 不 发 生 
Xi, 义 ;，… ,处 ,相互 独立 且 都 服从 参数 p 的 0-1 分 布 . 由 例 12. 10, ECX) 王 总， 又 X 王 Xi 十 
X; 十 … 十 X,， 于 是 ,得 到 
E(X)= E(X,)+ E(X;,)…++ E(X,)=np 


12.3.4 方差 
定义 12.8 ”如果 E[(X 一 EX)*] 存 在 , 则 称 它 为 随机 变量 X 的 方差 , 记 作 D(X) 或 
DX,， 妈 
ns 
设 X 的 分 布 律 为 
P{X=a,}= pr k=1,2,.… 
则 


D(X) = > (as — EX)’ps 
中 


DX 等 于 X 偏离 平均 值 EX 的 大 小 的 平方 的 平均 值 , 从 而 刻画 了 X 取 值 的 分 散 程 度 . 
DX 越 大 ,X 的 取 值 越 分 散 ; DX 越 小 ,X 的 取 值 越 集中 . 
方差 有 下 述 计 算 公 式 
D(X)=E(X’)— (EX)’ (12. 1) 
证 明 D(X)= 一 EL(X—EX)?] 
~—ELX:—2XEX+ (EX)’ | 


=E(X’)—E(2XEX)+EL(EX):’] 

注意 到 EX 是 常数 ,EE(2XEX)= 二 2(EX)?, EL[L(EX)?]= 二 (EX)?. 代入 上 式 即 可 得 到 
式 (12. 1). 

例 12.13 0-1 分 布 的 方差 . 

解 ” 设 久 服从 0-1 分布 ,分 布 律 为 

P{X=1})}==p， P{X=0} 二 g， 其 中 g=1 一 p， 0 二 pp 三 1 
已 知 EX=p, 又 E(X’)= 二 0:Xg 十 1? Xp 二 bp, 由 式 (12.1), 得 
DX=p—p’=pq 

方差 具有 下 述 性 质 . 

性 质 12.3.6 D(C)=0. 

性 质 12.3.7 D(CX)== CD(X). 

性 质 12.3.8 如 果 X 与 了 相互 独立 , 则 DCX 十 Y) 王 DCX) 十 DCY). 

更 一 般 地 ,如 果 Xi ,X,， ,…,X 相互 独立 , 则 

万 (X 十 和 士 … 十 和) 一 万 (XI 十 万 (X3) 十 … 十 万 (和 ) 

例 12.14 二 项 分 布 的 方差 . 

解 ”由 例 12.13, 设 X 一 BC,p) , 则 X 王 Xi 十 X 十 … 十 X, ,其 中 Xi,X， ,…,X, 相 互 独 
立 昌都 服从 参数 为 p 的 0-1 分 布 . 于 是 ,由 性 质 12. 3. 8 知 

D(X)=D(X)T D(X;,)T… T+ D(X,)=npg, 其 中 g 一 1 一 p 

定理 12.4( 切 比 雪 夫 不 等 式 ) ” 设 随机 变量 X 的 期 望 EX 和 方差 DX 存在 , 则 对 任意 的 
E 一 0， 
DX 


2 
一 


P{ | X—EX | 之 e}< 


证 明 设 X 的 分 布 律 为 
PIX=a,}’= pp, k=] ,2 


P{|X—EX| 宇 e}= >, yp, 


ai —EX | 完 e 


DX 刻画 了 X 取 值 的 分 散 程 度 , 切 比 雪夫 不 等 式 对 此 在 数量 上 给 出 了 明确 的 描述 . 取 
E 一 大 VDA 9 


P{ | XxX—EX | >k VDX } 祥 总 
上 式 表 明生 落 人 (EX 一 & VDX ,EX 十 k VDX ) 内 的 概率 不 小 于 - 例如 , 取 有 三 3. 16， 


X 落 人 (EX 一 3.16 VDX ,EX 十 3.16 VDX ) 内 的 概率 不 小 于 0. 90. 对 于 固定 的 &,DX 越 
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大 ,这 个 区 则 越 长 ,表明 X 的 取 值 越 分 做 ; DX 越 小 ,这 个 区 间 越 短 ,表明 X 的 取 值 越 集 中 ， 
最 后 给 出 和 矩 的 概念 . 
定义 12.9 设 有 & 是 正 整数 ,如 果 民 (X) 存 在 , 则 称 它 是 X 的 天 阶 原点 矩 . 
设 X 的 分 布 律 为 
n= = i 


EC(X:) = Yatp; k=1,2,. 
1 阶 原点 矩 就 是 数学 期 望 . 


12.4 概率 母 函 数 


本 节 只 考虑 取 非 希 整 数值 的 随机 变量 . 当 随 机 变量 只 取 非 负 整 数值 时 ,把 它 的 分 布 律 
看 作 一 个 序列 {pi;}) ,这 个 序列 的 生成 函数 称 作 该 随机 变量 的 概率 母子 数 . 概率 母 限 数 包含 
了 随机 变量 的 全 部 信息 . 可 以 利用 概率 母 哺 数 计算 期 望 和 方差 以 及 分 布 律 . 

定义 12.10 设 随 机 变量 X 的 分 布 律 为 

P{X=k}= p, R 一 0,1,2,… 
称 
px (Cs) = EC(s*) = > pis 一 1 这 5 之 1 

为 X 的 概率 母 函数 ,简称 母 水 数 . 在 不 会 混淆 的 情况 下 ,可 简 记 作 y(s). 

由 于 y(1) = 7》pr = 1, 级 数 > pis* 在 [一 1,1] 上 绝对 且 一 致 收敛 ,因此 %(s) 在 


[一 1,1] 上 有 定义 . 
例 12.15 0-1 分 布 的 母 阻 数 . 
解 设 P(X 一 1) 一 户 P{X 二 0} 二 g, 其 中 gq 二 1 一 p, 0 二 p 二 1， 由 定义 
J(s)=g ps 
例 12.16 泪 松 分 布 的 母 男 数 . 


此 
解 设 PIX=k) 一 全 e， 0 由 定义 


概率 母子 数 具 有 下 述 性 质 . 

性 质 12. 4. 1( 线 性 性 质 ) yxjis(s) 二 ssyx(s*), 其 中 a,b 是 非 负 整数 . 

性 质 12. 4.2 ”有限 个 独立 随机 变量 和 的 母 限 数 等 于 各 个 随机 变量 母 函数 的 乘积 . 即 ， 
设 Xi ,处 ;，…, 义 ,相互 独立 , 母 隐 数 依次 为 名 (5) ,yo(s),… ,J(s). 又 了 二 XX! 十 Xs 十 … 十 
X,, 则 


， 第 

gy Cs) = | | ws) 局 
i 二 1 

章 


性 质 12. 4.3 设 ECX?) 存 在 , 则 
E(X)=y (1), E(X:)=Y (1)+y (1) 
D(X)=Y (D+ 1)— (1) 
证 明 下 面 仅 证 明 性 质 12. 4. 3, 其 余 2 条 留 作 习题 (见习 题 12. 39). 
由 于 ECX2:) 一 2》 jk?pi 存在 , 当 一 1 过 s 志 1 时 ， 
天 
> | (prs*)” | 二 > | kprs” | 二 Dkps < 和 
天 严 天 k 
> | (ps | 一 >》 RCE— Dp | > 2 访 
kk 此 严 
>Rbisec 和 >RGR 一 1)pcsc2 在 [一 1,1] 上 一 致 收 伍 , 故 必 (s) = 》 kpis*1,J(s) 一 
天 此 上 
>.k(k 一 1)prs*“. 于 是 ， 
J (1) = > kp; = EC(X) 
上 
1) 一 > 人 (有 一 1) 加 一 Dkipi— Dkps = EC(X)— E(X) 
上 上 上 
得 证 
E(X)=y (1) 
E(X’)= (1)+y (1) 
D(X)= E(X’)— (EX):= (1)+y (1)—y (1) 

例 12.17 二 项 分 布 的 母 困 数 . 

解 设 A~P(ln,p) :由 太一 入 十 六 ， 十 … 十 本 ,其 中 XI ， 有 入? 是 ,和 ,相互 独立 且 都 服从 
参数 为 pb 的 0-1 分 布 , 由 例 12.15 ,已 知 X; 的 母 图 数 为 内 (*) 一 dg 十 ps 一 1,2,…, 72、 于 是 ， 
根据 性 质 12. 4. 2 ,得 yx (s) 二 (g 十 ps)". 

例 12.18 利用 母 函数 计算 几何 分 布 的 期 望 和 方差 . 

解 ” 设 XX 服从 参数 pp 的 几何 分 布 ,分 布 律 为 

P{X=k}=g:-1p, k 二 ],2,…， 其 中 0 一 1 一 户 


它 的 母 函 数 为 
J(s) 一 Sp = ps >, (qs )*-! 一 一 在 
=] k=] l—gs 
Fe p a 一 4pq 
A 1 (1—gsy 
fr ] Wr 20 
(1) 一 一 ， (1 ) 一 一 
y p yp p? 
根据 性 质 12. 4. 3, 得 
E(X)=， DCX) 一 各 十 二 一 [三 一 了 
p p p \Pp. p 


这 里 得 到 的 EE(X) 与 例 12. 11 的 计算 结果 是 一 样 的 . 
将 母 图 数 Jy(s) 展 开 成 ; 的 需 级 数 ,” 的 系数 即 为 四 三 已 { 生 一 R} ,因此 可 以 由 母 图 数 得 到 


高 族 数 学 ( 利 3 瞩 ) 


随机 变量 的 分 布 律 . 也 就 是 说 ,随机 变量 的 分 布 律 由 母 函 数 唯 一 决定 . 
例 12.19 设 X,Y 分 别 服 从 参数 ,wz 的 泪 松 分 布 且 相互 独立 , 求 2Z=XT+Y 的 分 布 律 . 
解 ” 根 据 例 12. 16 的 计算 结果 ,rs) 一 ec ,ws) 一 ec .由 性 质 12.4.2 知 ， 
7z(5) 一 ee em 一) 一 24TAG 1) 
这 是 参数 4 十 的 泊 松 分 布 的 母 函数 ,由 于 随机 变量 的 分 布 律 由 母 函 数 唯 一 决定 , 故 Z= 
XX 十 Y 服从 参数 4 十 4 的 泊 松 分 布 . 
例 12.20 掷 5 枚 货 子 . 假设 仍 子 都 是 均 义 的, 求 5 枚 盘子 的 点 数 之 和 等 于 15 的 概率 . 
解 记 X 为 第 ; 枚 蜗 子 的 点 数 ,; 一 1,2,…,5. 5 枚 角子 的 点 数 之 和 六 二 Xi 十 Xz 十 … 十 
4 


Xi; 的 分 布 律 为 P{X: 一 全 一 于 惟一 1,2,…,6, 母 函数 为 
al av Lo stl—s) CR 
Wi (s) 6 (ss Ts ) 6C1—s) 1 一 ] ,2,*** ,5D 


Xl ， 从 3 ,; 义 ;相互 独立 ， 由 性 质 12. 4. 的 母 函 数 
- 5 6 \5 
J(s) 一 [ys) GCT 
= 训 (1 一 ) (1 一 s) 


“(1—5s 十 1]0s 一 … 一 s”) bp (一 :|( 上 
6 k=0 ~ k 


ys) 中 的 系数 为 


| 


DX 


| {95X66Xw= X14 DX6X7X8 
101 41 


这 就 是 所 求 的 概率 . 
习 并 


12.1 从 一 副 扑克 有 牌 的 13 张 黑 桃 中 ,一 张 接 一 张 有 放 回 地 抽取 3 张 , 求 
(1) 没有 同 号 的 概率 . 
(2) 有 同 号 的 概率 . 
(3) 至 多 有 2 张 同 号 的 概率 . 
12.2 箱 中 有 10 件 电子 产品 ,已 知 其 中 混 有 3 件 次 品 . 为 了 找 出 次 品 ,和 逐 件 进行 测试 . 试 求 
(1) 只 测试 3 件 就 找到 全 部 次 品 的 概率 . 
(2) 测试 10 件 才 找到 全 部 次 品 的 概率 . 
12.3 有 2 只 红 球 和 2 只 绿 球 ,将 这 4 只 球 随机 地 放 人 2 个 盒子 中 ,每 个 盒 中 放 2 只 球 , 求 


1z2. 
12. 


la. 


> 


CT] 


1 2 1 


2。 


1 2“ 


12. 


14. 
12. 


】 2 


12。 


】 2 


1z. 
】 2 


14. 


Co 


13 


14 


16 
1 


18 


同色 球 在 同一 盒 中 的 概率 ， 
据 2 枚 骨 子 总 点 数 为 8 与 毛 3 枚 般 子 总 点 数 为 8, 哪 种 可 能 性 更 大 ? 
掷 2 枚 仍 子 总 点 数 为 9 与 据 3 枚 般 子 总 点 数 为 9, 哪 种 可 能 性 更 大 ? 


掷 2 枚 完全 相同 但 不 均匀 的 骨 子 ,证 明 点 数 相同 的 概率 不 小 于 二 


4 个 人 中 至 少 有 2 人 的 生日 在 同一 天 的 概率 是 多 少 (假设 一 年 365 天 )? 
袋 中 有 编号 为 1,2,3,4 的 4 个 小 球 , 从 袋 中 不 放 回 地 取 4 次 ,每 次 取 一 个 , 求 每 次 取 
到 的 编号 都 与 次 序 不 同 的 概率 . 
设 A,B 是 2 个 随机 事件 ,已 知 P(A)==0.4,P(B)==0.3. 
(1) 如 果 PCAUB)==0.6, 求 P(AB),P(A1B). 
(2) 如 果 A 和 B 互 不 相 容 , 求 P(AUB),P(A 一 B). 
(3) 如 果 A 和 B 相互 独立 , 求 PCAUB),P(A 一 B). 

设 A,B 是 2 个 随机 事件 且 AUB ==0Q, 证 明 : 

P(AB)= P(A)P(B)— P(A)P(B) 

证 明 : PCAi1UAsU…UA,) 三 P(A1) 十 P(A,) 十 … 十 P(A,). 

将 3 个 乒乓 球 放 入 4 只 杯子 中 ,每 个 乒乓 球 放 人 每 只 杯子 中 的 可 能 性 相同 . 求 杯 中 
球 的 最 大 个 数 为 1,2,3 的 概率 . 

3 个 人 各 自 独 立地 破译 一 个 密码 ,他 们 能 破译 的 概率 分 别 为 0.2,0.4 和 0.25. 求 这 
个 密码 能 被 破译 的 概率 . 

盒 中 有 12 只 乒乓 球 ,其 中 9 只 是 新 的 ,3 只 是 用 过 的 . 第 一 次 从 中 任 取 3 只 ,用 后 放 
回 盒 中 . 第 二 次 再 从 盒 中 任 取 3 只 ， 

(1) 求 第 二 次 取 到 3 只 新 球 的 概率 . 

(2) 已 知 第 二 次 取 到 3 只 新 球 , 求 第 一 次 取 到 3 只 新 球 的 概率 . 

设 Bi ,B, ,… ,了 ,是 样本 空间 的 一 个 划分 且 P(B)>0, i 一 1,2,…,n,A 是 任意 随机 
事件 且 了 (CA)> 盖 0, 则 对 每 一 个 zi 一 1,2，……,7)， 

P(CB;)P(CAIB;) 
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> PB,) P(AIB,) 


此 式 称 作 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 . 

证 明 : 如 果 A 与 B 相互 独立 , 则 A 与 B,A 与 B,A 与 B 也 相互 独立 . 

里 耶 (Polya) 坛 子 模型 . 设 坛 子 中 有 2 个 黑 球 和 7 个 红 球 , 现 从 中 每 次 取出 一 个 ， 
取出 后 放 回 ,并 将 c 个 与 所 取出 的 球 同 颜色 的 球 放 入 坛 中 . 记 B,: 第 n 次 取得 黑 
球 ,证 明 : 


这 里 5 和 rr 是 正 整数 ,c 是 整数 ,并 且 当 c 一 0 时 ,十 r 一 (2 一 1)c 六 0. 当 c= 二 0 时 为 放 
回 抽 样 , 当 c 二 一 1 时 为 不 放 回 抽样 ， 

巴 拿 赫 火柴 问题 . 某 人 买 了 2 盒 火柴 ,每 盒 有 7 根 , 每 次 从 任 一 盒 中 取 一 根 使 用 . 求 
当 他 用 完 一 盒 ( 取 最 后 一 根 ) 时 , 男 一 盒 有 7r(l 志 7 三 n) 根 的 概率 . 又 问 : 另 一 盒 剩 几 
根 的 可 能 性 最 大 ? 
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】 2 


1 2 


【号 


20 


21 


py 
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买 票 问题 . 2n 个 人 排队 买 票 ,其 中 地 个 人 每 人 拿 一 张 5 元 人 民 币 ,个 人 每 人 拿 一 
张 10 元 人 民 币 . 每 张 票 5 元 ,售票 处 没有 预备 零钱 , 求 售 票 中 没有 人 因为 找 不 了 钱 
必须 让 后 面 的 人 先 买 的 概率 . 

zj(% 一 M 


对 超 几 何 分 布 验证 ， 》， ey 二 1, 其 中 N,M,n 均 为 正 整 数 , MN， 


< 和 一 M, 一 mintM ,7 

四 < R 十 r 一 1 oe a z : 

对 负 二 页 分 布 验 证 : | gp 一 ] ， 其 中 0 pp 二 1， 一 人 一方， r 是 正 
ET 


袋 中 有 1,2,3,4,5 这 5 个 号 码 牌 ,从 中 任 取 3 个 ,以 X 表示 取出 的 3 个 号 码 中 的 最 
大 号 公 . 试 写 出 X 的 分 布 律 . 
盒 中 有 3 个 日 球 和 2 个 黑 球 ,从 中 任 取 2 个 ,以 X 表 示 取 得 的 日 球 数 , 试 写 出 X 的 


分 布 律 . 
设 某 射手 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 0.8, 共 射击 30 次 , 求 击 中 目标 次 数 X 的 分 布 


设 某 射手 每 次 射击 击 中 目标 的 概率 为 0.8 ,连续 向 一 个 目标 射击 ,直到 击 中 目标 为 
止 . 求 射击 次 数 X 的 分 布 律 . 

设 昆 虫 产 卵 数 X 服从 参数 1 的 泊 松 分 布 , 又 设 一 个 虫 卵 能 孵化 成 昆虫 的 概率 为 
p(0 二 p 二 1) ,并 且 虫 卵 是 否 能 孵化 成 昆虫 是 相互 独立 的 ,把 此 昆虫 下 一 代 的 条 数 记 
作 了 , 试 给 出 Y 的 分 布 律 . 

有 m 个 盒子 和 许多 小 球 ,将 小 球 一 个 一 个 地 放 人 盒子 中 ,每 个 小 球 放 人 每 个 盒子 的 
可 能 性 相等 . 试 写 出 下 述 随 机 变量 X 的 分 布 律 . 

(1) 共 放 了 个 小 球 ,X 是 某 个 指定 的 盒子 中 的 小 球 数 . 

(2) X 是 第 一 次 把 小 球 放 人 某 个 指定 的 盒子 中 后 , 放 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 . 

(3) X 是 在 某 个 指定 的 盒子 中 放 入 第 r 个 小 球 后 , 放 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 ， 

(4) X 是 直到 每 个 盒子 中 都 有 小 球 时 放 人 所 有 盒子 中 的 小 球 数 ， 

设 X 一 B(0z bp) ,整数 &,0 委 & 委 7. 证 明 : 


(1) P(X>#}< (7 jo’ 


C2) P(X<R< (Ya 


某 射 手 的 命中 率 为 p(0 二 p 二 1) ,他 每 次 取 10 发 子弹 , 奉 击 中 目标 或 打 完 了 子弹 就 
结束 这 次 练习 . 问 他 每 次 练习 平均 用 几 发 子弹 ? 

求 习 题 12. 22 和 习题 12. 23 中 的 X 的 期 望 和 方差 . 

据 n 枚 角子 , 求 点 数 之 和 的 期 望 和 方差 . 

将 nn 个 小 球 放 入 mm 个 盒 中 , 设 每 个 小 球 放 入 每 个 盒 中 是 等 可 能 的 , 求 有 球 的 盒子 数 
的 期 望 . 

甲乙 两 人 对 局 ,约定 连 胜 两 局 者 获胜 并 终止 这 次 比赛 . 设 在 每 局 中 甲 获胜 的 概率 为 


1 2。 
1z2. 


2。 


la. 


lao, * 


12. 


La 


12. 
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34 
9 


30 


31 


a 


40 


41 


p; 乙 获胜 的 概率 为 1 一 p, 求 他 们 每 次 比赛 的 平均 对 局 数 . 
袋 中 有 个 有 号 球 ,一 1,2,…,72， 从 中 摸 出 一 个 球 , 求 摸 出 的 球 的 号 码 的 期 望 ， 

设 f(x) (zx 宇 0) 单 调 非 降 且 恒 大 于 0, 又 设 久 是 一 离散 型 随机 变量 且 ELf(X)] 存 
在 . 证 明 : 对 任意 的 1 二 0， 
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P{|X| >t) < FELf |X|)] 
设 XX 是 一 非 负 离 散 型 随机 变量 且 E(X) 存 在 . 证 明 : 对 任意 的 />0， 
P{X>1} <7ECX) 


此 不 等 式 称 作 马尔 可 夫 不 等 式 . 
设 随机 变量 X 取 非 负 整 数值 且 数 学 期 望 存在 , 试 证 明 : 
E(X) = >》,P{X 宇 &} 


设 离 做 型 随机 变量 入 1， 和 zz，… 从 ， 的 数学 期 望 存在 9 的 分 布 律 为 PY=1) iy 试 
证 明 . 


:1 
证 明 母 函数 的 性 质 12. 4. 1 和 性 质 12. 4. 2 , 即 

(1) gx4s(s) 二 syx(s*), 其 中 4a,b 是非 负 整 数 . 

(2) 设 1, 鲜 ,，…, 义 ,相互 独立 , 母 函数 依次 为 (G5),go(s),… J,(5). 叉 Y 了 二 和 Xi 十 
广 , 十 … 十 义 ,， 由 


gy Cs) = [| ws) 
i=1 


XX 十 … 十 X,. 证 明 :X 服从 参数 p,r 的 帕斯卡 分 布 . 

设 X 服 从 参数 p,r 的 帕斯卡 分 布 ,其 中 0 二 p 二 1, r 是 正 整 数 . 试 计 算 X 的 母 函 
设 在 伯 努 利 试验 中 ,每 次 试验 事件 A 发 生 的 概率 为 p (0 二 p 二 1). 把 首次 出 现 A 发 
生 之 后 接着 A 不 发 生 的 试验 次 数 记 作 头 , 即 XX 二 n 当 且 仪 当 使 得 A 在 第 n 一 1 次 发 
生 且 在 第 ”次 不 发 生 的 最 小 的 z. 求 X 的 母 限 数 以 及 数学 期 望 和 方差 . 


三 一 
[KS 


初等 数论 和 概率 统计 在 计算 机 科学 技术 中 有 着 广泛 的 应 用 ,本 和 章 仅 涉及 几 个 典型 的 应 
用 , 管 中 宁 鹏 ,6 ,可 风 一 王 . 


13.1 密码 学 


13.1.1 民 撒 密码 


数论 在 密码 学 中 起 看 重要 的 作用 . 早 在 公元 前 罗马 星 病人 已 撤 (J. Caesar) 就 已 经 使 用 密 
码 传 递 作 战 命令 . 他 的 加 蜜 方法 是 把 每 个 字母 按 字 母 表 的 顺序 癌 后 移动 3 最 后 3 个 字 
母 依次 变 成 前 3 个 字母 ， 例如,“SEE YOU TOMORROW”, 经 过 加 密 变 成 
“VHHBRXWRPRUURZ”( 忽 略 掉 空 格 ). 
所 谓 密 码 ,简单 地 说 就 是 一 组 含有 参数 & 的 变换 玉 . 信息 mm 通过 变换 玉 得 到 c= 
El(m). 原始 信息 m 称 作 明文 ,经 过 变换 得 到 的 信息 c 称 作 密 文 . 从 明文 得 到 密 文 的 过 程 称 
作 加 密 ,变换 称 作 加 密 算 法 ,参数 & 称 作 密 钥 . 同一 个 加 密 算 法 ,可 以 取 不 同 密 钥 ,给 出 不 
同 的 加 密 结 果 . 
EO 顺序 循环 移动 & 位. 取 有 =3 就 是 前 面 所 说 的 加 
密 算法 . 用 数字 0 一 25 分 别 表示 26 个 字母 ,这 个 算法 可 表示 成 
E(i)= (i 二 +k)mod 26 1 一 0,1,…，,25 

其 中 密 钥 是 任意 的 整数 . 仍 用 前 面 的 例子 “SEE YOU TOMORROW” 数 字 化 后 为 
184424142019141214171714 22 

取 & 王 3, 加 密 后 得 到 密 文 
2177117232217151720201725 

即 VHHBRXWRPRUURZ. 

从 密 文 c 恢复 明文 mr 的 过 程 称 作 解密 . 解密 算法 D 是 加 密 算法 EE 的 逆 运 算 . 解密 算法 
也 含有 参数 , 称 为 解密 算法 的 密 钥 . 解密 算法 的 密 钥 与 加 密 算 法 的 密 铀 有 关 ,传统 密码 的 解 
密 算 法 的 密 钥 可 以 由 加 密 算 法 的 密 钥 推出 . 人 撤 密 人 码 的 解密 算法 是 

D(i)=(i—k)mod 26 1 一 0,1,… ,25 
它 的 解密 算法 的 密 钥 与 加 密 算 法 的 密 钥 相同 . 

密码 要 求 加 密 算 法 瓦 是 容易 计算 的 ， 只 要 知道 密 钥 ,解密 算法 的 计算 也 是 容易 的 . 关 

键 之 处 是 要 求 , 如 果 不 知道 密 钥 ,就 不 可 能 (至 少 是 很 难 ) 从 密 文 c 恢 复明 文 m. 万 一 密 文 落 
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人 第 三 者 手中 ,只 要 第 三 者 得 不 到 密 钥 就 无 法 知道 明文 的 内 容 . 可 见 保证 密 钥 的 安全 是 至 
关 重 要 的 . 

局 撤 密 码 的 加 密 算 法 太 向 单 . 如 果 有 足够 长 的 密 文 ,通过 统计 各 个 字母 以 及 字母 之 间 
关联 出 现 的 频率 可 以 破解 出 密 钥 ,因此 已 撤 密 人 码 是 不 安全 的 . 这 种 类 型 的 稍微 复 条 一 点 的 
加 密 算 法 是 

E(i1)= (aib)mod 26 i 二 0,],*… ,25 
其 中 4a 和 2 是 整数 . 为 了 保证 已 是 双 射 ,a 应 满足 一 定 的 条 件 ( 见 习题 13. 3). 

用 一 个 字母 代替 另 一 个 字母 的 密码 很 容易 被 分 析 字 母 频 率 的 方法 破译 . 更 复杂 一 些 的 
加 蜜 算法 是 用 一 段 字母 代 和 蔡 另 一 段 字 母 . 例如 , 维 言 利 亚 (Vigenere) 密 码 先 把 明文 分 成 右 
干 段 ,每 一 段 有 7 个 数字 , 密 钥 一 所 As， 加 密 算 法 

下 (7121 7722 711 ) 一 C1C2 Cn 


其 中 c; (mT k,) mod 20， 1 二 0 ,1 sD 二 z 一 ] .2 ,1. 
13.1.2 RSA 公 角 密码 


传统 密码 的 密 钥 是 对 称 的 ,只 要 知道 加 密 密 钥 就 能 推算 出 解密 密 钥 . 通信 双方 分 别 持 
有 加 密 密 钥 和 解密 密 钥 , 密 角 对 外 是 绝对 保密 的 ,必须 通过 秘密 梁 意 传送. 这 种 密码 称 作 私 
钥 密码 . 

随 着 计算 机 网 络 的 迅速 发 展 , 私 钥 密码 已 不 能 适应 计算 机 网 络 通信 的 保密 需要 . 第 一 ， 
私 钥 密码 的 密 钥 不 能 用 网 络 传送 . 为 了 确保 安全 ,应 定期 更 新 密 钥 , 密 钥 的 传送 需要 使 用 为 
外 的 秘密 渠 过 , 极 不 方便 . 第 二 ,一 对 密 钥 只 能 供 一 对 通信 的 双方 使 用 ,而 不 能 多 方 共用 . 
即使 是 一 个 集团 内 部 ( 假 变 无 须 保 密 ) 也 不 能 共用 密 钥 ,因为 这 样 是 极 不 安全 的 . 只 要 有 一 
个 人 不 慎 或 故意 泄密 ,就 会 使 整个 保密 系统 衣 溃 ,造成 灾难 性 的 后 果 . 假设 某 人 要 入 n 个 用 
户 进 行 保密 通信 ,就 需要 保存 7 个 加 密 密 钥 和 个 解密 密 钥 . 2 个 用 户 之 间 进 行 保密 通信 需 


要 | 2 ] 对 密 钥 , 保 管 如 此 多 的 密 钥 是 件 很 麻烦 和 很 不 安全 的 事情 ,何况 还 要 经 党 更新. 


迪 菲 C(W. Diffie) 和 海尔 门 (M. Hellman) 于 1976 年 提出 公 钥 密码 的 思想 . 这 种 密码 的 
密 钥 是 非 对 称 的 ,也 就 是 说 ,不 能 从 加 密 密 钥 推算 出 解密 密 钥 ,因而 加 密 密 钥 不 需要 保密 ,可 
以 公开 , 而 只 需 保 守 解 密 密 钥 的 秘密 . 硅 甲 将 他 的 加 密 密 钥 公布 ,任何 想 与 甲 通信 的 人 都 可 
以 使 用 这 个 加 密 密 钥 将 要 传送 的 信息 (明文 ;加密 成 密 文 发 送 给 甲 ， 只 有 甲 自己 知道 解密 密 
钥 ,能 够 把 密 文 还 原 为 明文 . 任何 第 三 方 即使 截获 到 密 文 也 不 可 能 知道 密 文 所 传送 的 信息 . 

RSA 公 钥 密码 是 玉 弗 斯 特 (Ron Rivest), 沙 米尔 (Adi Shamir) 和 阿 德 来 门 (Len 
Adleeman) 于 1978 年 提出 的 ,也 是 最 有 而 望 的 一 种 公 钥 密码 . 它 的 基础 是 欧 拉 定理 ( 定 
理 11.12), 它 的 安全 性 依赖 于 大 数 因子 分 解 的 困难 性 . 

取 两 个 大 素数 p 和 gqg(p 关 9), 记 nn 二 pg;$(n) 一 (p 一 1)(g 一 1) (见习 题 11. 53). 选择 正 
整数 xw,w 与 $(n) 互 条,; 设 d 是 ww 的 模 $(70) 逆 , 即 dw 三 1(mod $$(n)). 

RSA 密码 算法 如 下 : 首先 将 明文 数字 化 ,然后 把 明文 分 成 在 干 段 ,每 一 个 明文 段 的 值 
小 于 n. 对 每 一 个 明文 段 mm， 

加 密 算 法 c=E(m)=m”*mod n 

解密 算法 D(c)=c modn 
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其 中 ,加 密 密 钥 w 和 7 是 公开 的 , p,qg,$(n) 和 4d 是 保密 的 . 

下 面 证 明 解 密 算 法 是 正确 的 , 即 关 一 cmod n. 由 于 mm 二 n, 故 只 需 证 明 c 圭 m(mod 2) ， 
亦 即 mw 他 圭 m (mod n)， 因为 dw 硅 1(mod $(n)),， 所 以 存在 整数 使 得 dw 一 kp(n) 十 1. 分 
两 种 可 能 讨论 如 下 . 

(1) m 与 交互 率 , 由 欧 拉 定理 

m*" =] (mod n) 
即 可 得 到 


=m VT1l=m (mod n) 


(2) m 与 n 不 互 素 . 由 于 mn,n 二 pq,p 和 g 是 素数 且 p 隆 g, 故 mm 必 含 p 和 g 中 的 一 
个 为 因子 , 且 只 含 其 中 的 一 个 为 因子 . 不 妨 设 m= 二 cp 且 g m. 由 费 己 小 定理 
m? =1(mod g) 


a 


于 是 ， 
ms® =met Vd = d= (mod g) 
从 而 存在 整数 h 使 得 
m=—hg 二 1 
两 边 同 乘 以 m ,并 注音 到 mO—cp,， 
mt shcpgtm=hcntm 
得 证 
ms tm(mod n) 
即 
115 =m(mod n) 
RSA 公 饥 密码 的 加 密 算 法 和 解密 算法 都 要 作 模 习 硕 运算 a (mod n). 设 的 二 进 制 表 
示 为 5,-1…b1bo，, 即 
b=boTbi XX2 二 … 二 6,_1X2"™! 
于 是 ， 
a =a% X (aN Xe Xa (mod n) 
令 Ao 二 a,Aj 三 (A;_1)*(mod n) ,i 二 1,2,… ,7 一 1, 则 有 
4 三 Ab X Ah xX: XA! (mod n) 


这 里 
= 嘱 z i 二 0,]**…,r 一 1] 
1 右 已 一 0 


例 13.1 取 p==43,g 二 59,n 二 43X59= 二 2537,$(n)= 二 42 X58 二 2436,w=13. A， 
B,…,Z 依 次 用 00,01,…,25 表示 ,各 占 2 位 . 设 明 文 段 m= 二 2106, 即 VG. 密 文 c= 
2106*mod 2537. 计算 如 下 : 13 的 二 进 制 表 示 为 1101, 即 13 王 1 十 22 十 23. 

Ao==2106 寺 一 431(mod 2537) 

三 (一 4317) 三 560C0mod 2537) 

A, 三 560: 寺 一 988 (mod 2537) 

A; 三 (一 988)’ 三 一 601(mod 2537) 

9]06B 二 (一 43])X(—988)}XxX(—601}=2321 (mod 2537) 
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得 密 文 c 一 2321. 

又 设 收 到 密 文 0981, 要 把 它 恢复 成 明文 . 计算 13 ! 寺 937(mod 2436), 得 d 二 937. 明文 
m 二 981” mod 2537. 计算 如 下 : 937 的 二 进 制 表 示 为 1110101001, 即 937 王 1 十 2 十 2 十 
A i 

Ar 一 981 

Ai 夺 981’ 夺 838(mod 2537) 

As 三 838: 夺 一 505(mod 2537) 

A;s 三 (一 505)? 寺 1325 (mod 2537) 

A,S=1325: 二 21 (mod 2537) 

Ac=21: 二 441 (mod 2537) 

AsS=441: 寺 一 868(mod 2537) 

A:S=(—868)* 二 一 65(mod 2537) 

As=(—65)=—849(mod 2537) 

As=(—849): 二 293(mod 2537) 

981”7? 寺 981 X1325X 441X(—65)X(—849) X293 圭 704(mod 2537) 
得 明文 m' 二 0704, 即 HE. 

RSA 公 钥 密码 的 安全 性 依赖 于 大 整数 分 解 的 困难 性 . 如 果 已 知 分 解 式 n= 二 pg, 容易 计 
算出 w 的 模 $(7) 二 (p 一 1)(g 一 1) 逆 d. 现在 还 没有 在 不 知道 分 解 式 n= 二 pg 的 情况 下 解密 
的 方法 . 按照 现在 的 能 力 分 解 一 个 400 位 的 整数 需要 上 亿 年 的 时 间 , 因 此 当 p 和 g 是 200 
位 的 系数 时 ,就 目前 的 水 平 而 言 ,RSA 密码 是 安全 的 . 随 着 因 了 于 分 解 能 力 的 提高 ,可 能 需要 
使 用 更 大 的 素数 . 


13.2 产生 伪 随 机 数 的 方法 


13.2.1 产生 均匀 人 擅 随 机 数 的 方法 


变量 X 的 样本 或 随机 数 . 例如 , 掷 一 枚 硬币 , 若 硬币 的 正面 向 上 ,得 到 一 个 1; 若 硬币 的 背 而 


向 上 ,得 到 一 个 0. 挪 n 次 ,得 到 个 0,1. 假设 硬币 是 均匀 的 , 则 这 是 参数 二 的 0-1 分 布 的 


随机 数 . 更 一 般 地 , 设 正面 同上 的 概率 为 p(0 二 p 二 1), 则 这 是 参数 p 的 0-1 分 布 的 随机 数 . 

计算 机 模拟 需要 大 量 的 随机 数 . 所 硬币 就 是 一 种 产生 随机 数 的 方法 .随机 数 可 以 用 专 
门 的 物理 装置 产生 ,如 放射 性 粒子 计数 需 , 电 子 管 随机 数 发 生 胡 等. 这 些 方 法 的 成 本 都 很 高 
晶 使 用 不 方便 ,因此 通常 是 用 计算 机 计算 产生 随机 数 . 但 是 ,这 样 得 到 的 数 不 是 真正 的 随机 
数 , 不 过 它们 具有 类 似 随 机 数 的 性 质 , 可 以 当 作 随机 数 使 用 ,把 这 样 的 数 称 作伪 随机 数 . 伪 
随机 数 的 性 能 可 以 用 数理 统计 方法 加 以 检验 . 

设 随机 变量 X 的 取 值 范围 是 (0,1) 且 对 任意 的 0 二 a 二 1,P{0 二 X 三 4} 二 a;, 则 称 X 服从 
(0,1) 上 的 均匀 分 布 , 记 作 XU(C0,1). 直观 上 ,服从 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 等 可 能 
地 取 到 (0,1) 上 的 每 一 个 值 . 
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可 以 用 (0,1) 上 均 习 分 布 的 随机 数 产生 各 种 随机 数 . 本 小 下 介绍 产生 (0,1) 上 均匀 分 布 
伪 随 机 数 的 方法 ,下 一 小 节 介 绍 如 何 利 用 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随 机 数 产生 各 种 离散 型 伪 随 
机 数 . 

最 常用 的 产生 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随机 数 的 方法 是 线性 同 余 法 . 选择 4 个 非 负 整数 : 模 
数 mx , 乘 数 a, 常 数 c 和 种 子 数 zu ,其 中 2 过 aa 一 轨 ,0 近 c 一 和 ,0 过 zo 一 7, 按照 下 述 递 推 公 式 产 
生 伪 随机 数 序列 


7 一 (ar _ 1 十 c) mod m 1 一 1] ,2,…。 (13.1) 
为 了 得 到 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随机 数 , 取 
2 = TX, /Mm 11 一 1],2,… (13. 2) 


种 子 数 zx 在 计算 时 随机 给 出 ,其 他 3 个 参数 ,a 和 c 是 固定 不 变 的 ,它们 的 取信 决定 
了 所 产生 的 伪 随 机 数 的 质量 . 

式 (13.1) 至 多 能 产生 mm 个 不 同 的 数 , 因 此 得 到 的 序列 一 定 会 出 现 循 环 , 即 存在 正 整数 
m0 和 7, 使 得 所 有 的 n 宇 no 部 有 Xx,+4i 一 Xx,. 使 得 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 / 称 作 该 序列 的 周期 . 
例如 , 取 m 一 8,a 一 3,c 二 1,xo 一 2, 由 公式 (13. 1) 得 到 7,6,3,2,7,6,…. 这 个 序列 的 周期 等 
周期 为 8. 显然, 伪 随 机 数 序列 的 周期 越 长 越 好 . 

此 外 , 寿 取 4 二 0 和 ae 王 1 ,分 别 得 到 序列 cycycs…… 和 xo 十 cyXo 十 2c,Xo 十 3c, 呈 …。 这 2 个 
序列 根本 无 随机 性 可 言 ,因而 总 限定 a 三 2. 实际 上 ,采用 不 同 的 参数 得 到 的 伪 随 机 数 序 列 的 
随机 性 是 不 同 的 ,因此 要 想得到 满意 的 伪 随 机 数 ,必须 选取 一 组 好 的 参数 ,a 和 上 . 

取 c 二 0, 式 (13.1) 简 化 为 


T =ar,_1 mod m 1 一 ] ,2,"* (13. 3) 
称 作 乘 同 余 法 . 采用 乘 同 余 法 时 ,显然 不 能 取 zo 三 0. 取 m 王 2” 一 1,a 一 7 的 乘 同 余 法 是 最 
常用 的 均匀 伪 随 机 数 发 生 器 , 它 的 周期 是 22 一 2. 取 种 子 数 zo 王 1, 得 到 伪 随 机 数 如 下 : 
in Un 
16 807 0. 000 007 826 
282 475 249 0. 131 537 788 
1 622 650 .073 0. 755 605 322 
984 943 658 0. 458 650 131 


1 144 108 930 
410 211 272 
101 027 544 

1 457 850 878 


OO 


rs 
本 
. 047 044 616 
. 0678 86064 116 


Oo 


13.2.2 产生 离散 型 伪 随 机 数 的 方法 
设 随机 变量 U~U(0,1), 给 定 pi* ps， … 和 CC19Cd29 "s,s 这 里 对 每 一 个 k,p~>0 日 


k—l 天 
DS ps 一 1, 而 aa as， 都 不 相同 . 对 k= 二 1,2,…, 当 》 了 pi 二 U 志 了 ip; 时 , 令 X=as, 则 
kk i=1 一 
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PIX=ai}= fp, R 一 1.2,… 
因此 ,可 以 利用 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随机 数 产 生 任 意 给 定 分 布 律 的 离散 型 伪 随 机 数 . 算 
下 
算法 13.1 离散 型 伪 随 机 数 产 生 算法 . 
输入 : 分 布 律 (as ,pi),k 二 1 ,2,…. 
输出 : 伪 随 机 数 x. 
1. 产生 一 个 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随 机 数 zx 
2. F< pi,k<1 
3. while uF do 
4 k<k+1,F<Fp, 
下 面 是 几 个 常用 离 获 型 伪 随 机 数 的 拭 法 . 
(1) 离散 型 均 久 分 布 
设 qi,as，,… ,a 是 nn 个 不 同 的 数 ,{ail ,as，… ,a,} 上 均匀 分 布 的 分 布 律 为 
P{X 一 ae} 一 一 R 一 1 ,2 ,nn 


(0,1} 上 均匀 分 布 就 是 p= 二 却 的 0-1 分 布 


算法 13.2 离散 型 均匀 分 布 伪 随机 数 的 产生 算法 . 
输入 ;nn 个 不 同 的 数 &1 ,as ，… ,a,. 

1. 产生 一 个 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随 机 数 zx 

2. for k<l1 ton do 

s if wz/ then Xx 一 a ,计算 结束 

(2) 泪 松 分 布 


泪 松 分 布 的 分 布 律 为 
P{X=hk)=A en k=0,l1],2,°…,， A=0 
有 下 述 递 推 公式 

po—=e 

| 4A, E=0,.] .2?,.. 

Pr+1 zi1P: ) 2 
算法 13.3 泪 松 分 布 伪 随机 数 的 产生 算法 . 
输入 : A 二 0. 


输出 : 伪 随 机 数 xz. 

.产生 一 个 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随 机 数 zx 
.be Ppake0 

. while uF do 

k<k+1,p<Ap/k, FFip 
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(3) 二 项 分 布 
方法 一 : 二 项 分 布 的 分 布 律 为 


太一 古人 有 一 有 一 人 je 民 UL 5 其 中 7 一 一 态 ， 0 一 力 二 1] 


太一 9 
| 1 sw 

算法 13.4 二 项 分 布 伪 随 机 数 的 产生 算法 工 . 
输入 : 整数 1 三 2 和 pp(0 二 pp 二 1). 
. 产生 一 个 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随机 数 zx 
太一 方 ) to—(1—p)" Fe 
. for k<—0 ton do 
if xs 已 then x<k, 计算 结束 

5 else t+<-1tc(n—E)/(tE Tl) FF 

方法 二 : 在 例 12. 12 中 已 经 证 明 ,二 项 分 布 B(n,p) 可 以 表示 成 nn 个 相互 独立 的 参数 p 
的 0-1 分 布 的 和 . 因此 ,可 用 下 述 算法 产生 二 项 分 布 的 伪 随 机 数 . 

算法 13.5 二 项 分 布 伪 随 机 数 的 产生 算法 工 . 

输入 : 整数 1 三 2 和 pp(0 二 pp 二 1). 

1. xz<0 

2. for z 一 1] ton do 

产生 一 个 (0,1) 上 均匀 分 布 伪 随机 数 x 

4. if up then Ze 并 十 1 


13.3 算法 的 平均 复杂 度 分 析 


算法 的 平均 复杂 度 分 析 是 相对 于 输入 的 概率 分 布 而 言 的 ,因此 为 了 对 算法 进行 平均 复 
杂 度 分 析 必 须 自 先 假 设 输 入 服从 菜 种 分 布 , 下 面 通 过 对 排序 算法 和 航 列 表 检 索 算 法 的 平均 
复杂 度 分 析 来 加 以 说 明 . 


13.3.1 排序 算法 


快速 排序 算法 是 最 常用 的 一 种 排序 算法 , 它 的 基本 思想 是 : 设 输入 AL1..], 取 A 的 一 
个 元 素 zx( 如 A 的 第 n 个 元 素 ,x 一 A[n]) , 称 作 轴 值 . 以 轴 值 x 为 标准 把 A 划分 成 2 个 数组 
Ail 和 A; ,其 中 Ai 中 的 数 都 小 于 等 于 了 ,而 A; 中 的 数 都 大 于 x. A 的 排列 顺序 为 Ai,z,A，， 
然后 分 别 对 A; 和 A: 排 序 . 算法 摘 述 如 下 . 

算法 13.6 快速 排序 算法 . 

Quicksort(A,p,r) 


R—0sls* sn— 1 


> 


初任 数论 和 敲 慌 要 村 的 应 用 


.让 pr then return A 
. TAlr] / 取 ALrj 作 为 轴 值 
2 让 一 
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for j<—p to 7 一 1 do 

if A[j] 志 xz then i<i 十 1 ,交换 A[ 门 与 A[j] 
,交换 A[i 十 1 | 与 ALrj 

NH 把 ALp. .rj 分 成 2 组 ALp. .i 和 A[i 十 2. .rj],; 轴 值 x 置 于 Ali 二 1] 

71. Quicksort(A,p,i) 

8. Quicksort(A ,i 2,7) 

算法 13. 6 是 递归 结构 ,计算 时 调用 Quicksort(A,1,n). 图 13.1 给 出 它 的 一 次 分 组 计 
算 过 程 . 快速 排序 算法 的 计算 时 间 与 输入 数据 的 | 
排列 有 关 , 最 坏 的 情况 古 输 入 的 数据 几乎 是 排 好 jofsTeT2J8TrT7 314 
序 的 ,每 一 次 划分 的 结果 差不多 总 是 把 几乎 所 有 
的 数 分 到 一 组 中 ,计算 时 间 为 OGz ). 最 好 的 情况 
是 每 次 都 划分 成 2 个 大 小 差不多 的 数组 ,计算 时 
团 为 O(nlogn). 

下 面 来 分 析 它 的 平均 计算 时 间 . 快速 排序 算 
法 是 比较 排序 算法 的 一 种 , 仅 使 用 比较 运算 来 确 
定 2 个 数 的 相对 位 置 , 当 输入 的 规模 固定 时 ,算法 
的 运行 时 间 仅 与 输入 数据 的 排列 顺序 有 关 , 而 与 
数 的 大 小 无 关 , 因 此 只 需要 对 输入 数据 的 排列 进 
行 讨论 , 即 把 输入 看 作 一 个 排列 . 不 妨 设 输入 的 n 
个 数 是 不 相同 的 ,用 x 表示 nn 个 数 的 排列 ,x (i) 
表示 zx 的 此 i 个 数 .假设 斩 入 服从 均匀 分 布 , 即 对 
每 一 个 排列 x,， Pr) 一 二 记 输 入 为 zt, 时 ,算法 


的 计算 时 间 为 T(m ) ,输入 规模 对 时 的 平均 计算 
时 间 为 了 T,, 则 有 


T, = ELT(x,)| = > Tn,) 


5 


式 中 >， 表示 对 所 有 的 排列 x, 求 和 . 


对 输入 六 , 设 轴 值 x 是 第 i 个 小 的 数 ,zc, 被 划分 成 x;_1 和 x;, 于 是 有 
T(x,) = Tx 1) Tnx,_;) O(n) 


ST 1) 一 Dp 1) 一 > | 一 ET -| 


一 (7 一 1)1! | Ti 
i=1 
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其 中 >) 表示 对 一 1 中 取 n 一 i 的 所 有 排列 求 和 . 同 理 


> ,Tm;) = DIST 一 (ni 一 DIVT ， 
从 而 


247 一 ee 


T, 一 PT, 十 O(n) = 2 DT 十 On 


又 TT 一 0, 由 例 10. 16 得 到 
T, =O(nlogn) 
下 面 讨论 桶 排序 算法 ,在 输入 数据 服从 [0,1) 上 均匀 分 布 的 假设 下 , 它 具 有 线性 平均 时 
间 复 杂 度 . 
设 输入 A[1. .J 中 的 个 数 都 服从 [0,1) 上 的 均匀 分 布 且 相互 独立 ,算法 的 基本 思想 是 
把 [0,1)n 等 分 ,把 每 个 小 区 间 加 , 叫做 一 个 桶 , 落 在 桶 内 的 数据 记 作 BLij， 


0 二; 三 7 一 1. 先 分 别 排序 每 个 桶 内 的 数据 ,然后 按 BL0j],BL1j,…,BLn 一 1j 的 顺序 排列 所 有 
的 数据 .由 于 输入 数据 服从 [0,1) 上 的 均 “ ra 直观 上 每 个 桶 内 的 数据 都 不 会 
多 ,主要 工作 量 是 把 数据 分 配 到 各 个 桶 内 ,这 只 需要 O(n) 时 间 . 
算法 描述 如 下 ,其 中 辅助 数组 BL0. .2 一 1 的 每 一 个 元 素 是 一 个 链表 ,用 来 存放 一 个 桶 
内 的 数据 . 
算法 13.7 桶 排序 算法 . 
Bucketsort(A) 
. n—|Al 
. for i<—]1 to n do 
把 ALij] 插 入 表 BL| nALii 咱 
for i<—0 to n—1 do 
用 插入 排序 算法 对 表 B[ 进行 排序 
.依次 连接 表 B[01],B[1|],…,Bln 一 1] 
记 算法 对 输入 A 的 计算 时 间 为 T(A),A 被 分 成 n 个 桶 , 设 桶 BLij 中 有 mi; 个 数 ， 
0 二 1 三 n 一 1 ,mo 十 区 十 十 7 1 一 12。 除 步骤 思 外 ,所 有 运算 时 间 为 O(z) ,而 插入 排序 算法 
最 坏 情况 的 时 间 复 淋 度 是 O(n ). 于 是 ， 


个 


n—1l] 
1(A) = O(n) 十 2 yO?) 
平均 计算 时 间 为 


T, = ELT(A)] = O(n) 十 > ne 
根据 假设 ,对 每 一 个 0 过 i 一 1, 每 个 数落 入 桶 B[ 门 内 的 概率 为 一 且 相互 独立 , 故 要 
Bl 内 数 的 个 数 77， ~B(n, a EC(m;)=1,.D(m; )=1 一 一 由 式 (12.1), 得 


ECmi)= DC(m)+L Emi) J =—2—— 


初 手 数论 和 敲 慌 松村 的 应 用 


代入 上 式 ,得 到 桶 排序 算法 的 平均 时 间 复 森 度 _ 
n—1l r CA 
1 二 Mn) 填 >,0|(2 一 章 

一 O(n)Tn0 2 = 让 


= 
13.3.2 散 列 表 的 检索 和 插入 


散 列 表 是 一 种 常用 的 数据 结构 ,具有 高 效 检索 和 插入 的 优点 . 对 记录 按 关键 码 储 存 , 设 
关键 码 的 全 域 为 U, 通 常 U 是 很 大 的 ,而 实际 使 用 的 关键 码 数 要 小 得 多 . 如 果 准 备 I|U| 大 的 
储存 空间 ,不 仅 是 很 大 的 浪费 ,甚至 是 不 可 能 的 . 例如 , 某 高 校 用 学 号 作为 学 生 的 关键 码 ,学 
号 是 一 个 7 位 数 , 共 有 1000 万 个 ,而 实际 在 校 学 生 不 足 2 万 人 . 为 了 储存 学 生 的 信息 ,没有 
必要 使 用 能 够 储存 1000 万 条 记录 的 计算 机 . 

设 数 组 T[0. .m 一 1], 构 造 函 数 h:U 一 10,1,…,m 一 1) ,把 关键 码 K 存 和 信 T[h(K)]( 实 
际 上 应 该 是 存 人 关键 码 K 和 它 的 记录 ) ,函数 称 作 散 列 函数 ,h(K ) 称 作 关 键 码 K 的 散 列 
值 . 散 列 函数 灵通 常 不 是 单 射 的 , 当 产 (Ki) = 二 (Ks,) (Ki 了 关 K;) 时 ,就 要 发 生 冲 突 ， 有 多 种 
解决 冲突 的 方案 . 下 面 对 两 种 常用 方案 的 平均 复杂 度 进 行 分 析 . 

1. 链接 法 

链接 法 把 散 列 值 相 同 的 关键 码 组 成 一 个 链表 ,以 此 来 解决 冲突 . 散 列 表 TL0. .和 2 一 1 的 
每 一 个 元 素 对 应 一 个 链表 ,关键 码 K 存放 在 链表 TLA(K)] 中 ,如 图 13. 2 所 示 . 链 式 散 列表 
的 搜索 和 插入 算法 描述 如 下 ,数组 DATAL[L1.. N] 存 放 关 键 码 ,NEXT[L1.. N] 存 放 链 表 的 指 
针 ,2 是 已 存 人 的 关键 码 数 . 任 给 关键 码 天 ,如 果 天 已 在 DATA 中 , 则 要 查找 到 存放 天 的 位 
置 , 即 找到 ;使 DATA[ 详 = 民 ; 如 果 天 不 在 DATA 中 , 则 要 把 KK 插入 DATA. 


， 
| 一 -LE 

(| 一直 -有 [村 一 -5 二 
?| 和 人 

;| 一 

1| 一 -可 二 


图 13.2 


算法 13.8 链 式 散 列 表 的 检索 和 插入 算法 . 
Chained Hash(K ,n) 


1. i<h(K) 

2. 1f TI[i|=A then nn 二 1,T[i|<—n, 转 @@ A 建立 一 个 新 的 链表 
3. zi 了 [| 

4. if i 二 NN 十 1 then 溢出 ,结束 A 表 已 满 , 查 找 失 败 
5. ff DATA[i 站 ==K then 输出 i, 结 束 // 查找 成 功 

6. if NEXT[i]=NIL then nn+1,NEXT[i]<-n, 转 @@ /插入 K 
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7. i<-NEXTI[i], 转 @ 
8. if nN then DATA[n]<—K,NEXT[n]<—NIL 
用 算法 13. 8 将 图 13. 2 中 的 8 个 关键 码 插入 链 式 散 列 表 的 结果 如 图 13. 3 所 示 . 
链 式 散 列 表 的 检索 和 插入 的 运行 时 间 取 决 于 待 插 入 
(检索 ) 的 关键 码 天 将 要 插入 的 链表 TLA(K)] 的 长 度 ( 在 链 
表 TLA(K)] 的 位 置 ), 这 与 数据 服从 的 分 布 和 获 列 函数 有 
关 . 在 数据 结构 和 算法 设计 的 书 中 有 对 散 列 另 数 的 专门 论 
述 . 为 了 分 析 算 法 13. 8 的 平均 复杂 度 , 下 面 考 虑 最 理想 的 
情况 ,假设 对 每 一 个 关键 码 KK,hCK) 服 从 {0,1,…,m 一 1} 上 
的 均匀 分 布 , 即 P{hCK) 一 让 一 二 ,0<i<m 一 1, 并 且 关 刍 
码 的 取 值 是 相互 独立 的 , 称 这 样 的 散 列 图 数 为 简单 均匀 散 
列 函 数 . 
设 关键 码 天 不 在 DATA 中 , 除 循环 步骤 由 一 四 外 ,其 图 13.3 
余 步 又 只 需 篆 数 时 间 . 设 循环 次 数 为 M,M 等 于 比较 
DATALi = 天 的 次 数 . 令 
_(1  ” 右 比 较 K 与 DATAL[Li]J 
人 否则 
比较 KK 与 DATA[ 门 当 且 仅 当 CK) 二 hh(DATA[i]), 由 假设 ,XX ,X， ,…，,X, 相 互 独立 且 都 


服从 参数 二 的 0-1 分 布 , 而 


1 二 ] A 


M 一 和 十 X, 十 … 十 X， 
故 M~B[n, 吉 ,得 (MD 一世. 得 证 在 简单 均匀 散 列 函 数 的 假设 下 ,算法 13. 8 插入 的 平均 
时 间 复 杀 度 为 
T, 二 O( 二 a) 

其 中 a 一 也 称 作 负 载 因 子 . 

现在 考虑 搜索 的 平均 时 间 复 杂 度 , 设 天 已 在 DATA 中 ,假设 天 等 可 能 地 为 已 存 人 的 7 
个 关键 公 中 的 每 一 个 . 注意 到 ,当天 王 开 ;时 ,查找 到 天 的 时 间 与 插入 ;的 时 间 基 本 相同 ,只 
相差 一 个 常数 . 而 插入 第 i 个 关键 人 码 K; 时 ,已 存 人 1i1 一 1 个 关键 码 , 平 均 时 间 为 T;_i 二 


0[1+ 三 ] 根据 习题 12. 38 得 到 搜索 的 平均 时 间 复 杂 度 为 
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2. 开 地 址 法 

开 地 址 法 与 链接 法 不 同 , 把 关键 码 全 部 存放 在 敌 列 表 TL0..m 一 1j 中 ,而 不 需要 指针 . 


初 手 数论 和 敲 吉 要 闻 的 应 用 


它 对 每 一 个 关键 码 KK 产生 一 个 搜索 序列 hLK,0j],hLK,1j],…,hLK,m 一 1j, 在 表 
TL0..m 一 1j 中 沿 着 这 个 搜索 序列 提供 的 地 址 搜索 ,直至 找到 待 检 索 的 关键 码 KK ,或 找到 一 
个 空 单 元 将 KK 插入 为 止 . 序列 hLK,0],hLK,1j,…,hLK,m 一 1 是 0,1,…,m 一 1 的 一 个 排 
列 . 开 地 址 散 列 表 的 搜索 和 搬 人 算法 描述 如 下 ,这 里 假设 所 有 的 关键 码 不 等 于 0, 计 算 开 始 
时 表 TL0..m 一 1j 的 所 有 元 系 置 0. 

算法 13.9 开 地 址 散 列 表 的 检索 和 插入 算法 . 

Open Address Hash(T.,K) 

1. for i<0 to m—1 do 

a jh(K.,i) 

< if TLjj] 二 KK then 输出 j ,结束 // 查找 成 功 

4. if T[j |] 二 0 then TI[j] 一 K ,结束 NH 插入 KK 

5. 溢出 / 表 已 满 ,查找 失败 


为 了 分 析 算 法 13.9 的 平均 复杂 度 ,同样 也 考虑 理想 的 情况 ,假设 搜索 序列 服从 均匀 分 
布 , 即 对 每 一 个 关键 码 ,序列 hEK,0],hEK,1j,…,h[LK,m 一 1 为 0,1,…,m 一 1 的 每 一 个 
排列 的 可 能 性 相等 . 

当 关 键 码 K 不 在 了 中 时 , 设 算法 13.9 插 入 所 用 的 循环 次 数 为 M， 对 任意 的 
1 过 1 三 n，M 宇 i 当 且 仅 当 了 [LRCGK ,0) |],T[IACK,1)|],… ,TIACK ,i 一 2) | 已 被 占用 . 满足 这 个 


条 件 的 搜索 序列 的 数目 是 (i 一 1)! [Ja !. 根据 假设 , 当 1<i<n 时 ， 
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ET 
当 i>n 时 ,显然 P{M 宇 i} 二 0. 于 是 ,由 习题 12. 37， 
la 
1 一 wa 
从 而 ,得 证 在 搜索 序列 服从 均匀 分 布 的 假设 下 ,算法 13.9 插入 运算 的 平均 时 间 复 厅 
度 为 


ECM) = > (My 之 诸 云 > 一 


其 中 负载 因子 a 二 一 ,此 时 必 有 a<l. 
和 前 面 一 样 , 当 天 已 在 工 中 时 ,假设 天 等 可 能 为 表 荆 中 个 关键 码 中 的 每 一 个 ,搜索 
的 平均 时 间 复 杂 度 为 
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< 工 | 一 dz ( 见 图 10.2, 类 似 可 证 ) 


于 是 ,得 到 


T=0( 二 In 9 
最 简单 的 开 地 址 法 是 线性 搜索 法 , 它 的 搜索 序列 是 
h(K,i)=(h(K)Tic) mod m 1 一 0,1,… ,7 一 ] 
其 中 有:U 一 10,1,…,m 一 1 是 一 个 散 列 函数 ,c 是 一 个 与 m 互 素 的 正 整 数 . c 与 mm 互 系 可 
以 保证 厅 列 及 CK,0) ,hhCK,1),…,h(K,m 一 1) 是 0,1,…,m 一 1 的 一 个 排列 . 
双 散 列 函 数 法 是 最 好 的 开 地 址 法 , 它 有 2 个 敌 列 晴 数 用 和 hh, 其 中 有 hh; (KD) 与 m 互 系 , 搜 
索 序 列 为 
h(K.,.i)= (hi(K)Tih,(K)) mod m 1 一 0,1,… ;71 一] 
搜索 序列 服从 均匀 分 布 是 理想 的 假设 ,线性 搜索 法 只 能 产生 m 个 不 同 的 搜索 序列 ,不 
可 能 满足 这 个 理想 的 假设 . 双 散 列 困 数 法 能 产生 mm 个 不 同 的 搜索 序列 ,虽然 它 也 不 满足 均 
们 分 布 的 假设 ,但 是 实践 表明 , 当 hh 和 有 ,取得 比较 好 时 ,其 性 能 很 接近 这 种 理想 的 情况 . 


13.4 随机 算法 


随机 算法 又 称 概率 算法 ,在 计算 过 程 中 加 入 了 了 随机 操作 . 随机 操作 产生 随机 数 并 根据 
随机 数 决 定 下 一 步 的 运算 . 随机 算法 的 运行 具有 茶 种 不 确定 性 . 对 同一 个 输入 ,算法 的 执 
行 可 以 不 完全 相同 ,运行 时 间 可 能 不 同 ,计算 结 来 也 可 能 不 同 ,其 至 可 能 得 到 蚀 误 的 结 来 . 
当然 ,只 有 保证 犯错 误 的 概率 足够 小 ,随机 算法 才 有 实际 使 用 价值 . 和 普通 算法 相 比 ,随机 
算法 具有 人 简单 快速 的 优点 .随机 算法 已 成 功 地 运用 于 数据 结构 、 计 算数 论 、 图 论 、 计 算 几 何 、 
并 行 计 算 等 领域 本 市 介绍 几 个 随机 算法 并 分 析 它 们 的 平均 复杂 度 . 


13.4.1 随机 快速 排序 算法 


13. 3 区 分析 了 快速 排序 算法 的 平均 时 间 复 杂 度 ,在 那里 假设 输入 服从 均匀 分 布 . 但 
是 ,实际 面 对 的 数据 不 一 是 服从 均匀 分 布 ,在 这 种 情况 下 平均 复杂 度 失 去 了 意义 . 事实 上 快 
速 排序 算法 有 时 表现 得 很 好 ,有 时 令 人 很 不 满意 ， 普通 算法 平均 复杂 度 分 析 的 最 大 问题 古 
很 难 确定 输入 的 实际 分 布 ,通常 只 能 人 为 地 假设 . 这 种 假设 基本 上 是 理想 的 情况 ,往往 与 实 
际 情况 相差 其 远 , 随机 算法 的 分 析 与 此 不 同 ,是 相对 于 目 映 的 随机 操作 而 言 的 ,与 输入 服从 
的 分 布 无 关 , 不 需要 假设 输入 服从 什么 分 布 . 随机 快速 排序 算法 与 快速 排序 算法 的 唯一 区 
别 是 随机 地 选取 轴 值 . 算法 描述 如 下 . 
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算法 13. 10 ”随机 快速 排序 算法 . 

Random QuickSort(A) 

. 设 n 二 |Al|,if n=1 then return A 

产生 一 个 {1,2,…,n} 上 均匀 随机 数 

. 令 y< AL ,以 y 作 轴 值 将 A 划分 为 Al1 和 As 

. Random QuickSort(Al) 

. Random QuickSort(A,) 

. 按 下 述 顺 友 排 列 A 的 元 隶 : Al ,y,A， 

虑 算法 13. 10 的 平均 计算 时 间 T,. 记 ai; 为 A 中 秩 为 ;的 元 素 , 即 从 小 到 大 排列 的 第 
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P{ X; =1}= p; i 


于 是 ,平均 比较 次 数 为 


,i=1j=i1 i=1j=i+1 

比较 a; 和 aj(i 一 7) 当 且 仅 当 在 fa;;ait1，… ,aj) 中 第 一 次 取 轴 值 时 恰好 取 到 aj 或 aj ,在 
此 之 前 a; ,ait1,… ,aj 一 直 被 分 在 同一 组 内 . 设 在 {a;,ain1,…,aj}) 中 第 一 次 取 轴 值 时 ,它们 
所 在 的 组 内 有 mx 个 数 ,m 三 j 一 i 十 1. 记 吾 为 对 该 组 选取 的 轴 值 属于 {aiyai ad) ,D 为 
币值 恰好 是 a; 或 aj ,因此 ， 


加 tl 2 
pj=P{D|B)} | a 了 = 二 


其 中 互 ， 1 十 二 十 … 十 一 是 第 n 个 调和 数 , 而 瑟 , 二 O(log n) ,得 证 
T, =O(nlogn) 
13.4.2 多 项 式 恒 零 测 试 


问题 : 任 给 一 个 区 元 多 项 式 p(ziyzr rz) 问 关 (zyz yz ) 是 否 恒 为 堆 ? 

当 很 容易 把 妃 整 理 成 标准 的 zi,zz,…z* 的 医 的 乘积 (项 ) 的 线性 组 合 时 ,问题 很 向 单 . 
但 是 ,p 可 能 以 某 种 复杂 的 方式 给 出 ,如 用 行列 式 给 出 ,行列 式 的 元 厅 中 含有 变量 ,计算 这 样 
的 行列 式 需 要 采用 符号 演算 . 

任 取 n 个 数 ai yas,…… as; 如 果 pCri,Zzs ,Xi ) 三 0, 则 必 有 pl(ai;yas,，…,a,) 二 0. 但 
是 , 当 站 (zz "Ti) 天 0 时 ,不 一 定 有 pp (Ca;yas;;…，a,) 了 关 0. 换 一 种 说 法 ,如 果 
万 (al ,az ya) 天 0, 则 可 以 断言 pCxi zs) 天 0. 但 是 ,如 果 pl(aiyas;,… ,a,) 二 0, 尚 不 
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能 断言 如 (ziyzs， yz)=0. 下 述 引 理 给 出 当 户 (zlyzs yz) 天 0 时 ,Caayas as) 一 0 
的 概率 . 

引 理 13.1 设 p(zri;zs，…,X;) 是 域 人 上 的 nn 元 d 次 多 项 式 ,S 是 下 的 一 个 有 穷 子 集 . 
随机 变量 cl ,oz ,… ,a 相互 独立 且 都 服从 S 上 的 均匀 分 布 , 则 


Pip(la U2 up) 一 012 天 0}<TS 


证 明 ”对 作 归 纳 证 明 . 当 n==1 时 ,一 元 4 次 多 项 式 至 多 有 4d 个 不 同 的 根 , 故 
P{p(a1) =01p¥0)<1S 
结论 成 立 . 
假设 当 n— 1 时 结论 成 立 , 设 p(x 329""" ;0s 则 


k 
Bn sR Dxigi xa" sn) 
i 二 0 


其 中 DR "sn ) 关 0 ,其 次 数 三 d 一 上 . TG 


下 
pi (X1) = 2 zxig;(a? ee 


P{ plaisass"sas) 一 0| 坊 夭 0) 
一 下 4 qr (dss""* dan) 一 0 | Uk -= O} Pipi Ca) 一 0| qr (dz dan) 一 0,qx 天 0) 
十 Pear(as yas) 0| gOP{pi (Ca) = 0 | g(as ao) 天 0 天 0) 
Plygla a = 人 Om 0 Pn 人 0|o a) 0 
cf 一 尺 k d 
~TsI TST TS 
得 证 结论 对 n 也 成 立 . 
算法 13.11 ”多 项 陈 恒 雪 测试 随机 算法 . 
Poly( 户 ) 
力 是 一 个 nn 元 d 次 多 项 式 
1. 产生 个 相互 独立 的 服从 (0,1,…,2d 一 1)} 上 均匀 分 布 的 随机 数 al ,ar ,… ,a， 
2. if plai sas ay) 天 0 then return“ pO” 
3. else return’ p=0™ 


当 p 夺 0 时 ,算法 13. 11 必 返 回 “p 夺 0”, 结 论 正 确 ; 当 p 半 0 时 ,算法 13. 10 可 能 返回 
“p 关 0”, 也 可 能 返回 “p 夺 0” 由 引 理 13. 1, 返 回 “p 三 0” 的 概率 不 超过 ,也 就 是 说 , 算 


法 13.11 犯错 误 的 概率 不 超过 二 


显然 ,二 的 错误 概率 太 大 ,不 能 实际 使 用 . 通过 重复 执行 ,可 以 把 错误 概率 降低 到 任意 


的 小 . 做 法 如 算法 13. 12. 
算法 13. 12 ”改进 的 多 项 式 恒 雪 测 试 随机 算法 . 
Repeated Poly(p,k) 
p 是 一 个 n 元 d 次 多 项 式 ,k 是 一 个 正 整 数 
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1. for ze 一 1] to k do 

2 if Poly(p)=“p 关 0”then return” p 关 0” 

3. return p=0” 

当 p 二 0 时 ,算法 13. 12 必 人 返回 “p 寺 0”, 结 论 正确 ; 当 p 玫 0 时 ,只 有 当 & 次 调用 Poly(p) 
部 返回 “p 寺 0”, 算 法 13.12 才 返回 “p 寺 0”. 也 就 是 说 ,只 有 当 Poly 有 次 调用 部 犯错 误 , 算 法 


13. 12 才 给 出 错误 结论 . 而 Poly 每 次 调用 的 错误 概率 不 超过 二,k 次 都 犯错 误 的 概率 不 超 


过 2. 因此 , 当 p 关 0 时 ,算法 13.12 犯错 误 的 概率 不 超过 2 
只 要 取 足 够 大 的 ,比如 = 二 100, 算 法 13. 12 的 错误 概率 在 实际 使 用 时 是 可 以 忽略 不 计 
的 . 事实 上 ,硬件 和 系统 软件 的 故障 率 就 可 能 要 高 于 这 个 错误 概率 . 在 实际 使 用 时 ,通常 取 
& 一 10 就 够 了 ,此 时 的 错误 概率 小 于 0.001. 总 之 ,算法 13.12 是 有 实用 价值 的 ,是 有 效 可 行 的 . 
这 种 通过 重复 运行 来 降低 错误 概率 的 做 法 是 一 种 通用 的 策略 ,在 设计 随机 算法 时 经 和 党 使 用 . 
另外 ,算法 13. 11 和 算法 13. 12 是 单 侧 错 误 的 , 当 p 三 0 时 错误 概率 为 0. 


13.4.3 素数 测试 


系数 测试 在 密友 学 中 有 着 重要 的 应 用 . M. Agrawal, N. Kaval 和 N. Saxena 于 2002 年 
给 出 时 间 复 杂 度 为 O(log"n) 的 素数 测试 算法 ,其 中 是 待 测试 的 数 , 从 而 证 明 这 是 一 个 P 
问题 .本 小 市 介 绍 一 个 随机 的 系数 测试 算法 . 

算法 的 出 发 点 基于 费 马 小 定理 (定理 11.13). 设 ? 盖 1, 任 给 1 三 a 三 n 一 1, 如 果 a”! 关 1 
(mod n) ,可 以 断言 n 是 合 数 . 把 这 样 的 < 称 作 7 的 合 数 见 证 . 但 是 , 当 n 是 合 数 时 ,不 一 定 
有 a”!' 关 1(mod n) ;或 者 说 ,; 当 a”!' 寺 1(mod nn) 时,n 不 一 定 是 双 数 . 例如 ;8 三 (一 1] 六 三 ] 
(mod 9), 而 9 是 合 数 . 事实 上 , 当 n 是 合 数 时 ,如 果 &a 与 nn 不 互 桑 , 则 必 有 a”' 半 1(mod n). 
但 是 ,在 1~n 一 1 之 间 与 不 互 素 的 数 所 占 比 例 可 能 太 小 . 例如 , 当 n 二 pp? ,zp 是 素数 时 ,在 


1~ 户 一 1 中 与 户 不 互 素 的 数 是 p,2p，,…,( p 一 DD 记 , 共 p 一 1 个 ,所 占 比例 为 胡 二 一 二 


当 p 很 大 时 (有 任意 大 的 素数 ) ,这 个 比例 很 小 ， 因 此 ,必须 在 与 互 素 的 数 中 寻找 更 多 的 合 
数 见 证 . 但 是 ,存在 这 样 的 合 数 c, 对 所 有 与 它 互 泰 的 a, 都 有 a 二 1(mod c). 这 样 的 数 称 
作 卡 米 切 尔 (Carmichael) 数 . 已 知 有 无 穷 多 个 卡 米 切 尔 数 ,前 5 个 是 
561] 二 3X1l1X17 
1105 二 5X13Xx17 
1729 二 7X13X19 
2465 二 5X17X29 
B21=—7 X13X3] 
不 过 卡 米 切 尔 数 相 对 很 稀少 ,例如 在 小 于 一 亿 的 数 中 只 有 255 个 卡 米 切 尔 数 . 下 述 引 理 提 
供 了 新 的 合 数 见证 . 
引 理 13.2 设 p 是 系数 ,1 三 a 三 n 一 ]. 如 果 性 三 1(Cmod p), 则 a* 圭 1(mod pp) 或 a“ 硅 
一 1(mod p). 
证 明 由 a* 寺 1(mod p), 存 在 整数 d 使 得 
c 必 一 dp 十 1 
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( 必 十 1)( 必 一 1) 一 cp 
由 于 户 是 素数 , 必 有 pla* 一 1 或 pla* 十 1 ,得 证 a* 寺 1](mod pp) 或 a 圭一 1(mod p). 

设 pp 是 泰 数 ,p 一 1 二 2's ,其 中 是 奇数 . 根据 引 理 13. 2, 对 任意 的 1 夺 a 硅 Pp 一 1, 如 于 
as mod pa “mod pa mod p 不 全 为 1, 则 第 一 个 不 等 于 1 的 数 是 p 一 1(x mod p= 
力 一 1 年 同 于 x 圭一 1(mod p)). 于 是 ,得 到 一 类 新 的 合 数 见证 . 设 n 是 可 数 ,n 一 1 二 2's， 
1] 二 a 夺 nn 一 1, 其 中 s 是 奇数 . I 0 三 kk 二 tz, 使 得 amod n= 二 1,k 十 1 过 i 三 + 且 
a’ “mod nn—1 , 则 nn 是 合 站 

算法 13. 13 素数 测试 ， 

Primality(n) 

.lf n 是 偶数 八 n 关 2 then return 合 数 
.if nn 二 2 then return 系数 
. lf n=1 then return n=] 
计算 上 和 ys 使 得 nn 一 1 一 2's ,其 中 s 是 奇数 
产生 一 个 和 ,2,…,n 一 1} 上 的 均匀 随机 数 a 
for z 一 0 to zt do 
计算 b,< azsmod n 
.if 6, 了 尖 ] then return 合 数 
,if 5 二 1 then return 率 数 
10. j<—max{i | b; 关 1} 
. if 65; 二 nn 一 1] then return 系数 

12. else return 合 数 

算法 13. 13 也 是 单 侧 蚀 误 的 . 当 n 是 系数 时 , 必 人 返回 系数 . 但 是 , 当 n 是 合 数 时 ， 
一 定 返 回合 数 . 可 以 证 明 , 当 nn 是 合 数 时 算法 返回 素数 的 概率 , 即 错 误 概 率 不 超过 址 . (有 


兴趣 的 读者 可 人 参阅 R. Motwani, P. Raghavan,， Randomized Algorithms,， Cadi 
University Press,1995) 类 似 算 法 13. 12, 重 复 独 立地 运行 次 算法 13.13, 只 要 有 一 次 返回 
合 数 就 认为 n 是 合 数 ; 只 有 上 次 都 返回 素数 , 才 认 为 n 是 素数 . 这 样 做 可 以 把 错误 概率 降低 
到 2“. 


13.4.4 蒙特 卡 罗 法 和 拉 斯 维 加 斯 法 


随机 快速 排序 算法 和 多 项 式 恒 零 测 试 (以 及 素数 测试 ) 的 随机 算法 是 两 种 不 同类 型 的 随 
机 算法 ,随机 快速 排序 算法 的 计算 结果 总 是 正确 的 ,而 多 项 式 恒 去 测试 随机 算法 可 能 给 出 错 
误 的 结果 . 前 者 称 作 拉 斯 维 加 斯 (Las Vegas) 算 法 ,后 者 称 作 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 算 法 . 

一 般 地 , 拉 斯 维 加 斯 算法 的 结论 总 是 正确 的 ,但 允许 不 作 结 论 或 拒绝 回答 . 而 去 特 卡 罗 
算法 可 能 给 出 错误 的 结论. 肥 特 卡 罗 算 法 又 分 两 种 ,一 种 是 单 侧 错误 的 ,如 多 项 式 恒 零 测 试 
和 素数 测试 的 随机 算法 . 另 一 种 是 双 侧 错误 的 , 既 可 能 把 是 说 成 非 ,也 可 能 把 非 说 成 是 . 


剖面 已 经 看 到 , 当 单 侧 错误 的 蒙特 卡 罗 算法 的 错误 概率 不 超过 子 时 (实际 上 ,只 需要 不 
超过 一 个 小 于 1 的 常数 ) ,通过 重复 独立 地 运行 可 以 把 错误 概率 降低 到 任意 的 小 且 保持 算法 


‘0 小 WN 
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仍 是 多 项 陈 时 间 的 . 这 样 的 随机 算法 在 实际 中 完全 可 以 放心 使 用 . 同样 地 , 当 拉 斯 维 加 斯 
算法 不 作 结 论 的 概率 不 超过 一 个 小 于 1 的 常数 时 ,也 能 通过 重复 独立 地 运行 把 不 作 结 论 的 
概率 降低 到 任意 的 小 , 双 侧 错误 的 索 特 卡 罗 算 法 也 有 类 似 的 性 质 ,只 是 具体 做 法 要 复杂 
一 点 ， 


习 十 


13.1 用 下 述 加 密 算法 把 “XINGDONGZAIZIYE? 译 成 密 文 ,用 0 一 25 分 别 表示 A 一 Z, 密 
文 仍 用 字母 表示 ， 
(1) E(i)= (i+3) mod 26. 
(2) EFE(i1)=71 mod 26. 
(3) E(i)=(5i—2) mod 26. 
13.2 用 维 吉利 亚 密码 将 “XINGDONGZAIZIYE?” 译 成 密 文 , 每 个 字段 含 3 个 字母 , 密 钥 
人 
13.3 ” 设 整 数 a,5,m, 其 中 三 2. 证 明 : 线性 同 余 变换 
EFE(i1)=(aiTb) mod m zi 一 0,1,… ,7 一 ] 
是 1{10,1,…,7 一 1} 上 的 双 射 图 数 当 且 仅 当 a 与 m 互 勾 . 
13.4 写 出 13.1 题 中 3 个 加 密 算 法 的 解密 算法 ,并 将 你 在 13. 1 题 中 得 到 的 密 文 恢复 成 


明文 . 
13.5 RSA 密码 取 p= 二 5, g 二 7, n 二 35, $(n) 二 24, mw 一 7. 以 00 一 25 表示 A 一 Z ,每 个 字段 
是 2 位 数字 . 


(1) 把 STOP 译 成 密 文 . 
(2) 收 到 密 文 32 14 32, 把 它 译 成 明文 . 
13.6 对 下 述 参 数 给 出 用 线性 同 余 法 产生 的 伪 随 机 数 序 列 , 并 指出 序列 的 周期 . 
(ml d= ey aoe 
(2) 全 
(3) m= lo 230 000 = 1 
(4) mili Zt— O00 = 4: 
(om— li v= 0 = 1, 


13.7 (1) 设计 用 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 产 生 服 从 下 述 分 布 律 的 伪 随 机 数 的 算法 . 


p 0Q.10 0.35 0.09 0.950 


(2) 分 析 算 法 的 平均 运行 时 间 . 

(3) 改进 算法 使 得 平均 运行 时 间 最 少 . 
13.8 设计 用 (0,1) 均 匀 分 布 伪 随 机 数 产 生 服 从 几何 分 布 的 伪 随 机 数 的 算法 . 
13.9 线性 搜索 算法 如 下 ， 

Linear Search(A ,zx) A 数组 A[1. .7], 待 查找 对 象 x 


Co 


才 EL 洪 
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1. for i<]1 to 7 do 
2 if A[i|=x then return i A 查找 成 功 
3. return no” // 查找 失败 
设 A 的 n 个 元 双 都 不 相同 ,zx 已 在 A 中 的 概率 为 户 (0 委 加 过 1) ,并 且 当 在 A 中 时 ,zx 
等 于 A 的 每 一 个 元 素 的 可 能 性 相等 . 试 分 析 算 法 的 平均 时 间 复 杂 度 ， 
13.10 设 A 的 nn 个 元 系 都 不 相同 , 试 证 明 下 述 算 法 产生 的 排列 AL1],AL2j,…,AlLnj 服 从 
色 分 布 ， 
Random Permute Array(A) /A 数组 AL1. .7 
1. for i<—l1 ton do 
2. 产生 {i,i 十 1,…,n} 上 的 均匀 随机 数 
3. ”交换 A[i] 与 ALk] 
这 段 程序 能 起 到 随机 化 输入 ,使 其 服从 均匀 分 布 的 作用 . 比如 ,在 快速 排序 算法 的 
前 面 加 上 这 段 程序 ,就 得 到 随机 快速 排序 算法 . 
13.11 随机 线性 搜索 算法 是 在 执行 线性 搜索 算法 ( 题 13. 9) 之 前 先 对 输入 进行 随机 重 排 
( 题 13. 10) ,描述 如 下 : 
Random Linear Search(A ,zx) /A 数组 AL1. .nj], 待 查找 对 象 x 
1. Random Permute Array(A) 
2. Linear Search(A ,zx) 
假设 A 中 有 (1 三 三 nn) 个 元 素 等 于 xz, 试 分 析 算 法 在 调用 Linear Search(A,x) 时 ， 
执行 循环 的 次 数 的 期 望 值 . 
13.12 某 公司 要 招聘 一 名 技术 主管 ,有 位 应 聘 者 . 招聘 人 员 与 他 们 一 位 一 位 地 面谈 ,并 
当场 告诉 对 方 是 否 录用 . 具体 做 法 是 ,首先 确定 一 个 正 整 数 RE(1 反 上 二 2 一 1) ,然后 对 
每 位 应 聘 者 通过 面谈 打 一 个 分 数 , 打 的 分 数 都 不 相同 . 前 & 位 都 不 录用 , 设 前 & 位 
的 最 高 得 分 为 m. 从 第 十 1 位 起 ,只 要 得 分 超过 m 就 录用 ,不 再 考 虑 后 面 的 人 . 如 
果 7 一 & 一 1 位 的 得 分 都 不 超过 和 ,此 时 只 剩 下 最 后 一 位 ,不 管 他 得 和 多少 分 都 录用 . 
算法 描述 如 下 ,其 中 score( 引 是 第 i 位 应 聘 者 的 得 分 . 
On-Line Max(n,k) 
1]. moo 
2. for i<]1 tok do 
3 lif score(z) >m then m<—score(i) 
4. for i<k 十 ] to 7 一 1] do 
二 if score(1)—m then return 1 
b. return 7 
假设 位 应 聘 者 的 排列 服从 均匀 分 布 ， 
(1) 求 恰好 选中 分 数 最 高 者 的 概率 p ,并 分 析 & 应 如 何 取 值 . 
(2) 求 需要 面谈 的 人 数 的 期 望 值 . 
13.13 用 艇 列 函 数 及 把 n 个 不 同 的 关键 码 黎 列 到 长 度 为 m 的 表 工 中 ,假设 天 为 简单 均 色 
套 列 函数 , 求 平均 的 冲突 数 . 
13.14 设 p 是 一 个 素数 ,m 宇 2, 记 2, 一 10,1,…,p 一 1},2Z? 一 {1,2,*…,p 一 1}. 对 每 一 对 
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hs(K)=(aK+b)mod p 


hs(K)=h,,(K) mod m Re 
试 证 明 ， 
(1) 对 每 一 对 <a,b》EZ? XZ,, hw 是 Z, 上 的 双 射 函数 . 
(2) 设 《a,50) 服 从 Zs XZ 上 的 均匀 分 布 , 则 对 2Z, 中 任意 的 KK 关 L， 
P{hss(K)— has (1) 


{hs | ao EX2Z ) 称 作 通 用 散 列 函数 类 . 
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代数 系统 


代数 系统 由 集合 和 集合 上 的 运算 构成 ,代数 系统 及 其 性 质 的 研究 在 软件 规约 、 编 码 理论 
等 方面 有 着 重要 的 应 用 . 本 曹 简要 讨论 代数 系统 的 构成 及 其 一 般 性 质 ,然后 介绍 几 个 重要 
的 代数 系统 . 


14.1 二 元 运算 及 其 性 质 


代数 系统 的 重要 成 分 是 代数 运算 . 这 里 首先 引入 二 元 运算 和 一 元 运算 的 概念 ,人 然后 讨 
论 二 元 运算 的 性 质 . 


14.1.1 二 元 运算 与 一 元 运算 的 定义 


定义 14.1 设 S 为 集合 ,函数 f: SXS~S 称 为 S 上 的 二 元 运算 ,简称 为 二 元 运算 . 这 
时 也 称 S 对 f 封闭 . 
例 14.1 


(1) 普通 加 法 和 乘法 是 自然 数 集 N 上 的 二 元 运算 ,而 减法 和 除法 不 是 . 因为 
两 个 数 相 减 或 者 相 际 不 一 定 得 到 目 然 数 , 如 2 一 3 二 一 1;2/3 不 是 整数 . 


(2) 加 法 ,减法 和 乘法 狠 古 整数 集 Z 上 的 二 元 运算 ,而 除法 不 是 . 
(3) 乘法 和 除法 郡 是 非 去 实 数 集 R 上 的 二 元 运算 ,而 加 法 和 减法 不 是 . 因为 两 个 数 相 
加 或 音 相 减 可 能 等 于 0, 而 0 不 是 R* 中 的 数 . 


(4) 设 9 (a so "sO } iad; da: ,那么 。 为 中 上 二 元 运算 . 
(5) 设 M,(R) 表 示 所 有 nn 阶 (n 宇 2) 实 矩阵 的 集合 , 即 

Ul Wl2 ln 
AT (R) > 生 . i Risi=] i 


nl Un2 tnn 


则 和 矩阵 加 法 和 和 抢 阵 乘法 都 是 M, (R) 上 的 二 元 运算 ,因为 任何 两 个 阶 实 和 矩阵 都 可 以 相 加 或 
者 相 乘 , 且 所 得 结果 仍旧 是 了 阶 实 和 矩阵. 

(6) S 为 任意 集合 , 则 U ,站 ,一 ,由 为 寡 集 P(S) 上 的 二 元 运算 ,因为 任何 S 的 子 集 都 可 
以 进行 上 述 运算 , 且 运 算 结果 仍旧 是 S 的 子 集 . 


(7) S 为 S 上 的 所 有 困 数 的 集合 , 则 合成 运算 。 为 SS 上 的 二 元 运算 . 
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下 面 考虑 一 元 运算 . 

定义 14.2 设 S 为 集合 , 子 数 f:S 习 S 称 为 S$ 上 的 一 元 运算 ,简称 为 一 元 运算 . 

例 14.2 (1) 求 相 反 数 是 整数 集 Z、 有 理 数 集 Q 和 实数 集 R 上 的 一 元 运算 ,因为 任何 
实数 都 可 以 求 相 反 数 . 旦 相反 数 与 原来 的 数 都 属于 同一 个 集合 . 

(2) 求 倒数 是 非 零 有 理 数 集 Q ” . 非 零 实数 集 R 上 的 一 元 运算 ,但 不 是 Q 和 有 R 上 的 一 
元 运算 ,因为 0 没有 倒数 . 

(3) 对 任何 复数 ae 十 下 , 求 共 斩 复 数 a 一 bi 是 复数 集合 C 上 的 一 元 运算 . 

(4) 在 备 集 P(S) 上 规定 全 集 为 S, 则 求 绝 对 补 运 算 一 是 P(S) 上 的 一 元 运算 ,因为 对 任 
何 S 的 子 集 X ,一 X 一 S 一 X 也 是 S 的 子 集 . 

(5) 设 5 为 集合 , 令 A 为 S 上 所 有 双 射 图 数 的 集合 ,ASS  , 求 一 个 双 射 图 数 的 反 困 数 
是 A 上 的 一 元 运算 . 

(6) 在 n(n 三 2) 阶 实 窍 阵 的 集合 M,(R) 上 , 求 转 置 矩 阵 是 M, (R) 上 的 一 元 运算 ;但 是 求 
生 陡 的 潮 术 注 玉 送审.00 直 的" 志 汪 由 ,因为 只 右 和 光头 寂 轴 放 二 闻 际 直 有 有 渤 和 条 

可 以 使 用 算 符 表示 二 元 或 一 元 运算 ,和 常用 的 算 特有 °。, x ,，。 ,由 , 多 ,A 等 . 二 元 运算 一 
般 采用 中 缀 表示 , 即 如 果 zx 与 y 运算 得 到 zz, 记 做 x*y 二 xz; 对 一 元 运算 则 采用 前 缀 表示, 即 
将 工 的 运 SR 
的 十 ,一 ,XX, 二 ,UU ,人 间 ,V ,人 ,等 也 是 算 符 ,一 般 具 有 特定 的 含义 . 使 用 算 符 可 以 更 方便 
的 定义 运算 ,定义 的 方法 是 给 出 运算 的 表达 式 或 运算 表 表达 式 适 合 于 表示 具有 共同 规则 
的 运算 ,而 运算 表 不 要 求 运算 具有 共同 规则 ， pitt 表 14.1 和 


表 14. 2 分 别 给 出 了 二 元 运算 与 一 元 运算 的 运算 表 的 一 般 形 式 , 这 些 运 算 都 定义 在 集合 
上 
表 14.1 表 14. 2 
ul [ Ct or 
1 ul Wl A "Us ul] ”本 他 1 | 
us [| 全 了 Wr as Ss 
a dn "dl dn "dy 7 a oa 


下 面 是 一 些 运算 的 具体 实例 . 
例 14.3 (1) 设 R 为 实数 集合 ,如 下 定义 R 上 的 二 元 运算 x 
VX,yER, Xx*y=zx 
那么 3* 4 二 3, 0.5x* (一 3) 二 0.5. 这 里 的 * 运 算是 使 用 表达 式 定 义 的 . 
(2) 令 A==P({a,5)), 岂 和 一 分 别 为 对 称 差 和 绝对 补 运 算 ({a,5}) 为 全 集 ), 表 14. 3 和 
表 14. 4 分 别 表 示 这 两 个 运算 的 运算 表 . 


地 | 洪 


表 14.3 表 14.4 

中 好 {a} 1p} {a,b) X ~ 义 
| 好 {a} {1p} {a,b)} Dy {lab} 
ia} (a} | tub ip} {ai {a} 
‘0} ‘pb} ‘a,p} [oy] {a} ‘1b? { 人 
{asb} ‘asp} ‘pt a} Ly] (cy 已 
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例 14.4 设 2, 王 10,1,…,n 一 1), 了 中 和 的 分 别 表示 模 n 加 法 和 模 n 乘法 . 即 四 
(Xz 十 y) modmnzeoy=(zy)mod n. 那么 当 n= 二 5 时 ,这 两 个 运算 的 运算 表 如 表 14. 
表 14.6 所 示 . 


表 14.5 表 
OD 0 1 2 3 4 的 0 2 3 4 
0 0 1 和 3 4 0 0 0 0 0 0 
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4 
2 3 4 0 1 2 0 这 4 1 3 
3 3 4 0 1 pe 3 0 3 1 4 2 
4 4 0 1 3 4 0 4 3 2 1 


14.1.2 二 元 运算 的 性 质 


二 元 运算 的 性 质 主要 指 运算 遵从 的 算 律 和 相对 于 运算 存在 的 特异 元 素 . 首先 考虑 算 
律 . 针对 一 个 二 元 运算 的 算 律 主要 有 交换 律 .结合 律 和 和 才 等 律 ; 针 对 两 个 不 同 的 二 元 运算 的 
算 律 主要 有 分 配 律 和 吸收 律 . 下面 分 别 给 出 定义 . 

定义 14.3 设 ' 为 S 上 的 二 元 运算 ， 

(1) 如 果 对 于 任意 的 x,yES 有 


则 称 * 运 算 在 S 上 满足 交换 律 . 

(2) 如 果 对 于 任意 的 zx,y,zES 有 

(zey)ez 一 rx (y°z) 

则 称 。 运 算 在 S 上 满足 结合 律 . 

(3) 如 条 对 于 任意 的 zxES 有 

则 称 * 运 算 在 S 上 满足 窘 等 律 . 
定义 14.4 设 * 和 x* 为 S$ 上 两 个 不 同 的 二 元 运算 ， 
(1) 如 果 对 于 任意 的 x,y,zES 有 
下 

则 称 。 运 算 对 * 运算 满足 分 配 律 . 

(2) 如 朱 " 和 = 都 可 交换 ,并 且 对 于 任意 的 z,yES 有 

工 "( 工 关 y) 一 工 和 工 关 (rey) 一 工 

则 称 * 和 =#* 运 算 满 足 吸 收 律 . 

例 14.5 设 Z,Q,R 分 别 为 整数 有理数 .实数 集 ;M, CR) 为 工 阶 实 窍 阵 集 合 ,? 之 2; 
P(B) 为 客 集 ;A* 为 从 A 到 A 的 函数 集 ,1A| 三 2. 下 面 考虑 这 些 集合 上 的 运算 是 否 满足 交 
换 律 ,结合 律 和 答 等 律 ,有 关 的 结果 给 在 表 14.7; 而 对 于 分 配 律 和 吸收 律 的 分 析 结 果 则 给 在 
表 14. 8. 

下 面 考虑 运算 的 特异 元 素 : 单位 元 、 零 元 .可 逆 元 以 及 它们 的 逆 元 . 这 些 特 异 元 系 也 称 
作 代 数 系统 的 代数 常数 . 
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表 14.8 
集 合 
普通 加 法 十 |X 对 十 可 分 本 
Z,Q.R wy pr 
与 乘法 X | 十 对 XX 不 分 配 
z 矩阵 加 法 十 | XX 对 十 可 分 配 
M.(R) 
与 乘法 X | 十 对 X 不 分 配 
UU 对 们 可 分 配 
ee 门 对 UU 可 分 配 
相对 补 P(B) 


对 称 差 由 


交 门 与 对 | 站 对 由 可 分 配 
称 差 由 “| 由 对 门 不 分 配 


定义 14.5 设 * 为 S 上 的 二 元 运算 ， 
(1) 如 果 存 在 e (或 e,) ES, 使 得 对 任意 xES 都 有 
@°T 二 XxX (或 xre, 二 Xx) 
则 称 ei( 或 e,) 是 S 中 关于 。 运 算 的 左 (或 在 ) 单 位 元 . 在 eES 关 于 。 运 算 既 是 左 单位 元 又 是 
右 单 位 元 , 则 称 e 为 S 上 关于 "运算 的 单位 元 . 单位 元 也 称 作 人 么 元 . 
(2) 如 果 存 在 0 (或 0)ES, 使 得 对 任意 zxES 都 有 
0 一 0 (或 zol 一 0) 
则 称 9.( 或 0.) 是 S 中 关于 "运算 的 左 ( 或 右 ) 零 元 . 行 OES 关 于。 运算 既是 左 零 元 又 是 右 零 
元 , 则 称 0 为 S 上 关于 。 运 算 的 零 元 . 
(3) 令 e 为 S 中 关于 运算 。 的 单位 元 . 对 于 xES, 如 果 存 在 y,( 或 y,)ES 使 得 
io 一 e( 或 一 6) 
则 称 yi( 或 y,) 是 x 关于 运算 的 左 逆 元 (或 右 逆 元 ). 奉 yES 既是 xz 的 左 逆 元 又 是 z 的 布道 
元 , 则 称 y 为 x 的 逆 元 , 如 果 z 的 道 元 存在 ,就 称 工 是 可 逆 的 . 
例 14.6 针对 例 14. 5 中 的 运算 , 表 14.9 列 出 了 相关 的 单位 元 、 零 元 及 可 道 元 素 的 道 
元 . 集合 中 哪些 元 素 是 可 逆 元 素 ? 这 依赖 于 有 具体 的 运算 . 对 表 14. 9 中 的 普通 乘法 来 说 ,在 
实数 集 R 和 有 理 数 集 Q 中 , 除 0 之 外 每 个 实数 或 有 理 数 x 都 是 可 逆 的 , 逆 元 就 是 它 的 倒数 
Xx 13; 而 在 整数 集 Z 中 ,只 有 1 和 一 1 是 可 逆 的 ,它们 的 逆 元 就 是 自身 .对 于 和 矩阵 乘法 ,只 有 
可 逆 矩 阵 闵 (行列 式 不 等 于 0 的 矩阵 ) 才 存在 逆 和 矩阵 X !. 在 和 突 集 P(B) 上 ,对 于 集合 并 运 
算 , 只 有 空 集 名 有 道 元 ;而 对 于 交 运 算 , 只 有 B 有 道 元 . 在 函数 的 集合 A4 上 , 是 合成 运算 


. 逆 元 
普通 加 法 十 ] ZX 的 逆 元 一 x 
普通 乘法 Xx 可 逆 元 素 工 的 逆 元 工 
和 矩阵 加 法 十 n 阶 全 0 和 矩阵 无 下 的 逆 元 一 下 


矩阵 乘法 X | 1 阶 单位 矩阵 | ， 阶 全 0 垂 阵 可 洋 失 阵 多 的 逆 阵 六 - 
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续 表 
集 合 逆 元 
名 的 道 元 为 名 
P(B) B 的 逆 元 为 B 
和 的 道 元 为 义 
A? 双 射 函数 f 的 道 元 为 三 ” 


关于 单位 元 的 存在 唯一 性 定理 . 

定理 14.1 设 * 为 S$ 上 的 二 元 运算 ,e/ 和 e, 分 别 为 S 中 关于 "运算 的 左 和 右 单 位 元 , 则 
el 二 e, 二 e 为 S$ 上 关于 * 运 算 的 唯一 的 单位 元 . 

证 明 因为 e- 为 右 单 位 元 ,所 以 有 e 三 ei°e,. 同 理 有 ei°e, 二 e,/. 从 而 得 到 6, 二 e,. 将 这 
个 单位 元 记 作 e. 假设 e 也 是 S 中 的 单位 元 , 则 有 e =e*e 二 e. 唯一 性 得 证 . 

类 似 地 ,可 以 证 明 关 于 零 元 的 唯一 性 定理 . 

定理 14.2 设 * 为 S 上 可 结合 的 二 元 运算 ,e 为 该 运算 的 单位 元 ,对 于 zES 如 果 存 在 
左 逆 元 % 和 右 逆 元 y,; 则 有 yi 二 y, 王 y, 且 y 是 zx 关于 "运算 的 唯一 的 逆 元 . 

证 明 由 并 ee 和 zey 一 e 得 

WW We 故人 
令 yy 二 y, 二 y;,; 则 yy 是 xz 的 道 元 . 假若 y ES 也 是 xz 的 道 元 , 则 
y= ye—=y "(ry) = (yr) ry—=e y=—y 

所 以 y 是 x 关于 * 运 算 的 唯一 的 逆 元 . 

由 于 北 元 的 唯一 性 ,通常 将 工 的 逆 元 记 作 工 一. 

最 后 考虑 消去 律 . 

定义 14.6 设 * 为 集合 S 上 的 二 元 运算 ,如 果 对 于 任意 元 杂 x,y,xzE S,zx 隆 90, 部 有 

人 

成 立 , 则 称 * 运 算 满 足 消 去 律 . 

例如 ,普通 加 法 和 乘法 满足 消去 律 , 和 矩阵 加 法 满足 消去 律 ,矩阵 乘法 不 满足 消去 律 . 集 
合 的 并 和 交 运 算 也 不 满足 消去 律 ,例如 人 1 U 人 1:2) 一 (2) UL,2) ,但 是 (1 天 (12). 

下 面 是 一 些 运 算 的 实例 . 

例 14.7 设 * 运 算 为 有 理 数 集 Q 上 的 二 元 运算 ,Yz,ycQ， 

To"y 一 并 十 一 并 

(1) 判断 * 运 算是 否 满足 交换 律 和 绪 合 律 , 并 说 明理 由 . 

(2) 求 出 "运算 的 单位 元 、 零 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 

解 (1)。 运 算是 可 交换 ,可 结合 的 . 验证 如 下 : 任 取 z,yEQ， 

Toy 一 工 十 y 一 工 y 一 yy 十 工 一 yy 一 yo 工 
任 取 zyyzEaQ， 
(xX°y) °° (ry—xry) 二 zez— (ri y— xry)z—=r yize— ry— rxz— yz zxyz 
Ty°z)—=zriT (ye— yz)—r(y 二 ze— yz)—=zr yz—zry— rz— yi ryz 

(2) 设 * 运 算 的 单位 元 和 零 元 分 别 为 e 和 0, 则 对 于 任意 工 有 zee= 工 成 立 , 即 x 十 e 一 

xe 二 TX. 由 于 Zz 的 任意 性 , 必 有 e 二 0. 由 于 * 运 算 可 交换 ,所 以 0 是 单位 元 . 


再 考虑 堆 元 ,对 于 任意 工 有 zeb= 王 0 成立 , 即 x 十 0 一 X70 二 9 .化 商 得 z 一 zO 王 0 ， 由 于 并 
给 定 z, 设 工 的 赣 元 为 y, 则 有 ze*y = 0 成 立 , 即 zz 十 y 一 zy 一 0. 从 而 得 到 


y 一 一 ZX] 


因此 当 z 关 1 时 ,一 -是 的 逆 元 . 


例 14.8 表 14.10 给 出 了 3 个 运算 表 ， 
(1) 说 明 哪些 运算 是 可 交换 的 .可 结合 的 、 震 等 的 . 
(2) 求 出 每 个 运算 的 单位 元 、 云 元 .所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 ， 


解 (1) We 满足 结合 律 , 不 满足 蜂 等 律 ; "运算 不 满足 交换 律 ,满足 结 
合 律 ,满足 佑 等 律 ;。 运算 满足 交换 律 ,满足 结合 律 , 不 满足 戎 等 律 ， 
(2) * 运算 的 单位 元 为 5, 没 有 零 元 ,a-! 二 c,5-! 一 5,c-! 二 a;° 运 算 的 单位 元 和 零 元 都 


14.2 代数 系统 


14.2.1 代数 系统 的 定义 与 实例 


定义 14.7 非 空 集合 S 和 S 上 上 个 一 元 或 二 元 运算 用,f,,… ,fi 组 成 的 系统 称 为 一 个 
代数 系统 ,简称 代数 , 记 作 《S, 了 fi, fs，…，, fi). 

注意 在 写 出 一 个 代数 系统 时 ,经 笛 将 二 元 运算 排 在 一 元 运算 的 前 面 . 

例 14.9 (1) (N, 十 ),(Z, 十 ,。),(R, 十 ,。) 是 代数 系统 ,十 和 “。 分 别 表示 普通 加 法 和 

(2)〈M,(R) ,十 ,，) 是 代数 系统 ,十 和 。， 分 别 表示 nn 阶 (n 三 2) 实 窍 阵 的 加 法 和 乘法 . 

(3)《Z ,中 ,9)》 是 代数 系统 ,Z = 二 10,1,……,n 一 1), 岂 和 C9 分 别 表 示 模 nn 的 加 法 和 乘法 . 

(4) 《<P(S),U,( ,一 ) 也 是 代数 系统 ,UU 和 门 分 别 为 集合 的 并 和 交 , 以 S 为 全 集 , 一 为 
集合 的 绝对 补 . 

对 于 代数 系统 V==《S, 记 ,fi,… ,fi) ,其 中 的 集合 S 称 作 载体 ,S 和,f;,…,i 剖 是 V 
的 成 分 . 对 于 某 些 代数 系统 ,具有 某 种 特异 元 素 ( 例 如 关于 二 元 运算 的 单位 元 ) 也 作为 系统 
的 性 质 . 为 了 强调 这 一 点 ,可 以 将 这 个 特异 元 紊 作为 系统 的 成 分 列 出 来 . 例如 (A,。,e) 就 是 
一 个 抽象 的 代数 系统 ,其 中 e 是 运算 的 单位 元 ,这 时 也 称 e 是 代数 常数 . 为 了 定义 抽象 的 代 
数 系 统 , 除 了 列 出 它 的 成 分 之 外 ,还 需要 用 公理 规定 系统 的 性 质 , 如 二 元 运算 满足 某 条 算 律 ， 
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运算 具有 某 种 特异 元 素 等 ,在 上 述 代数 系统 (A,°。,e) 中 就 可 以 规定 运算 满足 结合 律 .显然 
代数 系统 (N, 十 ,0) 和 CA?,。,14) 都 是 这 个 抽象 代数 系统 的 具体 实例 . 在 不 发 生 混 消 的 情况 
下 ,也 可 以 用 载体 直接 标记 代数 系统 ,如 Q，2Z, 等 . 


14.2.2 代数 系统 的 分 类 


为 了 研究 代数 系统 ,需要 对 它们 进行 分 类 . 按照 代数 系统 的 成 分 ,首先 将 它们 分 成 同类 
型 的 代数 系统 . 如 果 进 一 步 细 分 ,考虑 系统 的 性 质 , 可 以 分 成 同 种 的 代数 系统 . 

定义 14.8 (1) 如 果 两 个 代数 系统 中 运算 的 个 数 相 同 ,对 应 运算 的 元 数 相 同 , 且 代 数 稼 
数 的 个 数 也 相同 , 则 称 它 们 是 同类 型 的 代数 系统 . 

(2) 如 果 两 个 同类 型 的 代数 系统 对 应 的 运算 所 规定 的 运算 性 质 也 相同 , 则 称 为 同 种 的 

例如 代数 系统 = 有 ,十 ,。 ,0,1》, 十 和 “。 分别 为 普通 加 法 与 乘法 :;V: = 一 (M,.(R) ,十 ， 
，,0,E) ,其 中 十 和 ，， 分 别 为 矩阵 加 法 与 乘法 ,9 为 n 阶 全 0 和 窍 阵 ,E 为 n 阶 单位 矩阵 ;Vs = 
(P(B),U, 门 ,名 ,B), 其 中 P(B) 为 军 集 . 表 14. 11 列 出 了 这 些 代 数 系 统 的 部 分 性 质 ， 显然 
Vi,Vz,V 是 同类 型 的 代数 系统 ,它们 都 含有 2 个 二 元 运算 ,2 个 代数 常数 . 如 果 在 定义 抽象 
的 代数 系统 时 规定 3 条 公理 :第 一 个 二 元 运算 具有 交换 律 和 结合 律 ,第 二 个 二 元 运算 具有 结 
合 律 ,第 二 个 二 元 运算 对 第 一 个 二 元 运算 具有 分 配 律 , 那 么 这 3 个 代数 系统 都 是 同 种 的 代数 
系统 . 如 果 除 此 之 外 ,系统 还 规定 第 一 个 二 元 运算 具有 单位 元 , 且 每 个 元 素 都 有 逆 元 ,那么 
V1 写 V; 是 同 种 的 代数 系统 ,它们 与 Vs 不 再 是 同 种 的 代数 系统 了 . 


表 14.11 

十 可 交换 、 可 结合 十 可 交换 .可 结合 U 可 交换 、 可 结合 

。 有 可 交换 ,可 结合 ”不 可 交换 、 可 结合 门 可 交换 ,可 结合 
十 满足 消去 律 十 满足 消去 律 UU 不 满足 消去 律 

。 满足 消去 律 。 不 满足 消去 律 站 不 满足 消去 律 

。 对 十 可 分 配 。 对 十 可 分 配 站 对 品 可 分 配 

十 对， 不 可 分 配 十 对。 不 可 分 配 U 对 和 可 分 配 

十 与 。 没 有 吸收 律 十 与 。 没 有 吸收 律 UU 与 和 站 满足 吸收 律 
十 具有 单位 元 十 具有 单位 元 UU 具有 单位 元 

对 于 十 ,每 个 元 素 都 可 逆 对 于 十 ,每 个 元 素 都 可 逆 对 于 品 不 一 定 都 可逆 


人 的 认识 过 程 一 般 是 从 对 具体 事物 的 认识 出 发 ,通过 概括 归纳 这 些 具体 事物 的 共同 特 
征 抽 象 出 一 类 新 的 事物 . 对 代数 系统 的 认识 也 是 如 此 , 先 学 习 整 数 关于 加 法 与 乘法 构成 的 
系统 (Z, 十 ,。), 然 后 将 这 个 系统 扩大 到 有 理 数 和 实数 . 但 这 些 运 算 对 象 都 是 数 . 到 了 线性 
代数 课程 ,参与 运算 的 元 素 不 下 是 数 ,而 是 矩阵 . 正如 表 14. 11 所 示 ,和 矩阵 运算 与 数 的 运算 
具有 很 多 共同 的 性 质 . 为 了 概括 这 一 类 代数 系统 ,人 们 引入 了 抽象 代数 系统 一 一 环 的 概念. 
类 似 地 ,在 逻辑 代数 与 集合 代数 的 人 研究 中 ,又 抽象 出 具有 了 吸收 律 、 德 摩根 律 等 运算 性 质 的 代 
数 系 统一 一 布尔 代数 . 这 就 是 抽象 代数 的 研究 方法 :通过 规定 代数 系统 的 成 分 与 公理 ,定义 
一 些 抽 和 象 的 代数 系统 ,然后 分 别人 研究 这 些 代 数 系 统 的 性 质 . 本 章 将 在 后 面 简 要 介绍 半 群 、 独 
异 点 、 群 \ 环 、 域 . 格 \ 布 尔 代 数 等 重要 的 抽象 代数 系统 . 


14.2.3 于 代数 系统 与 积 代数 系统 


代数 系统 中 的 一 个 重要 问题 是 研究 它 的 子 系统 ,我 们 关心 的 是 :怎样 构成 一 个 子 系统 ? 
子 系统 是 否 能 够 保持 原 系统 的 性 质 ? 下 面 先 给 出 子 代数 系统 的 定义 . 

定义 14.9 设 V=(9S, 广 , 户 ,…， 太 ) 是 代数 系统 ,B 是 5S 的 非 空子 集 ,如 果 B 对 
fi),f;，… ,fi 都 是 封闭 的 ,是 B 和 S 含有 相同 的 代数 第 数 , 则 称 4B, 记 ,了 f;,…,fi) 是 V 的 子 
代数 系统 ,简称 子 代 数 . 有 时 将 子 代 数 系 统 简 记 为 B， 如 果 B= 二 S$S, 则 称 B 是 V 的 平凡 子 代 
数 ; 如 果 BCS, 则 称 子 代数 B 为 V 的 真子 代数 . 

例如 ,N 是 (Z, 十 ) 的 子 代数 ,N 也 是 (Z, 十 ,0) 的 子 代数 . N 一 {10} 是 (2Z, 十 ) 的 子 代数 ,但 
不 是 (Z, 十 ,0) 的 子 代数 ,因为 代数 系统 (Z, 十 ,0) 中 的 代数 常数 0 不 在 N 一 10} 中. 

对 任何 代数 系统 V, 它 的 子 代 数 一 定 存 在 ,起 码 存 在 平凡 子 代数 V. 如 果 V 的 代数 常数 
构成 的 集合 K 关于 V 中 的 所 有 运算 封闭 ,这 时 也 称 KK 为 V 的 平 几 子 代数 . 

例 14.10 设 V==<Z, 十 ,0), 令 nnZ = 二 {nz | zEZV},n 为 给 定 的 自然 数 , 则 nzZ 是 V 的 子 
代数 . 当 z 王 1 和 0 时 ,zzZ 等 于 Z 或 等 于 10}) ,是 Y 的 平凡 的 子 代数 ,对 于 其 他 的 ”7zZ 都 是 
V 的 非 平 凡 的 真子 代数 . 例如 2Z= 二 {0, 土 2, 土 4,…} 就 是 V 的 真子 代数 . 

不 难看 出 , 当 原 来 代数 系统 的 公理 指 的 是 二 元 运算 的 算 律 (如 交换 律 . 结 合 律 .、 徊 等 律 、 
分 配 律 ,吸收 律 等 ) ,那么 在 它 的 子 代数 中 也 满足 相同 的 算 律 ,因此 子 代 数 与 原来 的 代数 系统 
是 同 种 的 代数 系统 . 

由 两 个 同类 型 的 代数 系统 可 以 构造 积 代 数 系统 . 

定义 14.10 设 V= 二 (A,") 和 V, 二 4B,*) 是 同类 型 的 代数 系统 ,。 和 x* 为 二 元 运算 ,在 
集合 AXB 上 如 下 定义 二 元 运算 。,VY (al;0b1),《as;b0;);EAXB, 有 

aris) * tas sD?) O— aa sb * bo) 
称 V 二 《AXB,*。) 为 VW 与 Vj; 的 积 代数 , 记 作 Vi XV;. 这 时 也 称 V 和 V; 为 V 的 因子 代数 . 
考虑 代数 系统 V==(R, 十 ) ,那么 积 代 数 VXV== (RXR, 十 ), 例 如 《1,3) 十 (一 2,2)= 
(一 1,5). 

类 似 地 ,也 可 以 对 具有 多 个 运算 的 代数 系统 Vi 和 VV; 定义 积 代数 . 积 代数 中 的 运算 
个 数 与 Vi 和 V; 的 运算 个 数 一 样 多 ,而 每 个 运算 的 规则 与 定义 14. 10 一 样 . 如 Vi 二 
(Z, 十 ,。),V 一 (M: CR) ,十 ,。), 那 么 在 积 代 数 VXVs* 中 有 
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还 可 以 把 积 代数 的 概念 扩充 到 多 个 同类 型 的 代数 系统 ,限于 篇 幅 , 不 表 鸭 述 , 有 兴趣 的 
读者 可 以 参考 有 关 的 书籍 . 

根据 定义 不 难看 出 积 代数 与 原来 的 代数 系统 是 同类 型 的 ,而 且 可 以 进一步 证 明 积 代数 
可 以 保持 原来 代数 系统 中 的 许多 性 质 ,如 交换 律 、 结 合 律 、 需 等 律 、 分 配 律 和 吸收 律 等 . 例 
如 ,代数 系统 Vi 和 V; 中 对 应 的 运算 。 和 x* 是 可 交换 的 ,那么 在 Vi XV 中 对 应 的 运算 。 也 是 
可 交换 的 . 但 古 有 一 条 性 质 在 积 代数 中 不 一 定 能 够 你 持 , 那 就 是 消去 侍 . 例如 Vi 一 《22， 
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es 与 V 一 (2 ,9 是 具有 消去 律 的 代数 系统 ,其 中 co 和 @9: 分 别 表示 模 2 和 模 3 乘法 . 
容易 看 到 在 积 代 数 中 的 运算 没有 消去 律 ,例如 (1,07@ 多 (0,1) 一 人 1,076G940,2), 但 是 40,17) 天 
有 

除了 保持 算 律 以 外 , 积 代 数 也 可 以 保持 特异 元 系 . 如 果 el 和 es 分 别 为 因子 代数 Vi 与 V， 
中 对 应 运算 的 单位 元 ,可 以 证 明 (ei ,es) 也 是 积 代 数 中 关于 对 应 运算 的 单位 元 ,对 于 零 元 也 
有 同样 的 性 质 . 类 似 地 ,对 于 Vi 和 V; 中 可 逆 的 元 系 a 和 5,Ca ,2 “) 在 积 代数 Vi XV; 中 是 
《asp 的 逆 元 ， 


14.2.4 代数 系统 的 同 态 与 同 构 


同 态 映射 是 研究 代数 系统 之 间 关 系 的 重要 工具 . 

定义 14.11 设 V= 二 (A,*) 和 V,= 二 (B,*) 是 同类 型 的 代数 系统 ,f:VjV,, 且 Vzx,y 
EA 有 

f(x y= f(T) f(y) 

则 称 ff 是 Vi 到 V; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 同 态 映射 如 果 是 单 射 , 则 称 为 单 同 态 ;如 果 是 满 
射 , 则 称 为 满 同 态 , 这 时 称 V 是 Vi 的 同 态 像 , 记 作 w 一 Vz ;如 果 是 双 射 , 则 称 为 同 构 ,也 称 代 
数 系 统 Vi 同 构 于 V;, 记 作 Vi 实 V,. 对 于 代数 系统 V, 它 到 自生 的 同 态 称 为 自 同 态 . 

类 似 地 可 以 定义 单 自 同 态 、 满 自 同 态 和 自 同 构 . 

同 态 映射 的 概念 可 以 用 图 14. 1 来 说 明 . 定义 14. 11 中 等 式 的 左边 是 x 与 y 先 运 算 ,得 
到 ze。y, 然 后 将 运算 结果 z*y 映 到 V; 中 的 f(x*y)., 等 式 右边 是 先 将 z 与 y 映 到 三 Cz) 与 
f(y) ,然后 将 肌 射 结果 f(x) 与 f(y) 在 V; 中 进行 * 运算 .对 于 同 态 映射 来 说 ,无 论 工 与 y 取 
什么 全 ,这 两 种 方式 都 会 得 到 相同 的 结果 . 


例 14.11 (1) 设 V=(Z 十 ),VYaEZ, 今 上 :7Z 一 2, 让 Cz) 一 az 那么 六 是 Y 的 目 同 
态 . 因为 yYx,yEZV, 有 f(x 十 y) 二 a(x 十 y) 二 ax 十 ay 二 f(zX) 十 f(y). 当 a= 二 0 时 称 方 为 
地 同 仿 ; 当 wa 一 十 1 时 , 称 大 为 日 同 构 ; 除 此 之 外 其 他 的 ff 部 是 单 日 同 态 . 

(2) 设 VV 二 (Q,; 十 ),Vi 一 4Q*,，), 其 中 Q’* 一 Q 一 10), 令 f:Q™Q*, f(z) 二 e ,那么 了 
是 Vi 到 V; 的 同 态 映射 ,因为 VYx,y€EQ@ 有 f(x 十 y) 二 ee ?二 er 。e@? 二 f(x)。f(y). 不 难看 
出 f 是 单 同 态 . 

例 14. 12 V 一 (R”,。，), 判 断 下 面 的 哪些 函数 是 V 的 日 同 态 ?是 否 为 单 日 同 态 、 满 日 
同 态 和 自 同 构 ? 计算 V 的 同 态 像 . 


(1) f(x)= |z| (2) f(x)=2zx 
(3) f(x)=x’ (4) f(x)=1/zx 
(5) 矿工 ) 一 一 工 6 天元) 二 天 十] 


解 (2),(5),(6) 不 是 自 同 态 . 

(1) 是 自 同 态 , 但 不 是 单 自 同 态 ,也 不 是 满 自 同 态 . 不 是 自 同 构 . f(V) 二 (R”,。…). 

(3) 是 自 同 态 ,但 不 是 单 自 同 态 ,也 不 是 满 自 同 态 . 不 是 自 同 构 . f(V)==(R™ ,。，). 

(4) 是 自 同 态 、 单 目 同 态 、 满 目 同 态 、 目 同 构 . f(V)==V. 

定义 14.11 的 同 态 概念 可 以 推广 到 具有 多 个 二 元 和 一 元 运算 的 代数 系统 ,有 关 的 例子 
将 在 后 面 的 代数 系统 中 给 出 ( 见 14. 3 方 ). 

同 态 映 射 是 讨论 代数 系统 之 间 关 系 的 有 力 工 具 . 存在 同 态 映 射 的 代数 系统 往往 具有 很 
多 共同 的 性 质 . 例如 Vi 到 V;, 存 在 同 态 映射 f, 那 么 f 可 以 保持 运算 的 可 交换 性 , 即 如 果 Vi 
中 的 。 运 算 具 有 交换 性 ,那么 V; 中 对 应 的 * 运 算 也 具有 交换 性 .类 似 地 , 同 态 映射 还 保持 运 
算 的 可 结合 以 及 办 等 的 性 质 ， 此 外 ,对 于 具有 两 个 不 同 运算 的 代数 系统 , 同 态 映射 还 保持 分 
配 和 吸收 的 性 质 . 注意 对 于 消去 律 可 能 有 例外 . 除了 运算 性 质 之 外 , 同 态 映射 f 也 能 保持 
特异 元 素 ,如 单位 元 、 堆 元、 可逆 元 素 及 其 道 元 , 用 等 式 表示 就 是 : 

fle)=es, f(0)=0,, f(r )= f(r) 

其 中 ,el 和 es 分 别 表示 VV 和 Vs 中 一 组 对 应 运算 的 单位 元 ,8 和 如 分 别 表示 Vi 和 Vs 中 一 组 对 
应 运算 的 零 元 ,x ! 是 xz 在 Vi 中 关于 某 个 运算 的 逆 元 ,f(x) : 则 是 f(x) 在 V; 中 关于 对 应 运 
算 的 逆 元 . 换 句 话说 ,如 果 工 与 y 在 Vi 中 关于 某 个 运算 是 互 逆 的 元 素 ,那么 f(x) 与 f(y) 在 
VV 中 关于 对 应 的 运算 也 是 互 逆 的 元 系 . 例如 ,在 例 14. 11(2) 中 ,有 ff(0)=1， 
f( 一 xz) 二 x 1! 等 . 

对 于 同 构 的 代数 系统 Vi 与 V; ,不 但 含有 元 素 的 多 少 是 一 样 的 ,还 可 以 证 明 它 们 具有 人 完 
全 相同 的 性 质 . 在 抽象 的 意义 上 与 V; 是 没有 区 别 的 ,只 是 采用 了 不 同 的 符号 命名 它们 的 
元 泰和 运算 里 了 . 因此 ,在 抽象 代数 中 认为 彼此 同 构 的 代数 系统 就 是 同一 个 代数 系统 ,比如 
说 到 “4 元 群 有 2 个 ”, 它 的 含义 是 “存在 2 个 不 同 构 的 4 元 群 > 这 里 的 群 是 一 种 重要 的 抽象 
代数 系统 ,下 一 市 将 会 加 以 介绍 . 


14.3 几 个 典型 的 代数 系统 


前 面 已 经 介绍 了 代数 系统 的 一 般 概念 , 本 十 将 分 类 讨论 几 个 具有 三 沁 应 用 背景 的 代数 
系统 : 半 群 , 独 异 点 与 群 \、 环 与 域 . 格 与 布尔 代数 等 . 


14.3.1 半 群 与 独 异 点 


半 群 与 独 异 点 是 最 和合 单 的 代数 系统 . 

定义 14. 12 

(1) 设 V 二 (S,*。) 是 代数 系统 ,。 为 二 元 运算 ,如 果 。 运 算是 可 结合 的 , 则 称 V 为 半 群 . 

(2) 设 V 一 《5S,*) 是 半 群 , 奢 eES 是 关于 。 运 算 的 单位 元 , 则 称 V 是 含 么 半 群 ,也 称 作 独 
异 点 . 有 时 也 将 独 异 点 Y 记 作 V 王 4S，。,e)》. 

例 14.13 (1) (7Z ,十 ),(N, 十 ),(Z ,十 ),(Q, 十 ),( 有 人 ,十 ?都 是 半 群 ,十 是 普通 加 法 . 
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这 些 半 群 中 除 4Z+ ,十 》 外 都 是 独 异 点 . 

(2) 设 n 是 大 于 1 的 正 整数 ,AM (R), 十 ) 和 (CM (R),。) 都 是 半 群 ,也 都 是 独 异 点 ,其 
中 十 和 。 分 别 表 示 和 矩阵 加 法 和 和 矩阵 乘法 ， 

(3)《P(B), 中 ) 为 半 群 ,也 是 eye rl 

(4)《〈《Z 中) 为 半 群 ,也 是 独 异 点 ,其 中 2Z, 一 40,1,…,n 一 1) ,由 为 模 n 加 法 . 

(5) 《A ,°。) 为 半 群 ,也 是 独 异 点 ,其 中 。 ea 

(6) 《R* ,°。) 为 半 群 ,其 中 R’ 为 非 零 实数 集合 ,* 运 算 定 义 如 下 :VYx,yER*, xy 二 y. 

由 于 半 群 中 的 运算 满足 结合 律 ,可 以 定义 元 素 的 壤 . 在 半 群 (S,。) 中 ,VYxE5S, 规 定 

rs 


用 数学 归纳 法 不 难 证 明 z 的 过 遵从 以 下 运算 规则 


Em ss Wn 
拓 似 地 ,可 以 定义 独 卉 点 43S,",e) 中 元 系 的 医 ， VzES, 有 


0 +1 - ， 
T=e, TX 二 Xx NECN 


独 异 点 的 究 运 算 也 订 从 半 群 的 帘 运 算 规则 ,但 其 中 的 mr 和 nn 是 卓然 数 . 

半 群 与 独 异 点 的 子 代数 分 别称 为 子 半 群 与 子 独 异 点 . 根据 定义 可 以 直接 得 到 子 半 群 与 
子 独 异 点 的 判定 方法 : 

设 V= 二 《S$S,°。) 是 半 群 ,TCS, 丁 非 空 ,如 果 醋 对 V 中 的 运算 * 封 闭 , 则 (TT,*。) 是 V 的 子 

设 V==(S,°。,e) 是 独 异 点 ,TCS, 丁 非 空 ,如 果 荆 对 V 中 的 运算 封闭 ,而 且 eET, 那 么 
《 工 ,。,e) 构 成 V 的 子 独 异 点 . 

对 于 子 独 异 点 ,不 但 要 求 运 算 封 闭 , 而 且 要 求 单位 元 e 也 在 子 独 异 点 中 出 现 . 

例 14.14 设 半 群 Vi= 二 (S,，), 独 异 点 V, 二 (S,，。,e). 其 中 .为 矩阵 乘法 ,e 为 2 阶 单 


a 0 a 0 
0 d 0 0 


1 0 
则 TCS, 且 是 Vi 二 (S,.) 的 子 半 群 . | 1 | 是 工 的 单位 元 ,T 本 身 可 以 构成 儿 异 点 ,但 


不 是 S 的 子 独 异 点 ,因为 S 的 单位 元 是 e. 
可 以 按照 定义 14. 10 构造 半 群 与 独 异 点 的 直 积 .不 难看 出 , 半 群 的 直 积 还 是 半 群 , 独 异 


本 和 R| 


点 的 直 积 还 是 独 异 点 . 

下 面 讨论 半 和 群 与 独 异 点 的 同 态 . 

定义 14.13 (1) 设 vi 一 (Si，),V: 一 (S:,x* ) 是 半 群 ,f: S1 一 S$S;. 若 对 任意 的 xz， 
yE SI 有 


f(x°y)= f(r) f(y) 
则 称 f 为 半 群 Vi 到 V; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 
(2) 设 训 一 (Si1,°,e1),V i 一 《Ss，,¥ ,es) 是 独 异 点 ,f:S1 悦 Ss。 硅 对 任意 的 xz,yE Si 有 
f(x°y)=f(x)* f(y) 且 flei)=e, 
则 称 f 为 独 异 点 Vi 到 V; 的 同 态 映射 ,简称 同 态 . 
因为 半 群 和 独 异 点 只 有 一 个 二 元 运算 ,为 了 书写 的 简便 ,经 稼 省略 上 述 表 达 式 中 的 算 符 


“和 ,而 何 记 为 Frzy) 一 zz)7Cy). 


在 例 14. 14 中 ,如 令 
| a 0 j= a 0 
7 四 |. ,| 


则 f 是 半 群 Vi 二 (S,。 ) 的 自 同 态 ,但 不 是 独 异 点 V。==(S,。,e) 的 自 同 态 , 因 为 f(e) 关 e. 
半 群 与 独 异 点 在 有 限 自 动机 理论 中 有 着 重要 的 应 用 ， 有 兴趣 的 读者 请 看 相关 的 参 
考 书 . 


14.3.2 群 


群 是 特殊 的 半 群 与 独 异 点 . 下 面 讨论 群 的 定义 与 性 质 . 

定义 14.14 设 (G,。) 是 代数 系统 ,* 为 二 元 运算 . 如 果 。 运 算是 可 结合 的 ,存在 单位 元 
eEG, 并 且 对 G 中 的 任何 元 素 xz 都 有 zx !EG, 则 称 GG 为 群 . 

例 14.15 (1) 4Z, 十 ),(Q ,十 ),(R, 十 ?都 是 群 ;(Z+ ,十 ) 和 (CN, 十 ) 不 是 群 . 

(2) 〈《M,( 了 及) ,十 ) 是 群 ,而 4M, (R),，。) 不 是 群 . 表 14.12 

(3)《P(B) ,由 ) 是 群 ,由 为 对 称 差 运算 . 


e a pb i 

(4) 〈Z ,四 ) 是 群 。Z, 一 10,1,…,n 一 1} ,外 为 ee 
模 n 加 法 . a a e c pb 
(5) 设 G=={e,a,b,c},G 上 的 运算 由 表 14. 12 pb Dp c e a 

给 出 , 称 为 Klein 四 元 群 . C c b a e 


下 面 介 绍 有 关 群 的 术语 . 

定义 14.15 (1) 硅 群 G 是 有 穷 集 , 则 称 G 是 有 限 群 ,否则 称 为 无 限 群 . 群 G 的 元 系数 
称 为 群 G 的 阶 , 有 限 群 G 的 阶 记 作 |G|. 

(2) 只 含 单 位 元 的 群 称 为 平凡 群 . 

(3) 硅 群 G 中 的 二 元 运算 是 可 交换 的 , 则 称 G 为 交换 群 或 阿 贝 尔 (Abel) 群 . 

例如 《Z ,十 和 (及 ,十 ?是 无 限 群 ,人 2, ,由 > 是 有 限 群 ,也 是 7? 阶 群 ，Klein 四 元 群 是 4 阶 
群 .〈{0)} ,十 ) 是 平凡 群 。 上 述 群 都 是 交换 群 ,n 阶 (nq 三 2) 实 可 首 矩 阵 集 合 关于 和 抢 阵 乘法 构 
成 的 群 是 非 交 换 群 . 

定义 14.16 设 G 是 和 群 ,aEG,nEZV; 则 4 的 n 次 办 定义 如 下 : 


三 省 
a"= ja” a 和 
(a )™ 11<0 ,7 一 一 71 
与 半 群 和 独 异 点 不 同 , 群 中 元 素 可 以 定义 负 整数 次 需 . 例如 在 模 3 加 群 (2Z; ,中 ?中 有 


2 -一 (2 1)3 一 1 一 1 由 1 中 1=0 
在 整数 加 群 (Z, 十 ) 中 有 
(一 2) 一 一 24 一 2 十 2 十 2 十 2 一 8 
定义 14.17 设 G 是 群 ,aEG, 使 得 等 式 a* 二 e 成 立 的 最 小 正 整数 & 称 为 a 的 阶 , 记 作 
| 一 &, 这 时 称 a 为 大 阶 元 . 看 不 存在 这 样 的 正 整数 &, 则 称 a 为 无 限 阶 元 . 
例如 在 模 6 加 群 (Z, ,中 ) 中 ,2 和 4 是 3 阶 元 ,3 是 2 阶 元 ,1 和 5 是 6 阶 元 ,0 是 1 阶 元 . 
在 整数 加 群 (Z, 十 ) 中 ,0 是 1 阶 元 ,其 他 整数 都 是 无 限 阶 元 . 而 在 Klein 四 元 群 中 除了 单位 
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元 e 以 外 ,其 他 元 系 都 是 2 阶 元 . 
群 具 有 下 述 性 质 . 
定理 14.3 设 G 为 群 , 则 G 中 的 蜂 运 算 满足 : 
(1) VaEG,(a ') ”一 4w， 
(2)VabEG,(ab) 一 DC 
(3 而 全 站 
(4) VaEG,(a’)”=a™ ,n,mEL. 
(5) 藻 G 为 交换 群 , 则 (ap)2 一 ap"， 
证 明 这 里 只 证 (1) 和 (2). 
(1) (a ”) 是 a 的 逆 元 ,a 也 是 a” 的 逆 元 . 根据 逆 元 的 唯一 性 ,等 式 得 证 . 
(2) (Oo ia Cao) 王 ba io)b 一 6 1b 二 ey 同 理 (a0)(b Ia 1!) 一 ey, 故 b la 是 ap 
的 逆 元 . 根据 逆 元 的 唯一 性 等 式 得 证 . 
(3),(4),(5) 的 证 明 要 使 用 数学 归纳 法 , 先 对 自然 数 央 和 和 证 明 等 式 为 真 , 然 后 讨论 7 
或 m 为 负数 的 情况 . 注意 (2) 中 的 结 来 可 以 推广 到 有 限 多 个 元 系 的 情况 , 即 
(aiaz…ar) =a arids ar 
定理 14.4 G 为 群 ,， Ya,bEG, 方 程 ax 二 5b 和 ya 二 5b 在 G 中 有 解 且 仅 有 唯一 解 . 
证 明 a "5 代入 方程 左边 的 x 得 
aa 'b)=(aa )0 一 ec0 一 0 
所 以 a 8 是 该 方程 的 解 . 下 面 证 明 唯 一 性 . 假设 c 是 方程 ax 二 6 的 解 , 必 有 ac 一 0， 
从 而 有 
c 一 ec 一 (a ‘a)c=a (ac)= a 0 
因此 ae 2 是 方程 ax 二 6 的 唯一 解 . 同 理 可 证 ba 是 方程 ya 二 6b 的 唯一 解 ， 
定理 14.5 G 为 群 , 则 G 中 适合 消去 律 , 即 对 任意 a,6,cEG, 有 
(1) 若 a6 二 ac; 则 2 一 <c， 
(2) 大 ba 二 ca, 则 5 二 ce 
证 明 留 作 练 习 . 
定理 14.6 G 为 群 ,aE€G 且 |a|==r. 设 & 是 整数 , 则 
(1) 性 一 e 当 且 仪 当 x |&. 
(2) la |= |al. 
证 明 (1) 充分 性 . 由 于 rik, 必 存在 整数 mx 使 得 二 mr, 所 以 有 
a =a” =(a)”=e”=e 
必要 性 . 根据 除法 ,存在 整数 mx 和 i 使 得 二 mr 十 i, 其 中 0 硅 i 夺 rr 一 1]， 从 而 有 
(he se 
因为 lal 二 r 且 i1 二 r, 必 有 i 一 0. 这 就 证 明了 rlk. 
(2) 由 (a 1)" 二 (a') 一 e ! 二 e 可 知 a 的 阶 存 在 . 令 ja '|= 二 tt, 根据 (1) 的 结果 有 
tir. a 又 是 < 的 逆 元 ,所 以 又 有 rlt. 从 而 证 明了 r=t, 芭 |a | 二 al. 
下 面 通过 一 些 例题 说 明 上 述 定 理 的 应 用 . 
例 14.16 设 G=(al,as，,…,a,}) 是 nn 阶 群 , 邻 
aG = {aa;| j=1,2,.° ,7n) 


证 明 ajG 二 GG. 

证 明 由 群 中 运算 的 封闭 性 有 acGCG. 假设 a;GCG,; 即 |ajG | 二 n. 必 有 aj;a: EG 
使 得 

aiadj;—=aiapg (jk) 

由 消去 律 得 a; 二 ai ,与 1G|= 二 nn 了 矛盾. 

例 14.17 议 C 是 群 ,a,ocEC 征 有 限 阶 元 . 证 明 : 

(1) lb lab|= |al. 

(2) lab|= 1bal. 

证 明 (1) 设 la|==r,15 :ao| 一 上 则 有 

(bab)’=b ab=b 0 一 e 
从 而 有 tlr， 为 一 方面 ,由 
4 一 (D ) (DO ap)D 

可 知 rlt. 从 而 有 |2 :ap 一 |a|. 

(2) 设 |ab|==r,1ba| 二 1, 则 有 

(ab)T l=a(ba)b =ab 

由 消去 律 得 (ab) 一 e, 从 而 可 知 ,r|t 同 理 可 证 tlr. 因此 |ab|== |bal. 

下 面 考 虑 群 的 子 代 数 系 统 , 可 以 证 明 下 面 定 义 的 子 群 就 是 群 的 子 代 数 . 

定义 14.18 设 G 是 群 ,有 是 G 的 非 空 于 集 , 如 条 互 天 于 CG 中 的 运算 构成 群 , 则 称 五 
是 G 的 子 群 , 记 作 五 和 过 C. 耕 瓦 是 G 的 于 群 , 旦 CC, 则 称 互 是 G 的 真子 群 , 记 作 H=G. 

例如 ,nZtn 是 目 然 数 ) 是 整数 加 群 4Z ,十 ?的 子 群 . 当 n 关 1 时 ,nZ 是 Z 的 其 子 群 . 任何 
群 G 都 存在 子 群 . G 和 (e} 都 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 平凡 子 群 . 

下 面 给 出 于 群 的 两 个 主要 的 判定 定理 . 

定理 14.7( 判 定 定理 一 ) 设 G 为 群 , 互 是 G 的 非 空 子 集 , 则 五 是 G 的 子 群 当 且 仅 当 

(1) Ya,bEH 有 abEH. 

(2) Ya€EH 有 a 'EH. 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 为 证 明 充 分 性 ,只 需 证 明 eE 互 . 因为 五 非 空 ,存在 aeE 互 . 由 
条 件 (2) 知 a E 互 ,根据 条 件 (1) 有 ac *€EH, 即 e€H. 

定理 14. 8( 判 定 定 理 二 ) 设 G 为 群 ,了 H 是 G 的 非 空子 集 . 互 是 G 的 和子 群 当 且 仅 当 
Va,bEH 有 ab 'EH. 

证 明 必要 性 是 显然 的 . 这 里 只 证 充分 性 . 因为 瓦 非 空 , 必 存在 <E 五, 根据 给 定 条 件 
得 aa "EH, 即 eEH. 任 取 a€EHH, 巾 e,a€E 昌 得 ea ' EH, 即 a GE 万 . 任 取 a:poE 互 , 知 
b-!€EH. 再 利用 给 定 条 件 得 a(6b-!)-!1E 玉 , 即 abEH. 综合 上 述 ,可 知 是 G 的 子 群 . 

根据 这 些 判定 定理 可 以 证 明 一 些 重 要 的 子 群 ,如 生成 子 群 、 群 的 中 心 等 . 

例 14.18 设 G 为 群 ,a€G, 令 态 ={a*|kEZ}, 可 以 证 明 玉 是 G 的 子 群 , 称 为 由 a 生 
成 的 子 群 , 记 作 (a). 

证 明 首先 由 aE《a) 知 道 (a) 关 名 . 任 取 a”,a!E《a), 则 

am(a =a”"™a 一 dm ‘€ (a) 

根据 判定 定理 二 可 知 (4a) 夸 G. 

考虑 整数 加 群 ,由 2 生成 的 子 群 是 (2)= 二 {2k|kEZ) 二 2Z, 在 群 (2Z,, 电 ) 中 ,由 2 生成 的 
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子 群 是 (2) 二 10,2,4}) ,Klein 四 元 群 G 二 {1e,a,b,c) 的 所 有 由 单个 元 双生 成 的 子 群 是 
‘e)—{le}, a)— liera} ,460)—iesbl, (cc) OO— {ec) 
例 14.19 设 G 为 群 , 令 
C={alaEGA VxrEG(ar= za)) 

可 以 证 明 C 是 G 的 子 群 , 称 为 G 的 中 心 . 

证 明 由 于 e€E€C,C 是 G 的 非 空 子 集 . 任 取 a,5EC, 只 需 证 明 ab ' 与 G 中 所 有 的 元 素 
都 可 交换 . YXxEG, 有 

(ab ‘yr =ab ‘x=ab "(rx ') '=a(x ‘6b) '=a(br ") 
=a(xb ')=(ar)b 一 (za)0 =x(ab ') 

由 判定 定理 二 可 知 CG. 

对 于 阿 贝 饼 群 G, 因 为 G 中 所 有 的 元 勾 互 相 都 可 交换 ,G 的 中 心 就 等 于 CG. 但 是 对 某 些 
非 交 换 群 G, 它 的 中 心 是 {e}. 

可 以 用 一 种 图 示 的 方法 一 一 了 于 和 群 格 给 出 有 限 群 的 于 和 群 的 结构 . 设 G 为 群 , 令 

L(G) 二 {了 | 于 是 G 的 子 群 )} 

则 俩 序 集 4LCc) ,三 ? 称 为 G 的 子 群 格 . 例如 Klein 四 元 群 的 子 群 格 如 图 14. 2 所 示 . 


根据 代数 系统 同 态 与 同 构 的 定义 可 以 直接 得 到 群 同 态 和 同 构 
的 定义 . | 
定义 14.19 设 G,G;: 是 群 ,f;:G1 习 G;, 夺 Va,bEGi1 都 有 
flab)= f(a)f (2) 


则 称 f 是 群 G 到 GC* 的 同 态 映 射 ,简称 同 态 . 

下 面 介 绍 一 些 和 典型 的 群 同 态 映 射 . 

例 14.20 (1) Gil =〈Z, 十 ?是 整数 加 群 ,Gz* 一 (2 ,由 是 模 7 
的 整数 加 和 群 . 令 

f:o>L f(x)—=x modn 
则 了 是 Gi 到 G; 的 满 同 态 . VzyyEZ 有 
f(xy)= (riy mod n=zr modn WW y mod n= f(x)Wf(y) 
(2) 设 G=《Z, ;由 ) 是 模 n 整数 加 群 ,可 以 证 明 恰 有 nn 个 G 的 自 同 态 , 即 
daa es T(r pralnmod ns B=0lm=on™—l 
(3) 设 G1 ,Gs 是 群 ,ey 是 G; 的 单位 元 . 令 
f: >G,f(a)=es ,VaEGo 
则 地 是 Ci 到 Cs 的 同 仿 , 称 为 去 同 仿 . 因为 Ya,pEC 有 
F 太 (ab) 王 ez 一 eres = f(a)f (0b) 
(4) G 为 群 ,aEG. 令 
f: G 一 G， f(rx)=axa ', VrXEG 

则 了 是 G 的 日 同 构 , 称 为 G 的 内 自 同 构 . 关于 了 为 日 同 构 的 证 明 留 作 练 习 . 

群 的 同 态 映 射 也 具有 14. 2 方 所 说 明 的 性 质 . 下 面 给 出 这 些 性 质 的 应 用 实例 . 

例 14.21 设 C=4Q ,十 ) 是 有 理 数 加 群 ,G: =4Q ”是 非 零 有 理 数 乘法 群 . 证 明 不 存 
在 G: 到 Gi 的 同 构 . 

证 明 假设 f 是 G; 到 GG 的 同 构 , 奢 么 有 f: Gs 站 G1,f(1) 王 0, 于 是 有 


FI De DD D0 
从 而 得 f( 一 1)= 二 0, 这 与 f 的 单 射 性 矛盾 . 
在 结束 这 一 小 节 之 前 ,特别 要 提 到 两 类 重要 的 群 一 一 循环 群 与 置换 群 . 
定义 14.20 设 G 是 群 , 背 存 在 aE€G 使 得 G= 二 {fat*| k&EZ), 则 称 G 是 循环 群 , 记 作 
G 二 (a), 称 a 为 G 的 生成 元 . 
对 于 循环 群 G 二 (a) ,根据 生成 元 a 的 阶 可 以 将 它们 分 成 两 类 :nn 阶 循环 群 和 无 限 循 环 
群 .大 a 是 nn 阶 元 , 则 
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他 一 (ax 一 ca ra sa” !} 
那么 1G|==n,; 称 G 为 n 阶 循环 群 . 大 a 是 无 限 阶 元 , 则 
人 
这 时 称 G 为 无 限 循环 群 . 

如 何 找到 循环 群 的 所 有 生成 元 和 子 群 呢 ? 下 面 的 定理 给 出 了 系统 的 方法 . 

定理 14.9 设 G= (a) 是 循环 群 . 

(1) 若 G 是 无 限 循环 群 , 则 G 只 有 两 个 生成 元 , 即 a 和 a . 

(2) 硅 G 是 n 阶 循环 群 , 则 G 含有 $$ (个 生成 元 . 这 里 的 $8(n) 是 欧 拉 畏 数 ( 见 9.1 
节 ) ,对 于 任何 小 于 n 且 与 n 互 双 的 目 然 数 r,a 是 G 的 生成 元 . 

定理 14.10 设 G= (a) 是 循环 群 ,那么 

(1) G 的 子 群 仍 是 循环 群 . 

(2) 硅 G 一 (4a) 是 无 限 循环 群 , 则 G 的 子 群 除 (e} 以 外 都 是 无 限 循环 群 . 对 于 任何 日 然 数 
re) 都 是 G 的 一 个 子 群 , 且 对 于 不 同 的 r+, 所 得 到 的 子 群 la) 也 不 同 . 

(3) 在 G 一 人) 是 7 阶 循环 群 , 则 对 的 每 个 正 因 于 ww ,G 恰好 含有 一 个 4 阶 子 群 ,就 是 
(ad 》， 

省 去 上 述 两 个 定理 的 证 明 , 这 里 仅 给 出 一 些 应 用 实例 . 

例 14.22 (1) 设 G=(te,a, ,da )} 是 12 阶 循环 群 , 则 8(12) 二 4. 小 于 12 且 与 12 互 素 
的 自然 数 是 1,5,7,11, 由 定理 14. 9 可 知 a,as ,a 和 aa 是 G 的 生成 元 . 12 的 正 因子 是 1,2， 
3,4,6,12, 根 据 定理 14. 10,G 有 6 个 子 群 , 即 :(aly,(a2y，,(asy,(a4),(asy，(e). 

(2) 设 G= (Zs ,由 ) 是 模 15 的 整数 加 群 , 则 4(15) 王 8. 小 于 15 且 与 15 互 素 的 数 是 1， 
2,4,7,8,11,13,14. 根据 定理 14.9,G 的 生成 元 是 1,2,4,7,8,11,13 和 14. 15 有 4 个 正 因 
于 :1s3559155 因 此 有 和 个 于 群 凤 173975400， 

(3) 设 G=(Z, 十 ) ,那么 G 只 有 两 个 生成 元 : 1 和 一 1.G 的 子 群 有 无 数 多 个 , 即 对 于 任 
何 日 然 数 n,n) 二 nZ= 二 {nk | kkEZD 剖 是 G 的 子 群 . 

置换 群 在 具有 对 称 结构 的 离散 系统 中 有 着 重要 的 应 用 . 下 面 考虑 置换 群 . 首先 给 出 7 
元 置换 的 定义 . 

定义 14.21 设 S==(1,2,…:z2) ,3 上 的 任何 双 射 图 数 c:S 一 S 称 为 S 上 的 n 元 置换 . 
一 般 将 nn 元 置换 o 记 为 


il ] 2 ob 7 ] 
ol1) ao2) … oln) 


例如 ,S={1,2,3,4,5}), 则 
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2345 2345 
5 3 2 1 4) 4 3 1 2 5 
人 1 2 3 4 5 

OT— . TO—o 
5 1 3 4 2 1 2 5 3 4 


如 果 在 两 个 nn 元 置换 o 和 < 的 作用 下 只 有 部 分 元 系 发 生 了 改变 ,同时 其 他 元 系 保 持 不 
变 , 并 且 在 c 和 z 的 作用 下 发 生 改 变 的 元 素 彼 此 不 同 , 那 么 可 以 证 明 这 两 个 置换 复合 的 结果 
与 置换 的 次 友 无 关 , 即 cr 一 zc 
n 元 置换 可 以 采用 轮换 的 乘积 来 表示 . 一 般 说 来 ,这 是 一 种 更 为 简洁 的 表示 方法 . 
定义 14.23 设 o 是 S=={1,2,…,n} 上 的 nn 元 置换 . 若 
o(11)=12s, o(12)—=13, 0 O11) = oli) = 
且 保 持 S 中 的 其 他 元 双 不 变 , 则 称 o 为 S$ 上 的 阶 轮 换 , 记 作 (iiiso…ii). 硅 上 二 2, 称 o 为 S 
上 的 对 换 . 
任何 元 置换 可 以 分 解 为 不 相交 的 轮换 之 积 . 下 面 叙 述 一 种 分 解 方法 . 
设 S 二 {1,2,…,n) ,对 于 任何 S 上 的 元 置换 c 一 定 存 在 着 一 个 有 限 序列 i ,is,… ,ii， 
& 三 1( 可 以 取 二 1) ,使 得 
oi1)=is, ois)=is, *), ob)=i, oa) = 
令 吕 二 (iso… 让). 它 是 从 ec 中 分 解 出 来 的 第 一 个 轮换 . 根据 复合 定义 可 将 o 写作 o1o ,其 
中 o 作用 于 S 一 {i,is,…,i} 上 的 元 素 . 继续 对 c 进行 类 似 的 分 解 . 由 于 S 中 只 有 个 元 
系 ,经 过 有 限 步 以 后 ,必得 到 o 的 轮换 分 解 式 c= 王 ooz… o,. 例如 ,S={1,2,… ,8)， 
一 
5 96 42187 
从 o 中 分 解 出 来 的 第 一 个 轮换 是 (1 5 2 3 6); 第 二 个 轮换 是 (4) ;第 三 个 轮换 是 (7 8). ec 的 
轮换 表示 式 是 o= 二 (1 5 2 3 6) (4) (7 8)= 二 (1 5 2 3 6) (7 8). 为 了 使 表达 式 更 为 简洁 ,在 具 
有 2 个 以 上 轮换 的 表达 式 中 ,往往 可 以 省 略 其 中 的 1 轮换 . 因此 go 可 以 写作 (1 5 2 3 6) 
(7 8). 
容易 看 到 ,分 解 出 来 的 轮换 之 间 没 有 公共 元 素 , 因 此 分 解 结果 只 与 轮换 表示 有 关 ，, 而 与 
轮换 的 顺序 无 关 . 可 以 证 明 这 种 分 解 结果 是 唯一 的 . 这 里 的 唯一 性 指 的 是 ;如果 
和 一 GCC 和 条 TI72 ”Ts 
是 o 的 两 个 轮换 表示 式 , 则 有 
(oa 0 A 
除了 表达 成 轮换 以 外 ,任何 元 置换 还 可 以 表示 成 对 换 的 乘积 . 为 此 ,只 需 证 明 任 何 轮 
换 都 可 以 表示 成 对 换 乘 积 就 足够 了 . 这 可 以 由 下 述 & 阶 轮换 表示 式 来 证 明 . 


(了 1» “1 ) 3 C7 12 ) (L113 ) (1 1 ) 
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1234567 8 本 
J j=0 5 2 36)(7 8) 
一 (1 5)(1 2)(1 3)(1 6)(7 8) 

不 难看 出 ,用 对 换 来 表示 nn 元 置换 ,表示 方法 一 般 说 来 不 是 唯一 的 . 如 3 元 置换 (1 2 3) 
可 以 表示 为 (1 2)(1 3) ,也 可 以 表示 为 (2 3)(2 1). 尽管 表示 方法 不 相同 ,但 是 可 以 证 明 表 
示 式 中 含有 对 换个 数 的 奇偶 性 是 不 变 的 . 如 果 一 个 元 置换 在 它 的 对 换 表 示 式 含有 侦 数 个 
对 换 , 则 称 为 偶 置换 ,否则 称 为 奇 置换 . 使 用 一 一 对 应 的 思想 可 以 知道 奇 置 换 和 偶 置 换 的 个 
数 虱 是 n1/2. 

考虑 所 有 的 n 元 置换 构成 的 集合 S, ,显然 S, 关 于 置换 的 乘法 是 封闭 的 ,置换 的 乘法 满 
足 结合 律 , 恒 等 置换 (1) 是 S$,; 中 的 单位 元 ,对 于 任何 元 置换 so € S,, 逆 置换 so! 是 6o 的 逆 元 . 
这 就 证 明了 S, 关 于 置换 的 乘法 构成 一 个 群 , 称 为 n 元 对 称 群 .n 元 对 称 群 的 子 群 称 为 n 元 置 
换 群 . 

例 14.23 设 S={1,2,3), 则 3 元 对 称 群 

Ss3={(1),(1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)} 
S$S; 的 运算 表 如 表 14. 13 所 示 . 


表 14. 13 
(1) (1 2) (1 3) (2 3) (1 2 3) 《1 3 2) 
(1) (1) (1 2) (1 3) (2 3) (1 2 3) (1 3 2) 
(1 2) (1 2) (1) (1 2 3) (1 3 2) (1 3) (2 3) 
C1 3) (1 3) (1 3 2) (1) (1 2 3) (2 3) (1 2) 
(2 3) (2 3) (1 2 3) (1 3 2) (1) (1 2) (1 3) 
(1 2 3) (1 2 3) (2 3) (1 2) (1 3) (1 3 2) (1) 
(1 3 2) (1 3 2) (1 3) (2 3) (1 2) (1) (1 2 3) 


14.3.3 环 与 域 


环 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,通常 将 这 两 个 运算 分 别 记 作 “十 ”和 “。”, 这 两 个 运 
算 分 别 具 有 和 群 运算 与 半 群 运算 的 特征 . 域 是 特殊 的 环 . 

定义 14.24 设 (R, 十 ,。) 是 代数 系统 ,十 和 。 是 二 元 运算 . 如 果 满 足以 下 条 件 : 

(1) 《R, 十 ) 构 成 交换 群 . 

(2)〈《R,，。) 构 成 半 群 . 

(3) 。 运 算 关 于 十 运算 适合 分 配 律 . 

则 称 《<R, 十 ,，，) 是 一 个 环 . 

为 了 叙述 的 方便 ,通常 称 十 运算 为 环 中 的 加 法 ,， 运算 为 环 中 的 乘法 . 环 中 加 法 单位 元 
记 作 0, 乘法 单位 元 (如 果 存 在 ) 记 作 1. 对 任何 元 素 xz, 称 x 的 加 法 逆 元 为 负 元 , 记 作 一 x. 寿 
工 存 在 乘法 道 元 的 话 , 则 称 之 为 道 元 , 记 作 xz !. 因此 在 环 中 写 x 一 y 意味 着 x 十 (一 y). 

例 14.24 (1) 整数 集 , 有理数 集 .实数 集 和 复数 集 关 于 普通 的 加 法 和 乘法 构成 环 ,分 别 
称 为 整数 环 Z&, 有 理 数 环 Q ,实数 环 R 和 复数 环 C. 
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(2) n(n 三 2) 阶 实 矩 阵 集 合 M,(R) 关 于 和 矩阵 的 加 法 和 乘法 构成 环 , 称 为 于 阶 实 矩 阵 环 . 

(3) 设 2 一 人 40,1, ,2 一 1) ,由 和 拯 分 别 表 示 模 的 加 法 和 乘法 , 则 42, 中 ,的 ) 构 成 
环 , 称 为 模 n 的 整数 环 . 

省 去 证 明 ,我 们 通过 定理 14. 11 叙述 了 环 的 运算 性 质 . 

定理 14.11 设 (R, 十 ,*，) 是 环 , 则 

(1) VaER,a0 = 0a = 0. 

(2) Vapi Rs(—06 一 网 一 —ab, 

(3) Ya,b,cER,a(b—e) = ab—ac,(b—c)a = ba—ca. 

(4) Yalyay ya sD bo sb,, ERn,m=2). 


(Bo) (5) -Die 


从 上 述 定 理 可 以 看 出 , 环 中 加 法 的 单位 元 恰好 是 乘法 的 零 元 , 在 环 中 进行 计算 ,除了 乘 
法 不 能 使 用 交换 律 以 外 ,其 他 都 与 普通 数 的 运算 相同 . 这 里 给 出 一 个 环 中 运算 的 例子 . 

例 14.25 在 环 中 计算 (a 十 0D)”, (Ca 一 0D) . 

解 (gb)?= (gab) (atb) (Cab) 

二 (a 十 ba 十 ab 十 6) (a 十 5) 
二 十 ba: 十 aba 十 ba 二 a*65 十 bab 十 aB 十 
(a—0)’= (a—b) (a—b)=a’—ba—abtb 

环 的 子 代数 就 是 子 环 . 

定义 14.25 设 R 是 环 ,S 是 R 的 非 空子 集 . 硅 S 关于 环 R 的 加 法 和 乘法 也 构成 一 个 
环 , 则 称 S 为 R 的 子 环 . 大 S 是 R 的 子 环 , 且 SCR, 则 称 S 是 R 的 真子 环 . 

例如 整数 环 Z, 有 理 数 环 Q 都 是 实数 环 R 的 套子 环 . {10} 和 R 也 是 实数 环 R 的 子 环 , 称 
为 平凡 子 环 . 

根据 子 半 群 与 子 群 的 判定 定理 可 以 得 到 关于 子 环 的 判定 定理 . 

定理 14. 12( 子 环 判 定 定理 ) 设 R 是 环 ,S 是 R 的 非 空 子 集 , 若 

(1) Va,bES,a—bES. 

(2) YabESabEes. 
则 S 是 R 的 子 环 . 

例 14.26 (1) 整数 环 (Z, 十 ,。), 对 于 任意 给 定 的 自然 数 n, nZ 二 {nzlzEZ} 是 Z 的 非 
空子 集 ,根据 判定 定理 ,容易 验证 nZ 是 整数 环 的 子 环 . 

(2) 考虑 模 6 整数 环 (Z6 ,由 ,的 ),(10}) ,10,3) ,10,2,4} ,Zo 是 它 的 子 环 . 其 中 {0} 和 Zo 是 
平 几 的 ,其 余 的 都 是 非 平凡 的 真子 环 . 

可 以 将 代数 系统 的 同 态 概念 引入 环 , 从 而 得 到 环 同 态 的 概念 . 

定义 14.26 设 Ri 和民 :是 环 . :Ri 一 R: , 右 对 于 任意 的 z,yERi 有 

下 下 人) 一 f(r TY) f(xry)=—= f(T) fy) 

成 立 , 则 称 f 是 环 R1 到 RR; 的 同 态 映 射 , 简 称 环 同 态 . 

例 14.27 设 Ri 二 (ZZ, 十 ,，) 是 整数 环 , R, 二 (2Z,, 由 ,外 ) 是 模 n 的 整数 环 . 仿 
f: ZZ,, f(r) x modn, 则 Yxz,yEZ 有 

fl(zi+y)=(zxiy)mod n=zxz modn OW vy modn =f(x)D f(y) 


f(rxy)=(xry)mod n=x modn WW y modn = f(x f(y) 

是 Ri 到 R; 的 同 态 ,是 满 同 态 . 

环 中 的 乘法 只 要 求 满足 结合 律 ,如 果 对 环 中 乘法 加 以 更 多 的 限制 ,将 得 到 一 些 特殊 
的 环 . 

定义 14.27 设 (R, 十 ,，) 是 环 ， 

(1) 硅 环 中 乘法 ，。 适 合 交 换 律 , 则 称 R 是 交换 环 . 

(2) 寿 环 中 乘法 。 存 在 单位 元 , 则 称 尺 是 含 么 环 . 

(3) 厅 Ya,bER, ab 二 0 过 >a 二 0V5b 二 0, 则 称 R 是 无 零 因子 环 . 

(4) 吞 RR 既是 交换 环 、 含 么 环 , 也 是 无 零 因 子 环 , 则 称 R 是 整 环 . 

先 解释 一 下 和 零 因子 的 概念 . 作为 数 的 乘法 ,如 果 ab 二 0, 那 么 一 定 有 a 二 0 或 者 5 二 0. 但 
是 ,作为 一 般 环 的 乘法 不 一 定 满 足 这 条 性 质 ， 有 时 候 两 个 不 为 0 的 元 素 乘 起 来 却 等 于 0. 例 
如 在 模 6 整数 环 中 ,有 3C92 二 0, 而 3 和 2 都 不 是 乘法 的 零 元 . 这 时 称 3 为 左 零 因子 ,2 为 右 
零 因子 . 这 种 含有 左 零 因 于 和 右 零 因 了 于 的 环 就 不 是 无 去 因 了 于 环 ， 

例 14.28 (1) 整数 环 Z、 有理数 环 Q .实数 环 R .复数 环 C 都 是 交换 环 、 含 么 环 、 无 零 因 
子 环 和 整 环 . 

(2) 令 2Z= 二 {2z|zEZ), 则 (2Z, 十 ,，) 构 成 交换 环 和 无 零 因 子 环 . 但 不 是 含 么 环 和 

(3) 设 nEZV, nn 三 2, 则 nn 阶 实 和 矩阵 的 集合 M,(R) 关 于 矩阵 加 法 和 来 法 构成 环 , 它 是 伟 
么 环 ,但 不 是 交换 环 和 无 去 因子 环 ,也 不 是 整 环 , 

(4) 《Zs ;了 中, 多) 构成 环 , 它 是 交换 环 、 含 么 环 ,但 不 是 无 零 因 子 环 和 整 环 . 可 以 证 明 对 
于 一 般 的 12,Z ,是 整 环 当 且 仅 当 7 是 系数 . 

定义 14.28 设 R 是 整 环 , 日 RR 中 至 少 含 有 两 个 元 系 . 奋 YaER” ,其 中 R* 一 R 一 10}， 
部 有 a “ER, 则 称 尺 是 域 . 

例如 ,有 理 数 集 Q .实数 集 R ,复数 集 C 关于 普通 的 加 法 和 乘法 都 构成 域 , 分 别称 为 有 理 
数 域 .实数 域 和 复数 域 . 整数 环 Z 是 整 环 ,而 不 是 域 . 对 于 模 7 的 整数 环 2Z,, 硅 n 是 素数 , 那 
么 Z, 是 域 . 域 具 有 民 好 的 性 质 , 在 编码 系统 .信息 加 蜜 等 领域 都 有 看 重要 的 应 用 . 

例 14.29 判断 下 列 集合 和 给 定 运 算是 否 构成 环 . 整 环 和 域 . 如 果 不 构成 ,说 明理 由 . 

(1) A 一 {a 十 bila,5EQ) ,其 中 让 二 一 1, 运 算 为 复数 加 法 和 乘法 . 

(2) A 二 {2z 十 1|zE2Z) ,运算 为 实数 加 法 和 乘法 . 

(3) A 二 {2z|zE2Z) ,运算 为 实数 加 法 和 乘法 . 

(4) A 二 {xz|x 宇 0 人 XEZ) ,运算 为 实数 加 法 和 乘法 . 

(5) A 二 {a 十 5V5 1a,5EQ) ,运算 为 实数 加 法 和 乘法 . 

解 (1) 是 环 ,是 整 环 ,也 是 域 . 

(2) 不 是 环 , 因 为 关于 加 法 不 封闭 . 

(3) 是 环 ,不 是 整 环 和 域 , 因 为 乘法 没有 单位 元 . 

(4) 不 是 环 ,因为 正 整 数 关 于 加 法 的 负 元 不 存在 ,A 关于 加 法 不 构成 群 . 

(5) 不 是 环 ,因为 天 于 乘法 不 封 财 . 


14.3.4 格 与 布尔 代数 
格 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,这 两 个 运算 呈现 了 与 环 不 同 的 性 质 ,大 家 熟悉 的 逻 


才 | 漠 


房 载 红学 (第 3 版 ) 


辑 代 数 、 集 合 代 数 等 都 是 格 的 特例 . 

定义 14. 29 设 (5, 二 ) 是 偏 序 集 , 如 果 VYVzx,yES,(zx,y} 部 有 最 小 上 界 和 最 大 下 界 , 则 
称 S 关于 偏 序 二 构成 一 个 格 . 

由 于 最 小 上 界 和 最 大 下 界 的 唯一 性 ,可 以 把 求 {z,y} 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 看 成 x 与 y 
的 二 元 运算 V 和 八 , 即 xVy 和 xzAy 分别 表示 zx 与 y 的 最 小 上 界 和 最 大 下 界 . 

需要 说 明 的 是 ,本 章 中 出 现 的 V 和 八 符号 只 代表 格 中 的 运算 ,而 不 再 有 其 他 的 含义 ， 

例 14.30 设 n 是 正 整数 ,S, 是 n 的 正 因 子 的 集合 . D 为 整除 关系 , 则 偏 序 集 (S,,D) 构 
成 格 . Yzy,yE93,zVy 是 lcm(Czyy), 即 工 与 y 的 最 小 公 人 倍数;szAy 是 gcdCz,y), 即 工 与 y 
的 最 大 公约 数 . 图 14. 3 给 出 了 格 (Se ,D) ,Ss,D) 和 (Ss ,D). 


> 6 
4 
7 3 
辣 
| ] 
<Ss, D> Se, D> 
图 14.3 


例 14.31 判断 下 列 俩 序 集 是 否 构成 格 ,并 说 明理 由 . 
(1)《P(B), 导 ), 其 中 P(B) 是 集合 B 的 才 集 . 
(2)《〈Z ,三 ), 其 中 也 是 整数 集 , 和 为 小 于 或 等 于 关系 . 
(3) 偶 序 集 的 哈 斯 图 分 别 给 在 图 14. 4. 


E 不 了 
71 d e 
Cc 
p [ 
a p do 
(a) (©) 


解 (1) 是 格 . Vzy,yEP(CB),zVvVy 就 是 zUvzAy 就 是 zf 门 y 称 (P(B), 和 性 ) 为 B 的 
需 集 格 . 

(2) 是 格 . Vx,yEZ, xVy 二 max(zxyy), 工人 y 一 min(Czyy)， 

(3) 都 不 是 格 . 因为 图 14. 4(a) 的 {a,5} 没 有 最 大 下 界 . 图 14.4(b) 中 的 {56,d} 没 有 最 小 
上 界 . 图 14.4(c) 的 tp,c} 没 有 最 小 上 界 . 

下 面 讨 论 格 的 一 些 主要 性 质 . 和 痛 先 介绍 对 侦 原 理 . 

定义 14.30 设 f 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 二 ,二 ,之 ,V 和 人 的 命题 . 令 f* 是 将 了 中 
的 二 替换 成 二 .三 奉 换 成 入 、V 替换 成 人 A、A 蔡 换 成 V 所 得 到 的 命题 . 称 f* 为 f 的 对 侦 
命题 . 

例如 在 格 中 邻 是 (aV5)Acc,f* 是 (a 人 5b)Vc 闫 c . 那么 太 与 广 互 为 对 偶 命 题 . 


格 的 对 偶 原 理 设 了 是 含有 格 中 元 素 以 及 符号 = ,和 ,二 ,V 和 和 等 的 命题 , 生 了 对 一 
切 格 为 真 , 则 了 的 对 偶 命 题 三 也 对 一 切 格 为 真 . 

例如 ,对 一 切 格 工 命题 "Ya',oEL,aAps 和 aa 都 成 立 . 根据 对 偶 原 理 , 对 一 切 格 工 , 命 题 
“Ya,bEL,aV5b>a” 也 为 真 . 

下 面 考 卡 格 的 运算 性 质 . 

定理 14.13 ” 设 代 , 冬 ) 是 格 , 则 运算 V 和 人 适合 交换 律 .结合 律 \ 客 等 律 和 吸收 律 , 即 

(1) Yay'pEL 有 aVp=pVa 和 a 人 5 二 bAMa. 

(2) Va,b;cEL 有 (aVb)Vcec=aV (bVe) 和 (a Ab) Ac=aA (A ec). 

(3) YaEL 有 aVa=a 和 a Ma=a. 

(4) Ya,bEL 有 aV (aMAb)=a 和 和 aM (aVob)=a. 

证 明 只 证 (1) 和 (2),(3) 和 (4) 留 作 练 习 . 

(1)aV5b 是 {a;0}) 的 最 小 上 界 ,b5Va 是 {06,a}) 的 最 小 上 界 . 由 于 (ao 一 (oa 所 以 
a Vb 二 bV a. 由 对 偶 原 理 ,a 人 5 二 5Aa 得 证 . 

(2) 这 两 个 等 式 互 为 对 偶 式 ,只 证 明 其 中 一 个 即 可 . 由 最 小 上 界定 义 有 下 述 不 等 式 : 


(a Vb) VC 一 VD 一 C (14.1) 
(a Vb) VCc 关 QQVD 盖 D (14.2) 
(a Vb) Vcc (14. 3) 
由 式 (14.2) 和 式 (14. 3) 有 
(a Vb)VcbVc (14. 4) 


由 式 (14.1) 和 式 (14.4) 有 (aV5b)Vc 产 aV (5bV eo) 成 立 . 同 理 可 证 (a V5)Ve< 
a V(bV cc) 成 立 . 利用 这 两 个 不 等 式 ,根据 偏 序 的 反对 称 性 得 (a V5)V c=aV (bV oe). 

以 上 定理 说 明 格 中 运算 满足 4 条 算 律 . 需要 注意 的 是 ,分 配 律 在 格 中 不 一 定 成 立 , 只 能 
成 立 分 配 不 等 式 , 即 Ya,b,cEL 有 (aABbV (CaMNc)aA(bVo). 

前 面 定 义 群 和 环 等 代数 系统 的 方法 是 : 先 给 定 集 合 和 运算 ,然后 规定 运算 的 性 质 . 能 不 
能 用 这 样 的 方法 来 定义 格 呢 ?下 面 的 定理 说 明 可 以 用 这 种 方法 定义 格 , 而 且 这 样 定义 的 格 
与 用 偶 序 集 方 法 定义 的 格 是 等 价 的 . 由 于 证 明 比 较 复 杂 ,限于 篇 幅 , 这 里 略 去 证 明 , 仅 叙述 
定理 的 内 容 . 

定理 14.14 设 (S,* ,。) 是 具有 两 个 二 元 运算 的 代数 系统 ,名 对 于 * 和 。 运 算 适 合 交 换 
律 结合 律 ,吸收 律 , 则 可 以 适当 定义 S 中 的 偶 序 和 过 ,使 得 (6S, 科 ?构成 格 , 且 Va:oES 有 

a NN\b=a*b, a Vb=a°b 

根据 上 述 定理 ,可 以 给 出 格 的 男 一 个 等 价 定义 . 

定义 14.31 设 (S,* ,°。) 是 代数 系统 , * 和 °。 是 二 元 运算 ,如 果 x* 和 。 运 算 满 足 交 换 律 、 
结合 律 和 吸收 律 , 则 《S, x ,。) 构 成 格 . 

根据 定理 14. 14, 格 的 上 述 定 义 与 格 的 侦 序 集 定 义 是 等 价 的 , 且 * 和 。 运 算 分 别 对 应 于 
求 最 大 下 界 与 最 小 上 界 的 运算 . 因此 ,在 给 出 格 的 代数 定义 时 ,通常 将 这 两 个 运算 记 作 作 
和 V. 

下 面 考虑 格 的 子 代 数 . 

定义 14.32 设 (L,A,V) 是 格 ,S 是 L 的 非 空 子 集 , 奢 S 关 于 L 中 的 运算 人 A 和 VYV 仍 构 
成 格 , 则 称 S 是 工 的 子 格 . 
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例 14.32 设 格 L 如 图 14.5 所 示 . 令 Si 二 {a,e,f,g},Ss 二 {a,b,e,g); 则 Si 不 是 上 的 
子 格 ,S: 是 工 的 子 格 . 因为 对 于 e,f€ESi, eMNf=c&5Si. g 
与 环 同 态 类 似 也 可 以 定义 格 的 同 态 . 
定义 14.33 设 L 和 瑟 是 格 , 太 Di 一 Lo , 右 VYa'pELI 有 6 
flaAD)=f oAFE), flaVo)=f(a) Vf(0) p d 
成 立 , 则 称 f 为 格 L 到 工 ,的 同 态 映射 ,简称 格 同 态 . 
下 面 考 虑 一 些 特 殊 的 格 : 分 配 格 、 有 和 补 格 与 布尔 格 . 
定义 14.34 设 (L,A 人 ,VV) 是 格 , 若 Ya,b,cEL, 有 
Q&A(CVc) 一 (aaAD)IVICAc) 
avV(Ac)= 王 (CaVp)A(CaVc) 
则 称 工 为 分 配 格 . 
可 以 证 明 , 上 述 定 义 中 的 两 个 等 式 互 为 充分 必要 和 条件, 在 证 明 工 为 分 配 格 时 ,只 需 证 明 
其 中 的 一 个 等 式 即 可 . 
例 14.33 指出 图 14. 6 中 哪些 格 是 分 配 格 ?如果 不是 分 配 格 ,请 说 明理 由 . 


C A ce 
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图 14.6 


解 Li, 和 式 ;是 分 配 格 ,L; 和 工 ,不 是 分 配 格 . 在 工 :中 有 
bpAM(cVd)=b Me=b, (bAMDV (GNMd)=aVa=a 
在 工 中 有 
cV (BbAd)—eVa=e, (cV6b)A(cVd)=eMd=d 
称 上 ;为 钻石 格 ,L, 为 五 角 格 . 这 两 个 5 元 格 在 分 配 格 的 判别 中 有 着 重要 的 意义 . 
不 加 证 明 , 仅 通过 下 面 两 个 定理 给 出 判别 分 配 格 的 元 分 必要 条 件 . 
定理 14.15 设 工 是 格 , 则 工 是 分 配 格 当 且 仅 当 工 不 含有 与 钻石 格 或 五 角 格 同 构 的 


子 格 . 
定理 14.16 格 L 是 分 配 格 当 且 仅 当 Va,b,cEL 有 aAb 二 aAc 有 HaVb 二 aVe 
人 


例 14.34 判别 图 14.7 中 的 格 是 否 为 分 配 格 . 

解 ”二 :不 是 分 配 格 ,因为 它 合 有 杜 销 石 格 同 构 的 子 格 . L; 和 工 ; 不 是 分 配 格 ,因为 它们 
含有 己 五 角 格 同 构 的 子 格 . 

如 果 使 用 定理 14.16, 那 么 在 工 中 有 dA5b==dAc 且 dVb 二 dVe, 但 是 5 关 c. 而 在 Ls 中， 
有 cAe 一 cAb 且 ccVe 一 cV5, 但 是 e 关 6b. 在 Li 中 ,有 dAc 一 dAg 有 是 dVec 一 dVg, 但 是 c 关 g. 

定义 14.35 设 二 是 格 , 知 存在 <EL 使 得 VYxEL 有 a 二 zx, 则 称 a 为 L 的 全 下 界 ; 寿 存 
在 5EL 使 得 VzEL 有 x5, 则 称 5 为 L 的 全 上 界 . 


a 
p d p d p 
e d 
1 g E / 
s h 
了 L, fs 
图 14.7 


格 L 在 存在 全 下 界 或 全 上 界 , 一 年 是 唯一 的 . 一 般 将 格 工 的 全 下 界 记 为 0, 全 上 界 记 
为 1. 

定义 14.36 设 工 是 格 , 各 世人 存在 全 下 界 和 全 上 界 , 则 称 世 为 有 界 格 ,有 界 格 工 记 为 
DetteaY Udell 

不 难看 出 ,有 限 格 工 二 {a1,as,…,a,) 是 有 界 格 ,其 中 ai 人 as 和信 …Aa, 是 LL 的 全 下 界 ， 
aiVasV…Va, 是 L 的 全 上 界 . 

定义 14.37 设 (L,A,V ,0,1) 是 有 界 格 ,a€EL, 震 存在 5EL 使 得 

aAb=0 和 aV5= 二 1 
成 立 , 则 称 5 是 a 的 补 元 . 

例 14.35 考虑 图 14.6 中 的 4 个 格 . 针对 不 同 的 元 系 , 求 出 所 有 的 补 元 . 

解 工 中 a 与 c 互 为 补 元 ,其 中 a 为 全 下 界 ,c 为 全 上 界 ,b 没有 补 元 .Ls 中 a 与 d 互 为 
补 元 ,其 中 a 为 全 下 界 ,d 为 全 上 界 ,b 与 c 也 互 为 补 元 . L; 中 a 与 e 互 为 补 元 ,其 中 4 为 全 下 
界 ,e 为 全 上 界 ,b 的 补 元 是 c 和 4 ,ce 的 补 元 是 6 和 4 ,d 的 补 元 是 5 和 c. 5,c,d 每 个 元 素 都 
有 两 个 补 元 . 工 中 的 a 与 e 互 为 补 元 ,其 中 4 为 全 下 界 ,e 为 全 上 界 ,b 的 补 元 是 c 和 4d ,c 的 补 
元 是 5,d 的 补 元 是 2. 

关于 补 元 有 以 下 定理 . 

定理 14.17 设 (L,A,V ,0,1) 是 有 界 分 配 格 . 在 工 中 元 素 au 存在 补 元 , 则 存在 唯一 的 
补 元 . 

证 明 假设 5,c 是 a 的 补 元 ,由 于 cc 是 补 元 则 有 aVc==1 和 aAc 二 0. 又 知 5 是 a 的 补 
元 ; 故 有 a V5 二 1, aA5b 二 0. 从 而 得 到 a Ve 二 a V6b, a 人 c 二 aA5, 由 于 L 是 分 配 格 , 根 据 定理 
14.16 有 65=c. 

定义 14.38 设 (L, 八 ,V ,0,1) 是 有 界 格 , 夺 LL 中 所 有 元 和 部 有 和 补 元 存在 , 则 称 L 为 有 
补 格 . 

例如 ,图 14.6 中 的 二,L 和 瑟 , 是 有 补 格 , 三 不 是 有 补 格 . 

定义 14.39 ”如果 一 个 格 是 有 补 分 配 格 , 则 称 它 为 布尔 格 或 布尔 代数 . 

在 布尔 代数 中 ,每 个 元 素 存 在 补 元 ,并 且 补 元 是 唯一 的 . 因此 可 以 把 求 补 元 的 运算 看 作 
是 布尔 代数 中 的 一 元 运算 . 通常 将 布尔 代数 标记 为 (B, 八 ,V ，,0,1) ,其 中 为 求 补 运算 . 

定理 14.18 设 (B, 人 人,V,',0,1) 是 布尔 代数 , 则 

(1) YaEB,(a’)’ =a. 

(2) Ya,bEB,(aAb) =a Vb ,(aVb)' = 二 a Ab'( 德 摩根 律 ). 

证 明 (1) (a) 是 a 的 补 元 . a 也 是 a 的 补 元 ,由 补 元 的 唯一 性 得 (a')'=a. 
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(2) 对 任意 a,5EB 有 
(aABDV(la Vo)=(aVa Vo)ACGVa Vo)=(Vb)AN(a V1)=1AM1=1 
(aAb) Na Vb)=(aNMbAa)V (aAbAb)=(0NMb) VY (aA0)=0VO=0 

所 以 a V5 是 aA5b 的 补 元 ,根据 补 元 的 唯一 性 有 (a 人 5)' 二 a V5 . 同 理 可 证 (a V5) 二 
a MAb. 

德 摩根 律 可 以 推广 到 有 限 个 元 素 , 即 (cl 人 az 人 …Aa,) 二 a1 VasV*…Va,. 

也 可 以 通过 规定 代数 系统 的 性 质 来 定义 布尔 代数 . 

定义 14.40 设 (B,*,*。) 是 代数 系统 ,x* 和 "是 二 元 运算 . 右 * 和 "运算 满足 : 

(1) 交换 律 , 即 Va,b5EB 有 

a *x b=b*a, a°b=—=b*a 
(2) 分 配 律 , 即 Ya,6b6,cEB 有 
a*x (bp°c)=(a 0b)° (a ec), oa"(bXxe)=—=(a°b) * (a°c) 
(3) 同一 律 , 即 存 在 0,1€EB, 使 得 Ya€EB 有 


a*xl1=a,，, a°0=a 
(4) 补 元 律 , 即 Ya€B, 存 在 a €B 使 得 
a*a =0; a°a’ 一 ] 


则 称 4B, * ,。) 是 一 个 布尔 代数 . 

可 以 证 明 ,布尔 代数 的 两 种 定义 是 等 价 的 . 

下 面 考虑 布尔 代数 之 间 的 同 态 与 同 构 问 题 . 

定义 14.41 设 (B1, 人 和,V，,0,1) 和 (B,, 门 ,U ,一 ,9,E) 是 两 个 布尔 代数 . 这 里 的 门 ， 
U ,一 泛 指 布尔 代数 B, 中 的 求 最 大 下 界 , 最 小 上 界 和 补 元 的 运算 .9 和 分别 是 B, 的 全 下 界 
和 全 上 界 . f: B, 一 B,. 如 果 对 于 任意 的 a,bE Bl 有 

flaVb)= fa) Uf), flaAb)= fa) Nf 00), fla’)=— f(a) 

成 立 , 则 称 是 布尔 代数 B11 到 B; 的 同 态 映射 . 

有 关 布 尔 代数 同 构 的 一 个 重要 结果 涉及 有 限 布 尔 代数 的 结构 . 可 以 证 明 任 何 有 限 布 尔 
代数 都 与 茶 个 才 集 格 同 构 . 因此 ,任何 有 限 布尔 代数 的 元 取 个 数 部 是 2” ,其 中 是 某 个 目 然 
数 . 图 14.8 给 出 了 1 元 ,2 元 ,4 元 和 8 元 的 布尔 代数 . 


| 


14.1 (1) 设 S$S 为 3 元 集 ,S 上 可 以 定义 多 少 个 不 同 的 二 元 运算 和 一 元 运算 ? 其 中 有 多 少 
个 二 元 运算 是 可 交换 的 ? 有 多 少 个 二 元 运算 是 医 等 的 ?” 有 多 少 个 二 元 运算 既 不 是 可 


交换 的 又 不 是 客 等 的 ? 
(2) 如 果 S 为 n 元 集合 ,上 述 问题 的 结果 是 什么 ? 
14.2 以 下 集合 和 运算 是 否 构成 代数 系统 ? 如 果 构 成 ,说 明 该 系统 是 否 满足 交换 律 .结合 
律 ? 求 出 该 运算 的 单位 元 、 云 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 
(1) P(CB) 关 于 对 称 差 运算 由 ,其 中 P(B) 为 容 集 . 
(2) 设 n 为 给 定 正 整 数 ,nZ 关于 普通 乘法 运算 . 
(3) A 二 ta,b,c},，* 运算 定义 如 表 14. 14 所 示 . 
14.3 ”确定 以 下 各 小 题 的 集合 关于 给 定 运算 是 否 封 闭 , 如 果 是 ,说 明 相 关 运 算 所 具有 的 性 质 
( 指 交 换 律 结合 律 , 罕 等 律 、 消 去 律 , 分 配 律 \ 吸 收 律 ) 和 特异 元 素 ( 单 位 元 、 零 元 、 逆 元 ). 
(1) A=Z, rz°y—=zxiy—2ry, Vr,vyEA. 
(2) A=R, x°y=|x—y|,Yx,yEA. 
(3) A 二 P({a,5}), 运算 为 集合 的 交 . 
(4) A 为 n 阶 实 可 逆 窍 阵 的 集合 ,两 个 运算 分 别 为 矩阵 加 法 和 乘法 . 
14.4 以 下 集合 和 运算 是 否 构 成 代数 系统 ? 如 果 构 成 ,说 明 该 系统 是 否 满足 交换 律 .结合 
律 ? 求 出 该 运算 的 单位 元 、 零 元 和 所 有 可 逆 元 素 的 逆 元 . 
(1) 有 理 数 集 Q, zx vy 二 (x 十 y)/2. 
(2) 自然 数 集 N, x * y 一 22. 
(3) 正 整 数 集 , zx y 一 gcdCzyy)， 即 求 工 与 yw 的 最 大 公约 数 . 
(4) Ss ,其 中 S 为 任意 非 空 集合 ,运算 为 函数 合成 . 
14.5 判断 下 列 命题 的 真 假 . 
(1) A 二 {x1xEN 有 日 gcd(zx,5) 二 1}, 则 (4A, 十 ?构成 代数 系统 ,十 为 普通 加 法 . 
(2) Vx,yER, zx*y 一 |z 一 yj , 则 0 为 4 有 R,* ) 的 单位 元 . 
(3) YzyyER， zx*y=Zztytzry,;, 则 VXER, x !'!=—z/(l 二 zx). 
(4) A={1,2,…,10}, Vzx,yEA, zx* y= 二 gcd(z,y)， 则 ‘A,* ) 是 半 和 群 . 
(5) 任何 代数 系统 都 存在 子 代 数 . 
(6) Klein 四 元 群 的 同 态 像 一 定 是 Abel 群 . 
14.6 设 A={1,2},B 是 A 上 的 等 价 关 系 的 集合 . 
(1) 列 出 B 的 元 素 . 
(2) 给 出 代数 系统 V=《B, 门 ) 的 运算 表 . 
(3) 求 出 V 的 单位 元 、 零 元 和 所 有 可 道 元 素 的 道 元 . 


(4) 说 明 V 是 否 为 半 群 , 独 卉 点 和 群 . 
表 14.14 表 
x a b c d 
a b b b 。 . 
b b b b - 2 
c pb b a 4 区 


14.7 设 集合 A 二 {a,b,c,d)} 上 的 ,运算 如 表 14. 15 所 示 . 
(1) 说 明 运 算是 否 可 结合 ?为 什么 ? 
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(2) 求 单 位 元 与 零 元 . 
14.8 设 A=={a,5,c) ,构造 A 上 的 二 元 运算 * 使 得 a x* 5 一 c, cx*5b 二 5b, 且 * 运算 是 究 等 的 、 
可 交换 的 ,给 出 关于 * 运算 的 一 个 运算 表 , 说 明 它 是 耕 可 结合 ,为 什么 ? 
14.9 设 A={a,b,c},。 是 A 上 的 二 元 运算 ,在 V 一 (A,°) 的 运算 表 中 ,除了 ab 二 a 以 外 ， 
其 余 运 算 结 果 都 等 于 5b. 试 给 出 V== A,。) 的 两 个 非 恒 等 映射 的 自 同 态 . 
14.10 设 A={(a:pc}，。 为 A 上 的 二 元 运算 , 旦 VzyyEAzey 一 c. 
(1) 找 出 A 上 所 有 的 双 射 函数 . 
(2) 说 明 这 些 困 数 是 否 为 (4A,* 的 目 同 构 , 为 什么 ? 
14.11 证 明年 理 14. 5. 
14.12 设 群 G 为 群 ,zyEG,z 天 e，|y|=2, 且 yzxy != 二 x?，, 求 |x|. 
14. 13 者 群 G 中 只 有 一 个 2 阶 元 ,; 则 这 个 2 阶 元 一 定 与 G 中 所 有 元 厅 可 交换 . 
14.14 设 G 是 nn 阶 非 交 换 群 ,n 宇 3, 证 明 G 中 存在 非 单位 元 a 与 5, a 关 b, 自 ab 一 ba. 
14.15 设 G 为 群 , 瑟 生 G, 证 明 如 果 zEG 且 >z 瓦 ={znlAE 万 }) 是 G 的 子 群 ,; 则 xEH. 


14.16 设 G 含 有 以 下 8 个 元 系 : 
+|， "| + +| 0 | + | 
0 1 0 C—i 一 1 0 i 0 
找 出 G 的 全 部 子 群 ,并 画 出 G 的 子 群 格 . 
14.17 设 群 G 一 (M,(R), 十 ), HH 一 {41AEM,(R), 日 A 一 4’) ,其 中 4 表示 4 的 转 置 ,证 明 
万 是 G 的 子 群 . 
14.18 设 G 为 群 ,aEG. 邻 f: GG,f(z) 二 axra ,YXTEG, 证 明 是 G 的 目 同 构 . 
14.19 设 G 与 G 都 是 群 ,f 是 群 G 到 G' 的 同 态 映 射 ,a€G. 
(1) 证 明 若 a 的 阶 是 有 限 的 , 则 f(a) 的 阶 也 是 有 限 的 ,是 | f(a)| 整除 |al. 
(2) 如 果 f(a) 的 阶 是 有 限 的 ,那么 4a 的 阶 一 定 是 有 限 的 吗 ? 证 明 你 的 结论 . 
14.20 设 f 是 群 G1 到 G; 的 同 态 映射 , 旦 是 Gi 的 子 群 ,证 明 六 五 ) 是 G; 的 子 群 . 
14.21 ”如果 G 为 非 Abel 群 ,证 明 G 的 所 有 日 同 构 构 成 的 群 AutG 至 少 合 有 2 个 元 系 . 
14.22 求 循环 群 (Zi ,由 的 所 有 的 生成 元 和 子 群 . 
14.23 设 妈 整除 2 证明 2 阶 循环 和 群 G 二 (a) 中 的 方程 zx” 二 e 恰 有 zm 个 解 . 
14.24 设 多 项 式 f 二 (zi 十 zs) (zs 十 zs)，, 找 出 使 得 了 保持 不 变 的 所 有 下 标的 置换 ,这 些 置 
换 是 否 构 成 S 的 子 群 ? 
14.25 证 明 在 S, 中 恰 含 有 k 个 轮换 的 元 置换 个 数 是 第 一 类 Stirling 数 上 | 
14.26 G 是 Abel 和 群 ,EndG 是 G 的 所 有 自 同 态 的 集合 ,VY f,g € EndG 定义 十 和 。 运 算 : 
YaE€G, 
(fig)(a) = f(a) g(a), (fog)(a)=g( f(a)) 
证 明 EndG 关于 十 和 "构成 一 个 环 . 
14.27 尺 为 环 ,aER，RI 一 (人 ER,za 一 0}， 证 明 Rj 是 尺 的 子 环 . 
14.28 ”证 明 有 理 数 域 的 目 同 构 只 有 和 恒 等 日 同 构 . 
14.29 ” 厂 环 尺 适 合 :Ya€ER,a 二 a, 证 明 
(1) VaER,aa=0. 
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(2) R 是 交换 环 . 

下 为 合 广 环 ， 0 5ERR 日 2 ,0 ER, 证明 (Db) "一 Da ，，, 

判断 下 述 命题 的 真 假 . 

(1) {17/2,1,2) 对 于 普通 乘法 构成 群 . 

(2) 整 环 的 积 代数 不 一 定 是 整 环 . 

(3) 2" 元 格 者 是 布尔 格 . 

(4) 在 有 补 格 中 ,YaE€L, 求 a 的 补 是 工 的 一 元 运算 . 

设 G 二 (Zis ,由 ?是 模 18 的 整数 加 群 . 

(1) 写 出 G 的 所 有 子 群 . 

(2) 画 出 子 群 格 (L(G), 忆 ) 的 喻 斯 图 . 

(3) 说 明 该 格 是 否 为 分 配 格 `\ 有 补 格 及 布尔 代数 . 

设 A 二 {1,2,5,10,11,22,55,110),A 关于 整除 关系 构成 俩 序 集 . 画 出 该 偏 序 集 的 

哈 斯 图 . 说 明 该 偏 序 集 构 成 哪 一 种 格 ? 

设 G= (Zs ,由 ). 

(1) 给 出 G 的 日 同 构 和 群 AutG 的 运算 表 . 

(2) 画 出 AutG 的 子 群 格 工 的 喻 斯 图 . 

(3) 说 明 这 个 格 是 否 为 分 配 格 ` 有 补 格 、 布 尔格 ， 

设 4 一 (2,3,… 15 上) 入 为 A 上 的 侦 序 ,gz 是 欧 拉 图 数 ,YzyyEA， 
TyO$T)T$(y) 或 (g(x)=$(y)H ry) 

(1) 画 出 A, 二 ) 的 喻 斯 图 . 

(2) A, 三 ) 是 否 为 格 ? 如 果 是 ,说 明 这 个 格 是 否 为 分 配 格 、 有 和 补 格 和 布尔 格 . 

设 A,={r|zxER BH K,<zrt 二 +1), 其 中 K, 一 K, 一 0,Ki 一 K, 一 一 ],K, 一 一 2. 令 

SS 一 |( 丰 | 二 0012 3 4) 

(1) 画 出 俩 序 集 (S, 所 的 哈 斯 图 . 求 它 的 极 大 、 极 小 .最 大 、 最 小 元 . 

(2) 该 仿 序 集 构成 什么 格 ? 

设 格 工 =4Z  ,V ,人 ), 其 中 V ,人 分 别 为 求 两 个 数 的 最 小 公 倍 数 和 最 大 公约 数 的 运 

算 . 判断 下 列 集合 是 否 为 工 的 子 格 ? 

i A 7 

(2) B=1{1,2,3,12,18}. 

人 

在 同 构 的 意义 下 给 出 全 部 5 元 格 的 图 形 ,并 指出 哪些 是 分 配 格 \ 有 界 格 `, 有 补 格 及 布 

尔 代数 . 

求 图 14. 9 中 格 工 的 所 有 子 格 . 

证 明定 理 14. 13(3),(4). 

设 A 二 (11,2) ,以 A 中 全 体 元 素 作 为 群 的 元 素 ,能 够 构成 多 少 个 

不 同 构 的 群 ,以 A 中 全 体 元 素 作 为 格 的 元 素 能 构成 多 少 个 不 同 

构 的 格 ? 

设 (B, 人 入 ,V，,0,1) 是 布尔 代数 ,证 明 对 于 B 中 任意 元 素 a,b 

有 以 下 命题 成 立 . 
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14. 43 


(1)aV (a Mb)=aVob. 

(2) CAD =0Sa Vb=1Sa<b. 

判断 下 述 代 数 系统 是 否 为 格 ? 是 不 是 布尔 代数 ? 

(1) S 二 {1,3,4,12); 任 给 xX,yES, zy 二 lem(zx,y),， Xx y 王 gcd(x,y)， 其 中 lcm 
是 求 最 小 公 倍 数 ，gcd 是 求 最 大 公约 数 . 

(2) S$ 二 10,1,2},，°。 是 模 3 加 法 ，* 是 模 3 来 法 . 

(3) S 二 10,1,…,n},， 其 中 n 宇 2. 任 给 zyES， row 一 Imax( zy)， 


mn(rsy). 
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